TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

DEFORMACION: Cambio de forma de un cuerpo. Por ejemplo, ensayo de
traccion uniaxial.
DEFORMACION ESPECIFICA: Deformacion por unidad de longitud

‘ F o0 ly: Longitud calibrada
F ~ O A : 5
i 1 ! 8 = lr — ly: Deformacion
| ’ e = 6/l,. Deformacion especifica
1 | ¥ N F i
® A | T = —: Tension de Cauchy
: : 0
i s F H ; )
! ! T = —: 1er Tension de Piola-Kirchoff
L L | Lf SR f=10+0 Af
Ao i A i F T
‘: v :. v
1
' F=0 ¥ - / .
F 0 6f 9) &y &
Es necesario conocer la historia de la deformacion

especifica
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Definicion elemental 2D

Elemento de analisis
Para todo punto
{X,Y}: Posicion inicial
{x,y}: Posicion final

AX

Existe un campo de
desplazamientos
{uy,ug}, con valor
inicial conocido:
X=X+U,
y=Y+u,

28/10/2022

Extension uniaxial en X

Au, ou,
Ex X AX,SLAX—>0=>€x=ﬁ
Extension uniaxial en Y

Au auy
&y & AY SLAY—>O=>€y FT%

Distorsion en el plano XY

yik
ny:__lp:91+92

Como 81 = tan(6;) = Ai sify = 0

Au, Au,
Yay = AV + AX1,SalAX,Alg - 0=
u u
Exy =Vx_y:_( e
2 2°0dY 09X
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Movimientos de cuerpo rigido

==Y
A A

Problema: Expresar ¢ = ¢(u) considerando
Al solo la parte del campo de desplazamientos
que provoca deformaciones, y no
movimientos de cuerpo rigido.

Desplazamiento relativo de Q respecto a P:

du= uq == up.

Desplazamiento relativo unitario de Q respecto a P:
du

ds
Es un vector, con
d5-=0Q—P

(los puntos estan dados por su vector posicion)

F) &=
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Desplazamientos relativos (cinematica)

Gradiente de

desplazamiento
Matriz Jacobiana

Ju 4 Matriz de desplazamientos
relativos unitarios
28/10/2022

Componentes del vector %
duy Oduy0X . ou, dY
dS 90X S

aY aS
duy = auy 0X - 0uy ayY
as 0X 0SS~ 0Y 0S

En forma matricial

du, ou, ou,l [0X ou, 0u,
dS | _{oX oY [ |aS|_|oX oY |

du,, du, Ouyf [dY du, 0Ju,
ds 0X  dY aS 0X  dY

ds
O en forma tensorial

e
dS_u n=n-vu

M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Descomposicion aditiva de J,,

Se descompone el gradiente de desplazamiento a fin de separar las componentes que
provocan deformaciones de aquellas que originan movimientos de cuerpo rigido.

1 1
Ju =§(]u+]uT)+§(]u—]uT) =E+Q

0U, 1 (du, . duy \]
: : _ 0X 2\ 0dY 0X Ex  Exy
Matriz de deformaciones especificas E = == [
1 aux+auy ou,, Gy ity
2\ dY 0X ayYy
| 0 1 0ux_6uy ]
Matriz d (i Q- 2\ dY 0X i 0 Qxy
atriz de rotacion =1 Guy o : — ny 0
12\ 0X aY

Vamos a demostrar que ante un campo de desplazamientos que provogue solo
deformaciones J,, = E y en el caso que origine solo movimientos de cuerpo rigido J,, = Q

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 6



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Deformacion pura sin rotacion (Q = 0)
; Segmento AB

E_% % %_[1]:l£x Exy].[l]:[sx]

ds |duy| [0u, Ouy| 10O Eyx &y | Lo Eyx
dsl lax oy
Segmento AD
A=
1

di] [0t Ot
du_|ds|_|ox av .[o]zlsx Exy] o] lsxyl
dS duy auy auy Eyx

dsd-Lax gy

Como E es simetrica, g, = &, — 61 = 6, Y en consecuencia no hay rotacion
Las columnas de E representan las componentes de las deformaciones de los segmentos
AB y AD divididas por la longitud de estos segmentos; en las direcciones X e Y
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Rotacion pura sin deformacion (E = 0)

Consideremos una rotacion del segmento PQ con centro de giro en P

du, = dS cos(w, + 8) — dS cos(8)
Recordando la identidad trigonométrica

cos(a + b) = cos(a) - cos(b) — sin(a) - sin(b)

du
d—; = cos(w,) - cos(f) — sin(w,) - sin(8) — cos(H)
du, : :
g (cos(w,) — 1) - cos(8) — sin(w,) - sin(6)
En el sentido Y du, = dS sin(w, + 8) — dS sin(6)

Recordando la identidad trigonométrica  sin(a + b) = cos(a) : sin(b) + sin(a) : cos(b)

% = (sin(w,) * cos(@) + cos(w,) - sin(@)) — sin(H)
dd% = sin(w,) - cos(6) + (cos(w,) — 1) - sin(H)

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 8



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Rotacion pura sin deformacion (E = 0)

Reordenando las expresiones para y —2X en forma matricial

rd ]
ds cos(w,) =1  —sin(w,) cos(8)
du,, - [ sin(w,) cos(w,) — 1] : [sin(@)
| dS |
Siw, K 1rad — cos(w,) = 1;sin(w,) = w, y como cos(f) = a_ sin(8) = —Y
Tl 0 ox 0 0 0
ds as

Es decir, si se cumple la hipotesis de rotaciones infinitesimales, y en un punto del continuo P
se verifica que E = 0; la matriz de rotacion Q representa una rotacion infinitesimal de cuerpo
rigido del material en un entorno diferencial alrededor de P.

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 9



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Extension unitaria de un elemento inclinado

Demostraremos que aun en presencia de rotaciones de cuerpo rigido la extension unitaria g,, de
un elemento orientado segun un vector unitario n puede calcularse a partir de la matriz de
deformaciones especificas E y 1, y luego que si E=0; ¢, =0 V n.

q Hipotesis:
« Las derivadas del campo de
Q u, f{j desplazamientos son pequeinas
i“ﬁ comparadas con la unidad.
i) I  Los valores de extension unitaria g, son
0 /1dS é,’, pequenos comparados con la unidad.

f /.{ gs = IPg

; u, D ds = |pq| = (1 +€,)-dS

P’ —1PQI° _ (1+e€n)*dS? —dS® _ ((1+e)'~1) -ds? =
Luego P02 = 1c2 = 152 = 4€p T €p

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 10



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Por otro lado, considerando que
dS? = |PQ|? = dX? 4+ dY?;ds?® = |pq|* = (dX + du,)*+(dY + duy)?

pql? — IPQI?  [(dX + duy)®+(dY + duy)?| — [dX? + dY?]

Luego i
|PQ|? dS? H
dX? + 2 dXdu, + dui + dY? + 2 dYdu,, + duj — dX* —dY?
ds? i
<dX du, . dy duy) i duz . du?
dS dS dS dS ) dS? dS?

Igualando ambas expresiones

dX du, deuy> diisduct i

2 2= 2 -
gl <dS ds " ds ds ) [dsz ' dsz[ ds

=)

y

infinitesimos
Recordando que

du, Ou,0X Ou,0Y du, Ouy0X + du,, Y
ds 0X S oY aS’ dS dX 9SS adY d§

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Agrupando y reorganizando

~[dX [0u, 0X i du, dY i dY (Ouy, 0X H du,, 0Y
“‘n=\as\axas " ar as) T as\ax as " oy as

_ Ou, 0X? . Oy . du, \ 0X 0Y ; du,, 0Y?
nT 9x 952 " \ox avr )dses oy as?
- x 0 Uy OUy
Como g—;( = cos(6); % =sin(0); e, = aaix; £y = %; S %(aa_x - aa_y)

€, = &, cos(0)? + 2&4y cos(8) sin(f) + ¢, sin(8)?

Si €, = 0, considerando que cos(8) y sin(6) pueden tomar cualquier valor entre -1y 1,
resulta que la condicion para la cual no existan extensiones unitarias en cualquier direccion
alrededor de un punto es que E = 0, en otras palabras, E contiene toda la informacién de la

deformacioén alrededor de P
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Pequenas deformaciones y rotaciones 3D

Dado un punto P y un punto Q en un entorno infinitesimal de P, dX = QP,
conX = {X, Y,Z} = {Xl,Xz,X3}

Desplazamiento relativo de Q resp. a P

du,1 [Odu, OJOu, Jdu,] [0X]
dS X 8Y¥ -8z aS
du 0w 0X; |du,|_|0u, du, OJu,| |0Y
ds 0X; dS ds X dY 0z as
du., ou, Jdu, Odu,| |0Z
LdS4d LgX 9Y 0Z41 LJSA
—)
u P
F)
du o I nannanuann
De forma compacta T =J,-n=uV-n=n-Vu
Como el gradiente de un vector es un tensor, J,, €s un tensor.
28/10/2022 M.M.C. - lI M.I.E. - UNCu 13




TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Descomposicion aditiva de J,,

Al igual que en el caso 2D
1 1
Ju = E(]u +]uT) +§(]u —]uT) =E+Q

Matriz de deformaciones especificas

OU, 1 /0u, i ou,\ 1 (0u, . du,

0X 2\adY 090X ) 2\0Z 0X

1(0u, Odu, du,, 1({0u, Ou,

E_E<6Y+ax> % E(az+ay
1 /0u, 2 duy\ 1/(0u, I ou, ou,
28z 00X 2\-aZ -9y 0Z

Como uV, Vu son tensores, E es un tensor

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu

Toaiy
E(uV+|7u)
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Descomposicion aditiva de J,,

Matriz de rotacion

o 1(0u, Odu,\ 1[/0u, Ou,\]
2\adY o0X ) 2\0Z o0X
1/0u, Odu, 1(0u, OJu, 1, - 2
Q‘E(ax_ay> ) E(az_ay Sl
1({0u, oOu,\ 1(0u, du, .
2\ 0X 0Z 2\ dY 07

Como uV, Vu son tensores, Q es un tensor

En el analisis 2D vimos que una rotacién de cuerpo rigido w, alrededor del eje Z pasante por P
esta vinculada a un tensor Q 2D cuyas componentes resultan w, = 2,, = —{1,,,

4 . . d AN AN = £
Esta conclusion se extiende a 3D considerando el caso d—‘S’ = J,, - n = Q:nyun vector rotacion
1

w = —M,,i—0,)—0,,K O en forma indicial w; = _Eeijkgjk

El producto matricial Q - n, donde n es un vector unitario, puede escribirse como

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 15



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Descompesicion-aditiva de I,
0 DQyy =Ly Ny [Ty Ty T 2y,
0 = —.Qxly 0 -Qyz ,n = [ny > 0On-= —.Qxynx o .Qyznz
Qd =0y, 0 ng D1, — Ly,ny

ademas J

i j k

W XN= _'-Qyz —.sz —.Qxy =
nx n’V n’Z

(—sznz ot Qxynyﬂi +H

(—.Qxynx = Qyznz)F +

(;.Qyzny + .(sznx)]

<

luego
du
s =Odn=wXn
Recordando la definicion de rotor de un campo vectorial, resulta
1 1
w = EV XU O en forma indicial Wi =~ eyjil s
28/10/2022 M.M.C. - lI M.I.E. - UNCu

NOTA:
Siempre que
se trate de
pequenas
deformaciones
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Extension unitaria

Como

du

— =], n=E-n4+Q-n->E-n=J],-n—Q-n=¢€

dS

Donde € es el vector de deformacion especifica que representa la fraccion del desplazamiento
relativo unitario no originada por unarotacion de cuerpo rigido del elemento inicialmente en P

P

e=E-n

La extension unitaria del segmento PQ es la proyeccion de € en la direccion n.

€= €N
1 Aplicando Pitagoras, el desplazamiento lateral debido al corte resulta
Q len 1 2 2Na
zé €
o n
W
P

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 17



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Tensores de Deformacion Especifica y Rotacion

Ya demostramos que tanto E como Q son tensores por ser suma de tensores (u? y 7u).

L as consecuencias de esto son:

A) Frente a una transformacion de coordenadas entre los sistemas de referencia X, a X,, las

componentes se trasforman como

&s =arale,,  einversamente

e ST

B) Valen todas las deducciones realizadas para las tensiones respecto a deformaciones
especificas principales €, €,, €5; invariantes I, I, I11;; deformaciones especificas
esférica y deviatorica; Circulo de Mohr de deformaciones especificas, etc.

Deformacion especifica normal mediag

Dilatancia o
Deformacion volumétrica

e 1 1 1
§=§(Ex+€y+ez)=§IE=§€ii €="ext ey te,
Tensor de deformacién esférica ° 1
3
Tensor deviador de deformacion especifica E’
! e . e
E =E_§1_)€ij=€ij_§6ij
28/10/2022 M.M.C. - I M.I.LE. - UNCu

E==

= Miden cambio de
volumen

Mide cambio de forma

18




TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Tensores de Deformacion Especifica y Rotacion

La dilatancia representa el cambio de volumen ya que, en un sistema principal de referencia
X, Y, Z; un elemento rectangular de dimensiones iniciales AX, AY, AZ con volumen inicial
Vo = AX - AY - AZ, luego del proceso de deformacion tiene un volumen

Ve=(1+E)AX - (1+E)AY - (L + E)AZ = Vo(L+ (6 + € + &) + (66 + )6, + €,6;) + €,6,€,)

Luego

Ve =V, AV
o W

— €yt €, tE, =€

Deformacion plana y deformaciones superficiales

En un punto de un cuerpo existe un estado de deformacion plana paralelo al plano XY si:

€, =06, =€), =0

Los restantes elementos del tensor de deformaciones especificas son no nulos e independientes
de Z

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 19



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Deformacion plana y deformaciones superficiales

Particularizando el circulo de Mohr para deformaciones especificas, conociendo las
deformaciones especificas no nulas en un sistema XY, €4, €y, €4y; S€ puede evaluar la

deformacion axial en una direccién X rotada un angulo a respecto a X como

1 1
€; = 5 (ex + ey) + 5 (ex — Ey) cos(2a) + €y, sin(2a)
o

Esto es util para determinar el estado de
deformacién en la superficie de un cuerpo
utilizando strain-gauges

NOTAS: Estas medidas de deformacion y movimiento de cuerpo rigido son validas en el contexto
de la hipotesis de pequeinas deformaciones, usualmente se verifica en metales en el rango
elastico, por ejemplo. En otro casos donde no es posible asegurar su cumplimiento, la teoria es
aproximada.

EJERCICIOS PAGINA 135 MALVERN: 1, 2,3,5,6,7,8Y 9

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 20



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Cinematica del continuo; derivadas materiales

Tipos de descripcion del movimiento en el continuo

1 - Material 2 - Referencial 3 - Espacial
* Variables * Variables * Variables
independientes: independientes: independientes:
Particula X y tiempo Posicion ocupada Posicion de la
t por la Particula X en Particula x en el
o x = x(X,t) el estado de tiempo t y el tiempo
referencia, X,y presente t
tiempo t - Analiza una regién
* Si en el estado de del espacio y no un
referencia t=0, cuerpo definido
Lagrangeana o « Muy usada en
Material fluidos, designada
ex = Xx(X,t) como Euleriana
X =X(x,t)

Se utilizan normalmente 2y 3

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu

4 - Relativa

* Variables
independientes:
Posicion actual de la
Particula x y un
instante de tiempo
variable t, en el que
la particula ocupaba
una posicion &.

«& = x:(x,T) con y,
una configuracion en
el instante t

21



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Descripcion Referencial

En la descripcion referencial el movimiento es x = x(X, t), en componentes resulta
Xy = X (X1, X2, X3, 1)

Donde {X;, X5, X3} son las coordenadas materiales y {xy, x5, x5} las coordenadas
espaciales.

El sistema de referencia para X y x puede ser el mismo o puede cambiar con el
tiempo. La designacion x y p son intercambiables, donde p indica la particula cuyo
vector posicion es x. Ademas, pueden existir distintas configuraciones de referencia
para describir el movimiento, por ejemplo x = x,. (X,) Yy X = X, (X, t). Si no se
indica nada, la configuracion de referencia permanece constante.

En esta descripcion generalmente se conoce la historia del movimiento de la
particula (trayectoria), porque x = x(X, t) esta definido. Luego la derivada respecto
al tiempo de la posicion manteniendo X constante resulta

d 0x
v==GX1t) = ax(x, t) = (E) El subindice ()x indica que X = cte. Luego
X

ov 0 92

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 22



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Descripcion Espacial

En la descripcion espacial el movimiento es X = X(x, t), normalmente se analiza una
region fija del espacio en donde se conocen las velocidades (flujo).

BF En esta descripcion generalmente se conoce la
historia de las velocidades de las sucesivas

S i particulas que pasan por un punto v = g(x, t).
Normalmente no se conoce la trayectoria o el punto
— ——| de inicio del movimiento X = X(x,t = 0), por lo que

av _6 e
atx_atgx’ i

9 0 : : : ;
(a—‘t') = ag(x, t) es la tasa local de cambio de v, describe como varia v en el tiempo para
X

un punto fijo en el espacio x, no es lo mismo que la aceleracion a

i
[ =] |s

Flujo permanente (no cambia en el tiempo) (%) =0Vx

X

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 23



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Derivada temporal material en coordenadas espaciales

Dado que las leyes de la mecanica del continuo se expresan en funcion de
aceleraciones a y no de tasas locales de cambio, es necesario evaluar a a partir de
los datos disponibles en la descripcion espacial, v = g(x, t). Si bien no se conoce

v = G(X, t), se asume gue existe una funcion univaluada y suficientemente

diferenciable x = x(X, t). Luego, substituyendo

v=G(X1t)=gx(X1t),t)

Diferenciando respecto al tiempo manteniendo X=cte

i dg(x(X,t),t) i 0g(x, 1) og(x, 1)\ [0x(X,t) _ [ov ov
R e R R

En componentes

v v ov ; d
a,, = (_m) - (—m) + v, —2 0 bien en forma compactaa = =
ot X at X aJCk at

; av
V=i v grad(v)

El operador derivada temporal material

d0) _ 90
FTRT + v grad()

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 24




TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Derivada temporal material en coordenadas espaciales

40 _ 20
dt at

ng}[: g{-{- vegrad f = g'rz"l' V0 f

'=du-—?.! .
== r+Vgl'adll
)
__du, _ Ou,
Un = — 50 + Uk Ok tinm
o dT _oT
T=?T— 5 + vegrad T
AT ym __ 0T im
Tkm-—- dl "—“"é}““+vraerm
28/10/2022

+ v grad() es un operador que puede aplicarse a tensores de cualquier orden

EJEMPLO: la descripcion espacial de la densidad

p=pxt)

L.a tasa de cambio de densidad en la vecindad de
la particula que ocupa la posicion x en el instante

tes:

dp dp

FFits E-I_ v grad(p)
Tasa local de cambio en x: % (=0 en flujo
permanente)

Tasa convectiva de cambio en la vecindad de la

particula: v grad( p) (=0 en flujo unifome)

M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Lineas de flujo y trayectoria de la particula

Linea de flujo: curva cuya tangente en cada punto tiene la direccion del vector velocidad.
Trayectoria de la particula: curva compuesta por las posiciones que ocupa una particula en los
sucesivos instantes de tiempo.

Flujo permanente: La trayectoria de una Flujo impermanente: La trayectoria de una
particula coincide con una de las lineas de particula no coincide con una de las lineas
flujo s invariantes en el tiempo. de flujo s(t).

~— o asge iy S s
/ ¥ :S(tz)

Dada la descripcion espacial de una funcion de punto (supongamos vectorial, pero podria ser
escalar o tensorial) u = u(x, t); si s son las sucesivas posiciones a lo largo de una linea de
flujo s = s(x,t), puede expresarse la funcion como u = u(s, t).

du + u duds

dt 9t T dsdt

. - d - ’ . .
Como la velocidad v = et(d—i), e; es el vector tangente a la linea de flujo, siu =v
dv 0v dv

=—=—+v—
dt ot ds
28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 26
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Tensor tasa de deformacion (estiramiento) y tensor de espin (vorticidad)

Teoria de pequenas deformaciones y Teoria de Deformaciones finitas o
elasticidad: La transicion de P a p es comportamiento material no lineal:
segun u, que no considera las posibles Debe considerarse la transicion de P a
trayectorias entre los dos puntos p segun una Unica trayectoria que

define la evolucion de la deformacion y

de las variables de estado ->
/Fﬂ Movimiento tangente
/ u i
G

>

Y/

dx

x = x(X,t) o bien X = X(x,t) luego
v = v(X,t) = v(x,t) en componentes % S

v; =v; (X1, X5, X3, 1) {materiales} o <:|

v; = v;(xq1, %5, X3,t) {€Spaciales}

P

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 27



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Tensor tasa de deformacion (estiramiento) y tensor de espin (vorticidad)

Movimiento tangente: El observador s6lo puede registrar las velocidades v en funcion de las

coordenadas espaciales x y el tiempo t. No es posible conocer las trayectorias -> solo vale la
descripcion espacial.

Velocidad relativa de g respecto a p: Designada como dv, resulta

dv=vV -dx=L-dx = dx-V,v=dx- LT donde L = v,y LT = F,v. En componentes resulta

v
dVi =k

m

L = L(x,t) y se denomina Gradiente espacial de velocidad (recordar gradiente de deformacion)

Descomposicion aditiva de L

Al igual que en el caso del gradiente de desplazamiento ],
1 1
L=§(L+LT)+E(L—LT) =D+ W
D =%(L + LT): Tensor tasa de deformacion o tensor de estiramiento, Dy, = Dy — Simétrico
W= %(L — LT): Tensor de espin o tensor de vorticidad, Wy, = =W, antisimétrico
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Tensor tasa de deformacion (estiramiento) y tensor de espin (vorticidad)

El significado fisico del tensor W se encuentra al hacer D = 0, en ese caso la velocidad relativa
de g respecto a p es:

dv =W -dx =w X dx,

con el vector de velocidad angular w definido como

W= —Wys iy — Wz i — Wiy iz ( )

Por lo cual

w = V X v 0 encomponentes w; = %eijkvk,j = %eijkajvk

Si el campo de velocidades v es irrotacional, W = 0y L = D, en ese caso la velocidad relativa
de g respecto a p es:

dv =D - dx,

Como D es un tensor de segundo orden simétrico, se puede aplicar los desarrollos vistos para
T respecto a:

 Direcciones principales

 Invariantes

 Circulo de Mohr
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Significado fisico del tensor tasa de deformacion

Adoptando como medida de deformacion en el instante t el cuadrado de la longitud del vector
dx, ds?, con ds? = dx - dx = dx;dx;, su tasa de cambio es

2 (ds?) = i 2 (ds?) = 2dx; - (dux:
= (ds%) = 2 dx = (dx) [A], en componentes - (ds*) = 2dx; = (dx;)

Como x = x(X, t) luego dx = xV dX en consecuencia

,@ . =0 por ser X cte (configuracion inicial)

d d = &=
— (dx) = — (xV)dX + xV :

e intercambiando el orden de diferenciacion

a(dX)—ddt(X)—dv—(dt(x))de_dex z 5
) L i
&~ - i . b
Como V, = grad() es diferente a V = Vx pero \7\¢ X=X(X,t) <
S\N fi
s = vV =0 (forma
S e ; P cuadratica tensor

: : P antisimétrico)
a(dsz) =2dx:—(dx) =2dx-dv=2dx-L-dx=2dx-D-dx+
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Significado fisico del tensor tasa de deformacion

Finalmente: %(dsz) =2dx-D-dx

Comparacién entre Dy E

Dado u = u(X,t) o en componentes u; = u;(X;, X,, X3,t), el tensor de deformacion

especifica en pequenas deformaciones resulta

= va 7 10w 6uj 1
E ="(uV + Vu ) o en componentes &;; = - (a—X] ¥ a_xl-) == (g + 1)

Luego E =< (E) = 5= (ul + Vu ) = (S )V + V- () =5 (v + Fv )

Por otra parte D = %(v@ + Vv ), luego six » X = D — E (peq. def.)

Incrementos naturales de deformacion especifica

Del ensayo de traccion uniaxial, se define la deformacidn especifica convencional como

L—L AL dL 2 .

= 2 luego Ae = — Yy de=—, con lo que si se va a obtener el valor total por medio de
0 0 0

. il 1L

integracion e = ZILO dL

e=
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Incrementos naturales de deformacion especifica

El diferencial de deformacion especifica natural se define como

de' =28
L
Luego
L dL L
= lnL—, ycomo L = (1+e)lyresultae =In(l+e)
0
El diferencial de esta medida de deformacién especifica puede generalizarse a 3D como
dEij = Dl] - dt
luego

t

t
dEij =fDij ~dt
t

to 0
Esta medida de deformacion se utiliza en viscoelasticidad y viscoplasticidad

EJERCICIOS
Pagina 152: 1, 2,3,4,5,6y7
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Deformacion y deformacion especifica finitas, formulacion Euleriana y Lagrangeana

Descripcion Material o Lagrangeana Descripcion Espacial o Euleriana
x=x(X, 00 % =x(X1) X =X(x10X =X/(x,t)

Tensores gradiente de deformacion
F=xV FT =Px
dx =F-dX=dX F'
dx; = Fjj - dX; = dX; - F

Tensores gradiente espacial de deformacion
Fl=XV, F1 =uX
dX=F1.dx=dx-F1'

dX =Fpldg =dX; -y,

Informacion
completa del
movimiento

Tensor de deformacion especifica E Tensor de deformacién especifica E*
(ds)? — (dS)? = 2dX-E-dX (ds)? — (dS)? = 2dx - E* - dx
(ds)? = (dS)* = 2dX; - By + dX; (ds)}=—(dS)* = 2dw; - B~ dx;

j
|

Tensor de deformacion de Green C Tensor de deformacion de Cauchy Bloc
(ds)?2 =dX-C-dX (dS)? =dx:-B~!-dx
(ds)? = dX; - Cy; - dX; (dS)? = dx; - B - dx;

0 para
movimientos de
cuerpo rigido
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Deformacion y deformacion especifica finitas, formulacion Euleriana y Lagrangeana

si‘
x (X’ t) Ecuaciones de

X equilibrio o
Euleriana movimiento

X

Lagrangiana

9
% zx@’
D3 £

—

Relaciones entre medidas de deformacion
(ds)? = dx - dx = dX-FT-F-dX=dX-C-dX—>|C=FT-F|

(dS)2 = dX - dX = dx-F 1T .F!.dx=dx B! -dx=>[B1=F1 . p?

(ds)? = (dS)? =dx-dx—dX-dX=dX-(FI-F —1)-dX=2dX-E-dX >
1
E=E(C—1)-
(ds)z—(dS)z=dx-dx—dX-dX=dz-(l—E‘lT-F‘l)-dx=2dx-E*-dx—>
1
. == -1
E 2(1 B
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Consecuencias de las relaciones entre medidas de deformacion

D
2)
3)
4)
5)
6)

F, FT,F° 1, F-1' son tensores por ser gradientes de un campo vectorial

C=FT-F,B 1= F-1' . F~1 son tensores simétricos (producto de un tensor por su transp.)
E = %(C —1),E" = %(1 — B 1) son tensores simétricos

Las direcciones principales de C y E coinciden, asi como las de B! y E*

En general las direcciones principales de C y B~! no coinciden

Como (dS)2 > 0VvdX =0y (ds)> >0vdx # 0, Cy B! son positivos definidos y todos sus
valores propios son positivos

Comparacion entre los tensores de deformacion especifica para deformaciones

finitas y pequenas deformaciones

Considerando un unico sistema de referencia &x por lo gue no se distingue entre subindices | e

i, como x; = X; +uy;, luego F;; =

axi i a(Xi+ui)

ou;
= 6;j + 55 con lo cual C;; = Fir - Fig = Fyi - Fy;

an an j
= %) Jui ) Oui y Ot O Qe
e ou; auvj duy ouy 1
Cij = 6;; + o%, + 3%, + 9%, 0%, y como E = 5 (C=1) resulta

£ 1 5 +6ui+6uj+6uk6uk 1 aui+auj+aukauk
Yo2\Y Tex; T ax, ax;ax;  Y) 2\ax; T aX, ' aX; 9X;

28/10/2022 M.M.C. - Il M.I.LE. - UNCu 35



TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Comparacion entre los tensores de deformacion especifica para deformaciones
finitas y pequenas deformaciones

. ou; du; duy
Si— KTt = 0Y-E = Eyssuenas deformarionss
0X; 0X) 0X; ped

Para la descripcion espacial X; = x; —u; y
e 1f0u; Ou;j Ouy Ouy
Yo 2 ax] axi 6xl- aX]

Comparacion entre la tasa de deformaciones especificas y la tasa de deformacion
d
(- EyD)
Recordando que (ds)? — (dS)? = 2dX-E-dX y que dX = cte, dS = cte
d d d
TP 2 2 Yimm 2) — §aud ;
A ((ds)? — (dS)?) o ((ds)?) = 2dX 5T (E) - dX
Por otra parte, se vio que

d
E(ds)z=2dx-D-dx=dX-FT-D-F-dX

Luego

d 1d
Ll — e TR
It (E) YT (C)=F -D-F
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Tasa de cambio del tensor gradiente de deformacién F

.ood d .
F = E(F) == E(XR,K) =Xkk = Vkk = VkmXmk = L-F

Luego
L=F-F1

Tasa de deformacion especifica Euleriana E*

Recordando que (ds)? — (dS)? = 2 dx - E - dx, que dS = cte y que %(dx) =L.-dx=dx-LT
d d d
a((ds)2 — (dS)?) = E((ds)z) =2 (dx- E"-dx) =
d : d
2<E(dx)- E*-dx +dx-E"-dx+dx-E -E(dx)> =

2dx- (LT E* +E*+E* L) -dx
Por otra parte, se vio que

4 (ds)? =2dx-D-d
- (ds)* = 2 dx X

Luego
D=LT - E*+E*+E"-L9E'=D— (L' E*+E*-L)
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Medidas geomeétricas de deformacion especifica: Estiramiento, Extension unitaria y
variacion anqular

q
Estiramiento:

ds s . RN : g
S Ay = A@) Solo son iguales si n es la direccion Q
gue inicialmente era N

dx = dsm

_dx dx _ dXI ﬂ x=x(X,1)
(N) -C: d N C: N o bien A(N) CI] N
SiN | x1 ~ N = (1,00} luego

A(1)=611=1+2E11 'P p
Como AZy 2 0> Cyy 2 0,E; = —=

@
Dividiendo (ds)? = dX - C - dX por (dS)? %\ —
\
%

=)

Dividiendo(dS 2 =dx-B!-dxpor (ds)?

T R SRREN 1 1 dogisiigoiii dXy
7 ds ‘B —=n-B" noblen/lgn)—ds B~y =2

Sin |l x; = n=1{1,0,0} luego
——=B"Y1=1-2E}
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Medidas geomeétricas de deformacion especifica: Estiramiento, Extension unitaria y
variacion anqular

Extension unitaria E g, ¥ Ey:
ds=dS ds ds= dSZE_1 A(ﬁ)—l

=% = 1500~ 1YV Em =

Ewy Y Egm solo soniguales sifi es la dlrecmon que |n|C|aImente era N
SiN || X; = N=1{1,0,0} luego
E(l) =A(1)_1=1/C11_1=w/1+2E11_1
Sumando 1 a cada miembro y elevando al cuadrado
(Eq + 1)2 =1+2E;; > Ejy =Eqy+ %Eé), Para pequefias deformaciones Ef;y — 0

Variacion angular;

Recordar que ¢;; = VU Vi # j. En la descr. material Q
(RoA)-f 0 dx; dx, 2
cos(n;,N,) =Ny N, = - {
zeRiz hixke |dx;| |dx,] A
T 45
(dX; - FT) - (F - dX,) =
T dX, - C - dX, |dX,| |dX,] s b
JdX; - € dX . /dX, - € dX, [dXq] [dX;] N, p
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Medidas geomeétricas de deformacion especifica: Estiramiento, Extension unitaria y
variacion anqular

Como N; = dX,/|dX,], N, = dX, /|dX,|
1'C‘N2 _Nl'C.NZ

JN; € NN, €N, AwpAmy

cos(ny, n,) =

En la descr. Material se conoce cos( Ny, N,) directamente, por lo que se puede calcular la
variacion angular como 8, = cos *(cos(fiy, fi,)) — cos (cos( Ny, N,))

Descripcion espacial:
se conoce cos( ny, n,) directamente y se evalua
ﬁl * B_1 1 ﬁz
\/ﬁl : B_1 : ﬁl\/ﬁz 'B_l ‘ﬁz

SiN; I X; »N; ={1,00}y N, Il X, » N, ={0,1,0} luego cos(N;,N,) =0y
C12 i C12 e 2E417 A]
AyAy  JCi1Caz  J(142E11)(142E53)
De manera similar si n; |l x; = n; ={1,0,0} y n, |l x, = 0, = {0,1,0} luego cos(n;,n,) =0y
BT 2E;
cos(Bis )y = —drvdrn B = e 22 12 B
(612) wA@ b1z boisn O ZEDO 28 [B]

COS(Nl, Nz) = = A(ﬁl)l(ﬁz)ﬁl . B_1 > ﬁz

cos(8,) =
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA
Medidas geomeétricas de deformacion especifica: Estiramiento, Extension unitaria y

variacion anqular

NOTAS:
Las ecuaciones [A] y [B] muestran que en deformaciones finitas la distorsion depende de
las componentes diagonales de los tensores de deformacion especifica.

La ecuacion [A] muestra que si Ny, N, coinciden con direcciones principales de C y E (luego
Ci5 = E;, = 0), cos(64,) = 0 por lo cual n; L n, y no existe distorsion.

La ecuacion [B] muestra que si fi;, i, coinciden con direcciones principales de B~1 y E*
(luego By} = Ej, = 0), cos(8;,) = 0 por lo cual N; L N, y no existe distorsion.
CONCLUSIONES:

1)
2)

3)

A

28/10/2022

1)

2)

3)

Las direcciones principales de Cy E en X,

{N;,N,, N;} se transforman por medio del proceso
de deformacion en las direcciones {n;, n,, Nz} en
X, mutuamente perpendiculares, por lo que no
existe distorsiony son direcciones principales de
B lyE*

Las direcciones principales de B~1y E* en x,
{n;,n,, n;}, al inicio del proceso de deformacion
corresponden a las direcciones {N;,N,,N;} en X,
mutuamente perpendiculares, por lo cual no existe
distorsion'y son direcciones principales de Cy E
Enlos procesos anteriores solo ocurre traslacion y
rotacion de los ejes
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

i av
Relacion de volumen v
0

Descripcion material: Un elemento rectangular en X con sus lados orientados segun las
direcciones principales de Cy E, {N;,N,, N5}, con volumen inicial dV, modifica su volumen a dV
en x, luego

av

Descripcion espacial: Un elemento rectangular en x con sus lados orientados segun las
direcciones principales de B~1 y E*,{fi;, ii,, fi;}, con volumen actual dV , inicialmente ocupaba

un volumen dV, en X, luego
dv 1 1 1

ar. = fotode) = \/

B:1B;1B;1 Vg-s J (1—2E)(1 — 2E5) (1 — 2E3)

NOTA:
La relacion de volumen es la reciproca de
la relacion de densidad

dvV  po

v p
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

i av
Relacion de volumen =
0

Puede calcularse dV como una integral en la configuracion deformada, que por otra parte
puede evaluarse en la indeformada como:

av = j F(x) daydoydrs = j F) Xy dXodXs = ] f FX(X)) dXdXpdXs = |J]dVe

En estos casos f(x) = 1. Luego, el determinante del Jacobiano J resulta

Po- AV
Po_ 2L L] = det(F
T J = det(F)

Se puede demostrar que un determinante de tercer orden puede expandirse como
erst det(@mn) = €k airajs Ayt
Aplicado a la expresion anterior

o ﬁ:e ]_1 — aXI anaXK
rst Do rst 1K axr axs axt
Do 0x, 0xs 0x;
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Tensores de Rotacion y Estiramiento

El tensor gradiente de desplazamiento F no admite una descomposicion aditiva en una
componente que provoque deformacién y otra que origine movimientos de cuerpo rigido.
Sin embargo, para las direcciones principalesde CyEenX;yde B! y E* en x.

Conceptos a recordar
Inversa de un Tensor de segundo orden:
T-T1=1

Valores y vectores propios de la Inversa de un Tensor de segundo orden: Los valores
principales de la inversa son la reciproca de los valores principales del tensor, las direcciones
principales coinciden
Potencias de un tensor de segundo orden:

TR =T0 1. T=T.TM L. T =1
Valores y vectores propios de la potencia de un Tensor de segundo orden: Los valores
principales del tensor afectado por la potencia son iguales a los valores principales del tensor
elevados a la misma potencia, las direcciones principales coinciden
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Tensor de Rotacion R

R rota las direcciones principales de C y E en X; {N;, N, N5} designadas como N, hacia las
direcciones principales de B~ y E* en x, {fi;, fi,, i} designadas como f,, luego
n, = R-N, 0 en componentes n,. = Ry, - Ny
Multiplicando por Ng;

Najnai =Rim NamNaj — Rimamj = Ryj
R! realiza la rotacion inversa, es decir
N DL —p=1
N, = R™" -, 0 en componentes N, = R * g,
De forma similar, multiplicando por Ne,

—op=1- op=lg o p=1

Luego R, = Rji =ny Ny, >R7'=RTyR-R" =1

N\
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Teorema de descomposicion polar

Un vector dX, = dS(a)N(a) en una de las direcciones principales de Cy E en X se transforma en
un segmento dx, = dsfi,)€n la direccion principal correspondiente de B !y E*enx, luego

2 B dsggy = d
(N(a))—ds(za)—%)—) S = |C@9S@)

an = ’C(a)dS(a) /ﬁ(a)

Como dx = F - dX, recordando que n¢,y = R N(a) y multiplicando ambos miembros por N(ﬁ)

F-dX@) Negy = F - dS@)N¢ey - Negy = C@yd5(@) Ma) * Nepy = v C(@ydS@R - Ny * Negy
Como N,y - Nigy = 1 y dividiendo por dS,

dS(a) i
Fsol=F=R ,/C()ds()N() N =R /Cyl=R-U

Entonces

X=X(X,1)
ﬂ@

Q
Luego
F=R-UconU=/Cly >
&
dx =R U-dX 5 —
N sover
e ™ 3
\

AR
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Condiciones de Compatibilidad: Determinacion de los desplazamientos a partir de
las deformaciones especificas

En el problema mecanico en pequefias deformaciones, tenemos las siguientes magnitudes:
1) Dominio de analisis: X € (),t € {£y, tr} (Dato)
2) Campo de desplazamientos u = u(X, t) — 3 Incognitas
3) Campo de deformaciones especificas E = E(X, t) — 6 Incognitas
4) Campo de tensiones T = T(X,t) — 6 Incognitas
Junto con las siguientes relaciones entre ellas:

a) Relacion deformacion especifica - desplazamiento: E = %(uﬁ + l7u) = E;; = %(% +
J
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Condiciones de Compatibilidad: Determinacion de los desplazamientos a partir de
las deformaciones especificas

El segundo planteo tiene la ventaja del menor nimero de ecuaciones, pero para poder
determinarlo es necesario introducir las condiciones de compatibilidad

AT

u

Campo de deformaciones
especificas compatible

I Campo de
|B i /7 4 desplazamientos continuo
f

N
/
Fu
1_’f
(@) Campo de deformaciones
especificas incompatible
Campo de
desplazamientos
N 5 ;
iscontinuo
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Condiciones de Compatibilidad: Determinacion de los desplazamientos a partir de
las deformaciones especificas

Relacion deformacion especifica desplazamiento: 6 ecuaciones

Oy ou ou,
(A.l) €xx = L, (A.2) Eyy = G_Yy’ (A.3) €2, = aiz

(B1) €y = 1(22+22), (B.2) £, = 2 (32 +2%), (B3) £, = 3 (22 + 22)

Suponemaos que existe u y que es univaluado, continuo hasta sus derivadas de tercer orden.
3uy 03uy
X aY (ax 2%y ¥ axzay)'
03Uy

. 0%€yy . 0%€yy d3uy,
Por otra parte, derivando (A.1) y (A.2) y sumando Sy e (ax et axzay) luego

Tomando (B.1) y haC|endo

02€ .y - 0%€yy = 0%€yy e iR dHEcs i 0%eyy ; 0%€yy s
02y 02X oxay ¥ 7 g2y | 2% 0X aY
Procediendo de manera similar con (B.2), (A.2), (A.3) y (B.3), (A.3), (A.1)
0%e,, i d%¢,, - 0%€,, e 0%€,y H d%¢,, o, 0%e,, i
027~ 9% 0y 0z oo 0°Z — 9% 0Y 0z
0%€,,  0%€xy 0°€,y Sl R %€,y
a2x " o7z “azox "2 T T aax Tz T faz0x
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Condiciones de Compatibilidad: Determinacion de los desplazamientos a partir de
las deformaciones especificas

Diferenciando (B.1) respectoa Xy Z,y (B.3) respecto de X e Y
0%€,, - 0?2 1 o, n du,, =1 03w, s 03u,
0X0Z 90X 0dZ\2\dY 90X 2\0X oY 0Z 0X?%0Z

0%€, 0% [1(0u, +aux 1 0y, . d3u,
axoy oxov\2\ox a9z )] 2\o2xody 0XxoYoz
S.M.A.M., reorganizando y recordando (A.1) y (B.3)

; 0%€yy . d%e,, H % [Ou, i 0% (du, . 0uz\ _ : 026, . Zazeyz
0X 0Z ~0XoY dY 0Z \ 0X 0X2%2\ 0Z oY aY oz 0X?

Simplificando y reagrupando
0%€yy 0 [0€yy, 06y, 06y 0%€xy 0 (0€yxy 06, 06
amz‘ax( oz ox Tar ) BT = ovortax\az ax tar )70
Procediendo de manera similar con (B.1) y (B.2) (Uy); (B.2) y (B.3) (Uz)

D,y <aexy - Oeyz 6ezx> s, 0%€yy, 0 <aexy i ey, 56zx>

= B TRRERR
0Z0X ~dY\ 0Z X ay % dZ 0X T oY \ 0z 0X aY
d2e.: :: 0 ( Ocyy it 0€y, i FE d%e.. i 0 [ Ocyy T O€y; . 0€,5 oy
oxaoy o7z dZ X aYy 0Z 0X aY

)ﬁle:UZ:_aan 9z
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Demostracion que las ecuaciones de compatibilidad no son independientes

Diferenciando R,, U, y U, respecto a X, Z e Y respectivamente

R, _ 03¢,y . d3€,, i 0°ey,

0X  0X02%Z 0X0°%Y ax oY 9z

o, d3¢,, H 0% i 8¢, i -

ayY 0X 0%Y 0Y0%Z 0XoYoZ 02YdZ
U, 0%,y Y 0%,y i 0%¢,z 262

07— 0720X 9Y92Z 0X0YoZ 092YaZ

S.M.A.M y simplificando

oR, 09U, U,
0X k oY T oz 0

De forma similar
dRr, 09U, 04U, Formulas de Bianchi
+ + =0
ay 0X 0Z

dR, 0dU, U,
A i Y T oz 0
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Eiemplo de aplicacion

Viga simplemente apoyada en flexion pura

YA

Suponemos un campo de deformaciones especificas

A ¥ ou Y ou, Y
R R e G  e

1(0uy ~ OuyY 1(0u ouz\ - 1 fOuy o Qug\ -
B.1) exy =3 (5 +52) = 0. B2 6, =3 (52 +57) = 0.BI) e =5 (52 +52) = 0

1) La ecuacion (A.1) puede integrarse directamente como

ou, Y XY
Uy = a—XdX=jEdX=?+F(Y,Z) (a)
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Ejemplo de aplicacion
2) Substituyendo en (B.1) y (B.3)

1(0 XY 0%\ o 0w X OF(Z)
— | = o = —_— e T e — — -

X X R Y
X O0F(,2) X2 9F(Y,2) (b)
uy=—f<ﬁ+ oo )dXz—R—X 5 T6(.2)
1(£(£+F(Y Z))+0uz> _ O_)auz _ o OFZ)
2\0Z" R ’ X X FYA
i —j (aF(Y, Z)> pEns OF(Y,Z) e (¢
7 0Z 07 !

3) Substituyendo por (b) y (c) en (A.2) y (A.3)

ou, 8 [ Xx* JOEEEE oy XaZF(Y,Z)+aG(Y,Z)_ Yo
oY oY\ R oY ¥,2) ) = oY 2 By 'R

du, _ 9 ( OF(Z) o\ XaZF(Y,Z)+aH(Y,Z)_ ¥
07  0Z 07z ¥.2) | = 027 g7 R
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TEMA 4 — DEFORMACION Y DEFORMACION ESPECIFICA

Ejemplo de aplicacion
6) Reemplazando en (b) y (c) por (1) y ()
X2 OF(Y,7Z)  Y?

= ——— — Y — k
Uy B X 5y v2R+g(Z) (k)
0F(Y,Z) YZ
g b i 1
U, X 57 v B + h(Y) )

7) Reemplazando (k) y (I) en (B.2) se obtiene

1(du, OJu,
z(&* ay)—"—

o ( %Y orQ.z) Y2+ N Af o) vz NN
Sz AR v Yap T9@ |ty oz VR T )= ()
R Z) dglZ)y  0RYD)YE dh(Y)
X—avez T Taz X avez Vet ay 79X

8) Como la igualdad (m) debe cumplirse VX, y como F(Y,Z) no es funcién de X, debe cumplirse
que

9%°F(Y,2)
S ———— n
Yoz i £
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