TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Deformaciones
especificas

Independientes del
material que constituye
el continuo

Se establecen materiales ideales
gue se aproximan al
comportamiento observado en
materiales reales en algun rango
de:
\ | » Estado (Solido, liquido o gaseoso)
\ / « Temperatura
S o - _ - » Deformacion .
e _—_———— » Tasa de deformacion

* Etc.

Ecuaciones
Constitutivas

Principios
Generales
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

f Enfoque clasico:
» Desarrolladas para un problema especifico
« Simplificacion extrema
« Ejemplos
« Solido elastico ideal (Hooke)
Estrategias de Fluido viscoso (Newtoniano)
desarrollo de
ecuaciones < Enfoque actual:
constitutivas « Desarrollo general
« Minimas hipotesis simplificativas
» Particularizacion al final del proceso, con la
menor cantidad de restricciones posibles
 Ejemplos
» Hiperelasticidad
« Elastoplasticidad
\
Solido elastico ideal
Tension uniaxial: T, =E -€¢;->p=—K-e
Corte Puro: T=Gy->T,;=2G ¢

Estado triaxial de tensiones: T;j = ¢jjx; - € > T=C- E
Tensor 4% orden c;jx; — 81 componentes
Simetria de T,E — C simétrico - 6+5+4+ 3+ 2+ 1 = 36 componentes
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Solido elastico ideal

Isotropia : Un tensor es isotropo si sus componentes no cambian ante cualquier
transformacion ortogonal del sistema de referencia.
Tensores isotropos:

» Escalares (Tensor de orden 0): Todos son isétropos

* Vectores (Tensor de orden 1): Sélo el vector nulo 0 es isétropo

« Tensor de segundo orden: a - §;; son isotropos (incluye 0)

« Tensor de tercer orden: a - e;j Son isétropos (incluye 0)

« Tensor de cuarto orden: Cijrs = A 8ij Ops + 11+ (87 8js + 8is 8jr) + V(84 8js — 8is 6jr)

Como TU = Tl] - CijTS = CjiT‘S; €Eprs = €Egpr Cijrs = CijST; |uegO V(5ir 615 - 61'5 6]7') =0-v= O, entonces
Cijrs = A- 5ij Ors + 1 - (5ir 5js + bis 6‘jr)

Fluido ideal Newtoniano: No soportan tensiones de corte

Tension uniaxial: ~ fluido incompresible, luego T;; =0:-€; =0->p =0
Corte Puro: T=udv/dy - T); = 2 u Dy

y

| 4 T
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Dependencia en la temperatura

En general
Tensor de Tension =f(Tensor de deformacion)

Pudiendo utilizarse cualquiera de las medidas de tension y deformacion vistas, siempre que
la formulacion constitutiva tome en cuenta los movimientos de cuerpo rigido si la medida de
deformacién adoptada no lo hace (F, F~1, por ejemplo).

Las constantes propias del material que intervienen en la funcion f(Tensor de deformacion)
En general dependen de la temperatura y otras variables de estado

f = f(Tensor de deformacion,®,v) donde v representa un conjunto de variables de estado

Disipacion térmica del proceso mecanico significativa ->
Proceso termomecéanico acoplado:

* Modelos y determinacion de parametros complejos

» La energia disipada por el proceso mecanico cambia el valor

Acoplamiento , "
de los parametros constitutivos

térmico
Disipacion térmica del proceso mecéanico no significativa ->

Proceso termomecéanico desacoplado:
* Modelo y determinacion de parametros mas sencillos
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Elasticidad clasica, ley de Hooke generalizada

Relacion biunivoca entre Ty E (T y E representan un estado
tensional y un estado de deformacion, utilizando cualquiera de
las medidas vistas para estas magnitudes) a 0 cte.

Como es una relacion biunivoca e independiente del tiempo, no
incluye los efectos temporales como

» Relajacion de tensiones a deformacion especifica constante
« Deformacion diferida a tension constante

Material
elastico ideal

Los parametros materiales no dependen de 6, pero deben
considerarse la aparicion de tensiones de origen térmico si las
condiciones de borde son tales que impiden la libre dilatacion

del continuo.
Cijrs @‘

Ley de Hooke Generalizada

2do Tensor Tensiones de P-K

CI]RS S| x - X
Tensor de deformaciones especificas en

pequefas deformaciones
Tensor de deformaciones especificas Lagrangeano

Tensor de Tensiones de Cauchy
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Ley de Hooke Generalizada

Considerando la simetria de T;; y E,, junto con el comportamiento material isétropo

Tij = Cijrs - E.s = (’1 . 6ij Ops + 1 (5ir 6]5 + 515 )) rs = A - 51] E+u- (El] + El])
Luego
[Tij =A-0ij Erp +2-pu- Ey (A)}*

Y la traza de T;;

T=T(E)

Ty
B3-A+2-u
En (A), cambiando el subindice i por k, resulta E=E(T)

T"" +2-pu-Eyj>E A% Tk +5— g,
. . PPt . . .
ij (3 1+ ) U ij ij = 2 i (3 /1+2 'u) kk U ij

Constantes elasticas
A, u: Constantes elasticas de Lame u=0G= E
« E,G,v: Modulos de Young, Corte y Poisson 2-(1 +v)
* Relaciones entre constantes v E

A d Ty a—
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Ley de Hooke Generalizada

Reemplazando Ay u en el factor escalar del primer término de la relacion E = E(T)

A v.E
2.u-(3-1 +2- - E 3vE E
o W ) A-2 27 ry@ - a=m 22 a 7
AV . \Y . Vv _X
¢ 2\;)(1 - )((1 IR (1—2\;)(1 +V)E(:1_2V)(3v+(1—2v)) (1%\})(1 +v) E

Junto con u en la relacion E = E(T)

+
{Eij 5 j Thee + a+v) T'l

E”J

E=E(T)

Equivale a

& = };[«r ~ W0, + )] V=T
1

€y = F [0'1 - V(U, + 0'3)] Y2z = ‘6“71:: s

€ = 'lf [os — o, + 0y)] Y2y = "(17'781 J
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Ley de Hooke Generalizada

Recordando que los deviadores de tension y deformacion especifica son

/ 1
Tij :Tl] Tkk5l]1 =Eij_§Ekk6ij

1 1
3 Tkk5l] A- 5ij Err +2- - Eij 5 (A 555 Err +2- U Ess) 51]

1
_/1 5LJETT+2 u- EU——(A 3+2- ‘U) ETT'6"

Tij =Ty —

1 I/
5 0ij Err) =2 p- Ej;

, 2
Tij:A-5ijErr+2’.U’Eij_/l'6ijErr—§M6ijErT:2.‘u.<Eij_3

De forma similar, a partir de la presion hidrostatica y la deformacion volumétrica

1
P = 3Tk € = Ex

1 1 2
p=_§Tkk=_§'(/1'555Err+2'.u'Ess)=_<)l+§'”>' E.,=>p=—-K-e

VE 2 E )_3vE+(1—2v)E_ (1+v) E . E
(1+Vv)-(1-2v)  32:1+v)/  3(1+v)-(1-2v)  3(14v)-(1-2v) 3 (1-2Vv)

COnK=(,1+§-G)=(
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Forma matricial de la ley de Hooke generalizada

6 variables
T,y Ty, T
_ e B independientes
T = le T22 T23 - -
Tz Tys Tag Se transforman
13 3 como vector
6 variables
Eiy Ei» E
_ o Ciz 13 independientes
E= b Bz Lo Se transforman
E13 Epz  Esg

como vector

- E =

En formas compacta, matricial e indicial

T=C-E, T = CE,

18/11/2022

T = Cmn En

111 €11 €12 C13
T, C21 C2 €23
T3 |31 €32 C33
Ty| €1 Caz Ca3
Ts Cs1 Cs2 Cs3
[Tel LC61 Co2 Co3

36 coeficientes ¢y,
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C34
Caa
C54
Cos

C1s

(35
Ca5
Css5
Ce5

C167

C36|

Ci6
Cs6

Ce6-




TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Potencial elastico o funcion de densidad de energia de deformacion especifica - Hiperelasticidad

Funcion potencial elastico W = W(E) con E una de las medidas de deformacion o deformacion
especifica

Un material es hiperelastico (o elastico de Green) si
_ OW(E)
~ 0E

Para el caso de deformacion isotérmica, con la energia libre de Helmoltz simetrizada

- oY
TI]_p()(aEI]) szozrb

Para el caso de procesos adiabaticos isentropicos

3L,
En general
. ow(E),)
U 9Ey,
0 para pequefias deformaciones
r. = WE)
Y 0E;;

Si W no se ha simetrizado en E, se puede utilizar la forma alternativa T;; = (6E + ;TW)
ij Jji
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Potencial elastico o funcion de densidad de energia de deformacion especifica - Hiperelasticidad

Se adopta una funcion de potencial elastico
W =cy+cqgEq+ %c’rSETES
Como E,Es = EE,, agrupando esos términos y definiendo ¢, = %(Ers + Cyp)
Co+ C1E1 + cEy + c3E3 + c4Ef + c5Eg + cgEg +

1
=C11Ef + €12E Ey + ¢13E E3 + ¢4E1Ey + ¢5E1Es + c16E1Eg +

2
%CZZEZZ + Cy3E2E5 + CpuE2Ey + CosEoEs + CogEoEg +
W = %cggE?% + c34E3E, + c35E3Es + c36E3Eg +
%cMEf + Ca4sELEs + cagEsEg +
%655E52 + csgEEg +
%C66EE%

ComoW(E=0)=0-¢,=0
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Potencial elastico o funcion de densidad de energia de deformacion especifica - Hiperelasticidad

aW(E) =1Vs=q,=0Vs #q

Como T(E) =

y T(0) = 0, luego

ow J0E, aEq aEq
Tq(E) = ﬁ = Cs = aE + Cqs Sa_Eq = Cq + CquSE
Como T(0) =0 - ¢, =0, luego
Tq(E) = CqsEsOT=C- E

En forma matricial, resultan 21 coeficientes independientes

-El_ _Tll_ _Tl_ [ Ell ] _El

Ez Tzz TZ EZZ EZ

E3 T33 T3 E33 E3
= = E — =

E, donde T Tys T, 2 E,s E,

E5 T31 T5 2 E31 E5

E6- T12 —T6- |2 E12— E6
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Simetria elastica

En la expresion del potencial elastico, los valores de c,., dependen de la orientacion relativa del
material respecto al sistema de referencia

W = csEEq = C‘II‘SETI‘E;

X X

Si ¢, = cte V X se trata de un material isotropo

Si c,s # cte V X se trata de un material anisotropo

Un grupo de simetria material o grupo de isotropia es un grupo de transformaciones de
coordenadas materiales que mantienen invariante las ecuaciones constitutivas (sus
coeficientes).

Un material isotropo tiene al menos un estado de referencia (estado inalterado) para el cual su

grupo de simetria material contiene todas las posibles transformaciones de coordenadas
ortogonales (incluyendo reflexiones e inversion central).
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Simetria elastica — plano de simetria elastica

Si ¢, = ¢y, X1X, €S un plano de simetria elastica
En general el plano de simetria elastica no
coincide con planos de simetria geometrica, del
campo de tensiones o del campo de
deformaciones.

Considerando las reglas de signos, en los sistemas X'y X de la figura:
T,3; = —T,3, T3; = —T3, en los restantes casos TU T;;

E;3 = —E,3, E3; = —E3; en los restantes casos E;; = EU

Luego, considerando que ¢, = ¢,¢, Se puede calcular para el sistema X
T) = c11E1 + c12E1 + c13E3 + c14E4 + ¢15E5 + c14E
O bien
T11 = c11E11 + c12E2p + ¢13E33 + 2 €14E53 + 2 ¢15E31 + 2 ¢16E12

Como Ty; = Ty Y E;j = E;j excepto para los casos mencionados

Ti1 = €11E11 + €12E20 + €13E33 — 2 c14E23 — 2 ¢y5E31 + 2 c16E1
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Simetria elastica — plano de simetria elastica

Por otra parte, en el sistema X :
T11 = c11E11 + c12E55 + C13E33 + 2 ¢14E3 + 2 ¢45E31 + 2 ¢6E12
Restando miembro a miembro ambas expresiones de T;; y simplificando
0 =—4c14E3 —4¢15E31V Ez3,E31 2 c14 =¢15 =0

Considerando los casos de T,, y T3 resulta ¢,y = ¢35 = €34 = €35 = 0
Luego:

< Ci Ci13 U U Cig Notar que T;; = 2 ¢y E1, (deformacion de corte
origina tensiones normales)

13 coeficientes ¢y
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Ortotropia

Si ademas de X;X,, consideramos que los planos X,X; y X3X; también son planos de
simetria elastica, procediendo de la misma manera:

C16 = C26 = €36 = C46 = Cop = Ca5 = 0
Luego:

N

Notar que si se escoge el sistema de referencia
X de forma tal que coincida con los planos de
simetria elastica, las direcciones principales de
T y E coinciden

9 coeficientes cyp
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

|sotropia

Si consideramos que en el punto P ademas de las transformaciones anteriores ocurre una
rotacion de 90 grados alrededor de X5 de forma que X;X,, los planos X,X; y X3X; son
planos de simetria elastica, resulta

Si esta transformacion forma parte del grupo de
simetria material, luego c,s = ¢, Yy existen las
siguientes igualdades

7_111 = T, Tzz = T4, 7_133 =T33

E11 = E5,, Ezz = Eqq, E33 = E33
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

|sotropia

Luego, considerando que c,; = ¢,5, Se puede calcular para el sistema X
T3z = c12E11 + Cc22E75 + c23E33

Substituyendo por las igualdades anteriores
T11 = c12E23 + c22E11 + C23E33

Por otra parte, en el sistema X
T11 = c11E11 + ¢12E5; + ¢13E33

Restando miembro a miembro

0 = (€22 — c11)E11+ (€12 — €12) Ezp+(c23 — €13)E33VE11, Ezp, E33

Luego czz = €11, €23 = €13

Operando con las restantes tensiones
C22 = €11 = (33, C23 = €13 = €12 = 4, C44 = C55 = Cep = U

Considerando rotaciones a 45 grados (hacer como ejercicio)

Cp = C11 = C33 = A+ 2
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

|sotropia
Luego A+ 2u C12 A 0 0 O]
A A+ 2u A 0 0 O
A A A+2u 0 0 O
0 0 0 u 0 0
0 0 0 0O u O
.0 0 0 0 0 pul

Termoelasticidad lineal

En la expresion de W = ¢, E,; + ¢,sEEg determinamos que c, porque T(0) = 0. Sin embargo,
si existen variaciones de temperatura A8 = (6 — 6,) junto con restricciones a la libre dilatacion
del continuo, puede ocurrir que T(0) # 0, luego

Cq=—Bg- A0 > W =—L,- A0 + c,sELE;

Y

[Tx] = —[Bx] - AB + cxs[Es] en notacion matricial o bien T;; = —f;; - AB + ¢;jsErs €n indicial
Comportamiento isotropo: Bij = B 6ij

Luego

Tl] ZAEkkal]-l_ZGElj_ﬁal] AH
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Termoelasticidad lineal

Descomponiendo en componentes hidrostaticas y deviatoricas
p=—Ke+ [ A8
(el signo + en el termino térmico es porque p es positivo para compresion)
Inversamente
T/
] 2G .

a

e=—%+§A9=—B+3aA0; a=£—> =3 Ka =

K 3K (1—2v)
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Positividad de la funcion de densidad de energia de deformacion especifica

e

Hipotesis basica para demostrar la unicidad de la
solucion elastica, de acuerdo a la condicion de
equilibrio termodinamico estable de Gibbs

5540\\'

Estado B
Entropia S+AS
Energia interna U

Se asume que

W(E)>0VE=#0
W(E)ZO{W(E)=OSiE=O<

Estado A
Entropia S
Energia interna U

770

A es un estado de equilibrio termodinamico si es un
estado de maxima entropia S entre todos los
estados con la misma energia interna U

Inversamente A es un estado de equilibrio
termodinamico si es un estado de minima energia

interna U entre todos los estados con la misma
entropia S
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Restricciones a los modulos elasticos isotropicos

Como

OW(E) dW(E)
T(E) = 3E = JE - dW =TdE = Tl-j dEl-j
O bien

dW = —pde + T/, dEj; YcomoT/ =2-G-E/,p=—K-e

integrando

1
— 2 ! !

Para que W sea positivo definido, basta que
1

E

K=——>0=>E>0(1-2v)>0 —-1<<v<=

3(1 - 2v) (1=2v)>0~ VS3
G>0
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TEMA 6 — ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Fluidos — Fluido ideal sin friccidon
Fluido en reposo o en flujo uniforme -> no soporta tensiones de corte, estado hidrostatico

T =—po1=T;j = —po 0

— T . J Ve -
Do = — % Presion estdtica

Ecuacion de estado termodinamico F(py, p,6) = 0, en la que la igualdad a cero indica el

equilibrio
Para densidad y temperaturas conocidos, la presion estatica queda determinada por el equilibrio

termodinamico. Ej. Para gases perfectos

p=pRO

Presion termodinamica p # p, Cumple la misma relacion funcional que la presion estdtica
F(po,p,60) =0
Y para el estado de referencia

F(p,p,0)o = F(po,p,0)
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