Trabajo Practico 1

Funciones vectoriales
NOTA: Muchos ejercicios de este trabajo préactico han sido tomados del libro “Célculo de
varias variables”de Thomas, décimosegunda edicién, Ed. Pearson.

Ademsds, los ejercicios marcados con un asterisco, (*), asi como las secciones marcadas con (*),
son opcionales.

Expresiones de célculo (las definiciones se han dado en clase de teoria).

s = / Hv t)||dt Longitud de arco

r'(t) Vector tangente unitario

Y (t)H

Funciones vectoriales: introduccion

1. Represente graficamente la curva que es la imagen de cada una de las siguientes funciones
vectoriales, indicando punto inicial y final en cada caso. (En caso de ser posible escriba la
o las ecuaciones cartesianas que representen las coordenadas de los puntos en la curva.)

a) r(t) = (t,t), =2 <t <2

b) r(t) = (t2,1%), -2 <t < 2.

c) r(t) = (13,1%), -2 <t < 2.

d) r(t) = (cost,sent), 0 <t < 2.

e) r(t) = (sent,cost), —m <t <.

f) r(t) = (cost,cost), 0 <t < 2w

g) r(t) = (t,cost,sent), 0 <t < 2.

h) r(t) = (1,t%t),0 <t < 2.

i) r(t) = (cos(3t) cos(t),cos(3t)sen(t)), 0 < ¢t < 2x. En esta curva analice si se corta a

si misma e indique cudl es una condicién para que una funcién vectorial represente
una curva que no se corte a si misma (es decir, que sea simple).

2. Indique qué grafico se corresponde con qué curva: (En caso de ser posible escriba la o las
ecuaciones cartesianas que representen las coordenadas de los puntos en la curva)
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ri(t) = (sent,cost,t), t € [0,87];
ra(t) = (Vt,e7t, cost), t € [0, 87];
r3(t) = ((1 —t)sen(100¢t), (1 — t) cos(100t), /1 — (1 —¢)?), t € [0,1].

=. Dé una parametriacion para cada una de las siguientes curvas.

a) El segmento que une los puntos (0,0) y (1,2), en ese orden, en el plano. Repita,
invirtiendo el sentido de recorrido.

b) El segmento que une los puntos (0,3,1) y (1,3,0), en ese orden, en el espacio. Repita,
invirtiendo el sentido de recorrido.

¢) La curva que se encuentra en el espacio, y se puede describir como el lugar geométrico
de interseccién del cilindro parabélico de ecuacién z = 1 — 22 y el plano y = 5, entre
los puntos (0,5,1) y (1,5,0), recorridos en ese orden. Repita, invirtiendo el sentido
de recorrido.

d) Dado R > 0, parametrice el arco de circunferencia con centro en (0, R,0) y radio R,
incluido en el plano y = R, desde el punto (R, R, 0) hasta el punto (0, R, R), en sentido
horario visto desde el punto (0,2R,0). Repita, invirtiendo el sentido de recorrido.

e) Dado R > 0, parametrice la curva C, interseccién de las superficies 22 + y? = R? y
z = y2, como muestra la figura siguiente (curva punteada, en el grafico), en sentido
antihorario cuando se mira desde el semieje z positivo.

z

g2

3. Para cada una de las funciones del ejercicio 1,

a) analice la continuidad;
b) calcule la derivada en cada punto e indique si se trata o no de una curva suave;
¢) halle la rapidez, velocidad, aceleracién y vector tangente unitario en el punto inter-

medio de cada intervalo.

4. (*) Seanr : R — R® y s : R — R? funciones con valores vectoriales dadas por r(t) =

ri(t)i+ro(t)j +rs(t)k y s(t) = s1(t)i+ s2(t)j + s3(t)k. Pruebe las siguientes propiedades:

a) limyyor(t) = L = (l1,l2,13) si y sélo si limy_qri(t) = 11, limyara(t) = lo y
limy_,, 73(t) = I3.

b) r es continua en ty € R si y s6lo si rq, 7oy r3 son continuas en t.



10.

11.

12.

¢) Sir es diferenciable en tj, entonces es continua en t.
Si, ademas, las funciones componentes de r y de s son derivables en tg € R, pruebe que:

d) Glr(t)+st)] = G t) + Z ).
) Glr(t)-s()] = G(t) - s(t) +r(t) - G-
) dle() x s(t)] = G () x s(t) +x(t) x (1)
g) Si f es una funcién real de una variable real, derivable, L[f(t)r(t)] = f'(t)r(t) +

Si
F@r ().
h) Si f es una funcién real de una variable real, derivable, L[r(f(t))] = f/(£)r'(f(t)).

(&

Sear : R — R3 una funcién con derivadas de todos los 6rdenes. Si u es una funcién definida
en R por u(t) =r(t) - [r'(t) x v”(t)], pruebe que u'(t) = r(t) - [v'(t) x v"(¢)].

Pruebe que si r es una funcién vectorial diferenciable de médulo constante, entonces la
derivada r’ es ortogonal a r en cada punto.

En cada uno de los siguientes ejercicios r(t) es la posicién de una particula en el plano xy
en el instante ¢, ¢ > 0. Halle una ecuacién en = e y cuyo grafico sea la trayectoria de la
particula. Halle los vectores velocidad y aceleracién de la particula en el valor indicado de
t.

a) r(t) = (t+1Di+ (2 -1)j, t=1.
b) r(t) = (', 2e*), t = In3.
La posicién de una particula que se mueve sobre la circunferencia 22 4+ y? = 1 en el plano

xy viene dada por r(t) = (sen(t),cos(t)), t € R. Halle la velocidad y aceleracién de la
particula en los instantes t1 = w/4 y to = 7/2; represéntelos como vectores sobre la curva.

. La posiciéon de una particula que se mueve en el espacio viene dada por

r(t) = (t+1,t*—1,2t), t € R.

Halle la velocidad y aceleracién de la particula. También halle la rapidez y direccién del
movimiento de la particula en el instante ¢ = 1. Escriba la velocidad de la particula como
el producto de la rapidez y la direcciéon de movimiento.

Repita el ejercicio anterior para r(t) = (2cost,3sent,4t) y t = 7/2.

Dé ecuaciones paramétricas para la recta que es tangente a la curva dada en el valor dado
del parametro:

a) r(t) = (sent,t? — cost et) to = 0.
b) r(t) = (Int, =5, tInt), to = 1.
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Considere las siguientes funciones:

a) r(t) = (cost,sent), t > 0;

b) r(t) = (cos(2t),sen(2t)), t > 0;

c) r(t) = (cos(t — §),sen(t — 5)), t > 0;
d) r(t) = (cost,—sent), t > 0;

e) r(t) = (cos(t?),sen(t?), t > 0;

Cada una de las ecuaciones anteriores describe el movimiento de una particula sobre la
circunferencia unitaria 22 + y? = 1. Para cada caso responda las siguientes preguntas:



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

i) {Es constante la rapidez de la particula?
ii) ;Es la aceleracién de la particula ortogonal a su velocidad en todos los puntos?

iii) ;El movimiento de la particula es en sentido horario o contrario al movimiento de las
agujas del reloj?

iv) (La particula estd inicialmente en el punto (1,0)?

Una particula se mueve a lo largo de la rama superior de la pardbola y? = 2z, de izquierda
a derecha, con una rapidez constante de 5 unidades por segundo. Halle la velocidad de la
particula al pasar por el punto (2, 2).

Sea r una funcién vectorial diferenciable de t. Pruebe que si r- @ = 0 para todo ¢, entonces

|r| es constante.

Integrales de funciones vectoriales

Calcule:
a) [(cost,1,—2t)dt
b) [y (cost,1,—2t)dt

Suponga que se desconoce la trayectoria de un planeador pero se conoce su aceleracién:
a(t) = —3costi — 3sentj + 2k. Se sabe que inicialmente (en ¢ = 0) el planeador partié
del punto (3,0,0) con velocidad v(0) = i+ 3j. Determine la posicién del planeador como
funcién de t.

Un proyectil es disparado desde el origen de coordenadas sobre suelo horizontal con una
rapidez inicial de 500~ y un dngulo de lanzamiento de 60°. ;Cuadl serd la ubicacién del
proyectil 10s més tarde?

Evalte las siguientes integrales:
a) f()l (t37 77 L+ 1)dt7
b) [i(te et 1)dt.

Resuelva la ecuacién diferencial % = —ti — 2tj + tk sujeta a la condicién inicial r(0) =
i+ 2j + 3k, para r como funcién vectorial de t.

(*) Pruebe las siguientes propiedades, suponiendo que r; y ro son funciones vectoriales
(con valores en R"™) integrables en [a,b], k € R, C € R”

fb kryi(t)d k:f r(t)dt

ﬁ(@im f 1(6)dt £ [ ra(t)dt

fa C-ri(t)dt=C- fa ri(t)d

Si C e R? y r(t) € R? para todo t € [a, b], entonces ff C xri(t)dt = C x ff ri(t)dt

a
b

C

d

~— ~— ~— ~—

Longitud de arco en el plano y en el espacio

Un planeador se eleva a lo largo de la hélice de ecuacién r(t) = (cost,sent,t), t > 0. ;Cual
es la longitud de la trayectoria del planeador, desde t = 0 hasta t = 277



22. Consideremos la hélice dada por la ecuacion
r(t) = (cost,sent,t), t € R, (1)
y llamemos ¢ty = 0.

a) Encuentre el pardmetro de la longitud de arco s(t) a lo largo de la hélice desde ¢
hasta ¢.

b) En la ecuacién obtenida despeje t en funcion de s.

c¢) Sustituya este valor t(s) en la ecuacién (??) para obtener la parametrizacién por
longitud de arco para la hélice.

d) ¢{Cuales son los puntos r((0)), r(t(v/27)), r(t(—1))?

23. Obtenga el vector tangente unitario a la curva dada por r(t) = (3cost,3sent,t?), que
representa la trayectoria de cierto planeador.

24. En cada ejercicio obtenga el vector tangente unitario a la curva. También calcule la longitud
de la parte indicada de la curva.

a) r(t) = (2cost)i+ (2sent)j + /5tk, 0<t<m.
b) r(t) =ti+2t%%k, 0<t<8.

25. Obtenga el punto en la curva dada por r(t) = (5sent)i+ (5cost)j + 12tk, t € R, que se
encuentra a una distancia, a lo largo de la curva, de 267 unidades desde el punto (0,5, 0)
y en la direccién en la que crece la longitud de arco.

26. Obtenga el parametro de longitud de arco a lo largo de la curva dada por
r(t) = (4cost,4sent,3t),t € R,

desde el punto donde ¢ = 0, calculando la integral

5= /Ot v (r)|dr.

Luego, calcule la longitud de la parte de la curva para la cual 0 <t < 7/2.

(*) Curvatura y vectores normales de una curva

Dada una curva parametrizada por r(t), t € [a,b], se definen el vector normal unitario
principal y la curvatura en un punto de la misma como

1

N(t) = Ol T'(t) Vector normal unitario principal
T/ (¢

K(t) = I )| Curvatura

[’ ()]
r'(t) x r’(t
k(t) = W Curvatura: férmula de célculo
r
27-e. Para cada una de las funciones del ejercicio 1, halle el vector normal unitario principal en
el punto intermedio de cada intervalo.

27. Obtenga los vectores T, N y la curvatura s para las curvas planas dadas a continuacion:



a) r(t) =ti+ (Incost)j, —m/2 <t < m/2.
b) r(t) = (2t +3)i+ (5—-t2)j, t € R.

28. Férmula de la curvatura para la grafica de una funcién en el plano zy.

a) La gréfica de una funcién y = f(z) en el plano xy automdaticamente tiene la parame-
trizacién r(z) = (z, f(x)), # € Dom f. Use esta férmula para demostrar que si f es
una funcién de x dos veces derivable, entonces

/" ()
1+ (f'(z)

b) Use la férmula para x del inciso (a) para determinar la curvatura de y = In(cosx), —7/2 <
x < m/2. Compare su respuesta con la del ejercicio (?7).

r(x) = )|2]3/2'

¢) Demuestre que la curvatura es cero en un punto de inflexién.

29. Formula para la curvatura de una curva plana parametrizada.
Demuestre que la curvatura de una curva suave r(t) = f(t)i + g(t)j, t € [a,b], definida
mediante las funciones dos veces derivables z = f(t) y y = g(t), estd dada por la férmula
i — g
($2 + 92)3/ 27

donde un punto indica derivada primera y dos puntos indica derivada segunda, ambas con
respecto a t.

Aplique la férmula anterior para determinar la curvatura de la curva dada por r(t) =

(t,Insent),0 <t < .

30. Dada una curva plana por r(t) = f(t)i+ g(t)j, t € (a,b), definida mediante las funciones
derivables x = f(t) y y = g(t), demuestre que n(t) = —¢'(t)i+f'(t)jy —n(t) = ¢'(¢t)i—f'(¢)j
son normales a la curva en el punto (f(¢),g(t)), t € (a,b).

Para obtener el vector normal unitario N para una curva plana particular, se puede selec-
cionar entre n o —n el que apunte hacia el lado céncavo de la curva y convertirlo en un
vector unitario. Aplique este método para encontrar N en la curva dada por r(t) = ti+e%j,
teR.

31. Obtenga los vectores T, N, B y la curvatura x para las curvas en el espacio dadas a
continuacién:

a) r(t) = (3sent,3cost,4t), t € R.
b) r(t) = Li+ Lj, t>0.

32. Demuestre que la pardbola y = ax?, a # 0, tiene su mayor curvatura en su vértice y que no
tiene curvatura minima. (Obsérvese que este resultado es aplicable a todas las parabolas.)

(*) Componentes tangencial y normal de la aceleracion
33. Para la curva dada por r(t) = (acost,asent,bt), t € R, escriba a en la forma a =
arT + ayN sin obtener T ni N.

34. Parala curva dada por r(t) = (t+1)i+2tj+t%k, t € R, escriba a en la forma a = a7 T+ayN
sin obtener T ni N para el valor ¢ = 1.

35. Para la curva dada por r(t) = (cost,sent,—1), t € R, obtenga r, T,N y B para el valor
t=m/4.



(*) Ejercicios tomados en exdmenes

36. Considere la funcién vectorial dada por r(t) = (el cost,elsent,e!), 0 <t <In2.

a) Indique cudl de los siguientes gréficos corresponde a la curva dada por r.

b) Indique, en el gréfico correspondiente, cudl es el sentido de recorrido de la curva.
¢) Indique si se trata o no de una curva suave, justificando su respuesta.
d) Suponga que r representa la posicién de una particula y el pardmetro ¢ representa el
tiempo.
1) Indique cudl es la velocidad de la particula en el instante t = 5 y represéntela en
el gréfico.
2) ;jPasard esta particula dos veces por el mismo lugar (durante el intervalo de
tiempo considerado)? Justifique su respuesta.
3) (En qué instante la particula experimenta la mayor rapidez? Justifique su res-
puesta.

4) Calcule la longitud del arco que la particula recorre durante este periodo de
tiempo.

37. Dados r : [a,b] — R?, ty € (a,b) y L € R?, escriba la definicién de limite th’m r(t) = L.

—to

38. Indique en cada caso si la afirmacién dada es verdadera (V) o falsa (F), justificando su
respuesta.

a) |:| Sea r : R — R? una funcién con derivadas de todos los érdenes. Si u es una
funcién definida en R por u(t) = r(t)-[r/(¢) xr”(¢)], entonces v’ (t) = r(t)-[r'(¢) x 2" (¢)].

b) |:| Seanr: R — R3yu:R — R3 funciones derivables. Entonces %(r ‘u) =

r'(t) - u(t) +r(t) - u'(1).

c) |:| La longitud de la curva dada por r(t) = (1 + 2t)i + (1 — 3t)j + (6 + 6t)k, con
t € (—1,0) es V41,

d) |:| La funcién vectorial r(t) = (¢,t?) definida en (—2,2) representa un arco de
parabola en el plano.

e) |:| La funcién vectorial r(t) = (¢,t?) definida en (—2,2) presenta en uno de sus
puntos una curvatura maxima.

f) |:| Sir es una funcién vectorial derivable de ¢ definida en [a, b], que cumple que el
médulo de r(t) es constante en [a, b], entonces r(t) - v/(¢t) = 0 para todo t € [a, b].

q) |:| La funcién vectorial r definida en [a,b] es una curva suave si r'(t) # 0 para
todo t € [a, b].

h) |:| La curvatura de una curva en un punto es menor cuanto mas alejado esté el
punto del origen de coordenadas.

i) |:| Sea C' una curva suave parametrizada por una funcién vectorial r definida en
[a,b]. La longitud de dicha curva estd dada por L = f; r'(t)dt.
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Aplicaciones

39. CAMPO ELECTRICO:
Una carga puntual ¢; ubicada en Pj(x1,y;) genera un campo eléctrico que, en el punto
Py(xo,y0) es el vector Eq(xo,yo). Este vector Eq(xg,y0) es

1 ¢

Ei(x0,y0) = TMWL

donde r = Py — P; y € es la permitividad del medio.

Una particula de carga g, ubicada en el punto Py(zo,yo), se ve afectada por una fuerza
F1(z0,v0) = E1(z0,%0) - g0 (Figura 1).

r ERY
\| A=,
A E
PD F1 PO /P'N I A [
e F S
. 1 qdo /} \,\r:
7 / \ Yo
/ \ r 1
/ bY
b4 x e o —
@ qa q q2 Adx X0
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Si una carga puntual ¢; ubicada en P;(x1,y1) genera un campo eléctrico que, en el punto
Py(xo,y0) vale Eq(zg,y0) y si otra carga puntual ¢ ubicada en Py(x2,y2) genera un campo
eléctrico que, en el punto Py(xo,yo) vale Eo(zg,10), la presencia de ambas cargas (q1 y
g2) genera un campo eléctrico que, en el punto Py(zo, yp) vale la suma vectorial de ambos
campos E1 (2o, yo) + E2(xo, yo) (Figura 2).

El campo eléctrico generado por un alambre fino cargado, es decir, por una distribucion
lineal de carga, con densidad de carga dada por la funcién A(x), se calcula mediante una
integral que corresponde a lo que podemos pensar como la suma de los campos vectoriales
producidos por cada una de las pequenas porciones del alambre (Figura 3).

Plantee (sin resolver) las integrales que permiten calcular los campos eléctricos en cada
€aso:

a) Campo eléctrico generado por una varilla cargada (distribucién lineal de carga, seg-
mento, como la Figura 3).

b) Campo eléctrico generado por un alambre fino no acotado cargado (distribucién lineal
de carga, recta).

¢) Campo eléctrico generado por un alambre fino sobre la mitad inferior de la circunfe-
rencia 2 + 32 = R%.

d) Campo eléctrico generado por la unién de dos varillas, cuyos puntos se encuentran
sobre las curvas parametrizadas por ri(t) = (t,—mt), —a <t < 0y ra(t) = (¢, mt),
0 <t < a,donde m y a son nimeros positivos.

Lista de ejercicios seleccionados: labdgh, 2, 3, 4cdg, 6, 7, 9, 11a, 12ae, 13 15, 19, 21, 22, 24b,
27a, 3la, 33.



