Trabajo Practico 4

PARTE B: Integrales de Superficie

NOTA: Muchos ejercicios de este trabajo practico han sido tomados del libro “Célculo de varias
variables”de Thomas, décimosegunda edicién, Ed. Pearson.

Expresién de calculo del area de una superficie dada en forma explicita, implicita y parametrizada

A(S) = //S do = //ny \/(_fr)2 + (= £,)2 + ldady = //R &ZSO.LQIA = //Ru |50 X So||dudv

Integral de superficie de campo escalar

[ #@v o= [ pistuois, s, duds

Integral de superficie de campo vectorial

//SF(x,y, z)-n(z,y,2)do = //RUUF(S(U’U)) - (Su X 8o)dudv

Parametrizacion de superficies, areas y planos tangentes a
superficies parametrizadas

1. Ejercicios tomados de Geometria Analitica: repaso.

Dadas las siguientes representaciones vectoriales paramétricas de superficies, identifique
para cada caso de qué superficie cuddrica se trata, a partir de la eliminacién de los parame-
tros que las describen.

a) r(B,t) = (2tch 3,8t sh 3,t?). Es decir:

x=2tchp
y = 8tshp t>0;6€R.
z = t?

b) r(a, B) = (bcosasen 3,2senasen 3,9 cos ). Es decir:

x = bcosasen 3
y = 2senasen 3 a € [0,2n], 8 €[0,n].
z=9cospf

¢) r(a,t) = (4t cos a, Ttsen o, t2). Es decir:

x =4tcosa
y = Ttsen o t>0;a € [0,27].
z =t

2. Determine una parametrizaciéon para la superficie. (Hay mds de una manera correcta de
hacerlo.)

a) Porcién del paraboloide z = 22 + 32 tal que z < 4.



b) Porcién del paraboloide z = 9 — 22 — 32 tal que z > 0.
2 2
¢) Cono truncado: parte del cono z = z;y entre los planos z =0y z = 3.
d) Regién esférica: parte de la esfera 22 +y? + 22 = 3, entre los planos z = \/73 yz= %ﬁ
)

Regién esférica: parte “inferior” de la esfera 22 + y? + 22 = 9 cortada por z =

+vx? + y2

f) Banda cilindrica circular: porcién del cilindro y? + 22 = 9 entre los planos z = 0 y
x =3.

g) Plano inclinado dentro de un cilindro: porcién del plano z 4+ y + z = 1 dentro del
cilindro 22 4y = 9.

h) Plano inclinado dentro de un cilindro: porcién del plano x + y + z = 1 dentro del

cilindro 3% + 22 = 9.

. Dé una parametrizacién para la superficie que es la parte del cilindro de ecuacién z2?+y? =
R? que se encuentra entre el plano z = 0 y la curva cerrada C que esté en el el semiespacio
z > 0, dada por r(t) = (Rcost, Rsent,c(t)), 0 < t < 2w, donde ¢(t) es una funcién
derivable en [0, 27].

. Calcule el area de la superficie dada por:

a) la porcién del plano y + 2z = 2 dentro del cilindro z2 4 22 = 1

b)

¢) La porcién de paraboloide: z = 2 — 2% — 2, cortado por el cono z = \/3627—i-y2 .

d) La porcién inferior de la esfera 22 + y2 + 22 = 9, cortada por el cono z = \/m

La porcién de cono z = 2y/x2 + 32, entre los planos z =2 y z = 6.

. Encuentre una ecuacion para el plano tangente al cilindro circular parametrizado por
r(6,z) = (3sen(26),6sen?6,z), 0 < # < 7, en el punto P0(3\/7§, %,O) correspondiente a
(0,2) = (3,0).

. Encuentre una ecuacién para el plano tangente a la superficie hemisférica parametrizada
por r(¢,0) = (4sen¢cosf,4sen¢sent,4cos¢), 0 < 0 < 27, 0 < ¢ < T, en el punto
Py(v/2,V/2,24/3) correspondiente a (¢,6) = (5> 1)

a) Un toro de revolucidn (ver figura) se obtiene al hacer girar un circulo C' en el plano

xz alrededor del eje z en el espacio. Si C tiene un radio r» > 0 y su centro es (R, 0,0),
veifique que una parametrizacion del toro es

r(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+rcosu)senv,rsenu), 0 <u < 2w, 0<wv<2r.
b) Demuestre que el drea de la superficie del toro es A = 472 Rr-.
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8. Parametrizacién de una superficie de revolucion: suponga que la curva C' parametrizada
por r(u) = (f(u),g(u)) gira alrededor del eje z, donde g(u) > 0 para a < u < b.

a) Interprete que
r(u,v) = (f(u), g(u)cosv, g(u)senv)

es una parametrizacion de la superficie de revolucion resultante, donde 0 < v < 27
es el dngulo formado por el vector que va desde (f(u),0,0) hasta r(u,v) y el plano
xy. Observe que f(u) mide la distancia a lo largo del eje de revolucién y g(u) mide
la distancia al eje de revolucién.

y

(fw), g(@), 0)

b) Encuentre una parametrizaciéon para la superficie obtenida al hacer girar la curva
x =92, y <0, alrededor del eje .

9. a) Parametrizacién de un elipsoide: Verlﬁque que r(6,¢) = (acosfcosp,bsen cos ¢, csen @)

»

es una parametrizacion del elipsoide iQ —|— > + 2 = 1. Especifique los valores que
deben tomar los parametros.

b) Escriba una integral para el drea de la superficie del elipsoide, pero no la evalie.

10. Calcule el area de la procién del paraboloide 2 = 4 — % — 22 que estd arriba del anillo
1 <y?+ 22 <4 en el plano yz.

Integrales de superficie de campos escalares y de campos vec-
toriales

11. Calcule la integral de la funcién f dada en la superficie S indicada:

a) f(z,y,z) =xsobre S:y=2%0<2<20<2<3.

b) f(z,y,z) = 2% sobre la esfera unitaria S : 22 + y2 + 22 = 1.

¢) f(z,y,z) = 2%\/5 — 4z sobre el domo parabdlico z = 1 — 22 — 32, z > 0.

d) f(x,y,z) = zyz sobre la superficie del sélido rectangular cortado en el primer octante

por los planos x =a,y =0y z = c.

e) f(x,y,z) = z—x, sobre la porcién de la gréfica de z = x + y? arriba del tridngulo en
el plano xy, con vértices en (0,0,0), (1,1,0) y (0,1,0) (véase la figura).



S
>

(1,1,0)

12. Utilice una parametrizacién para determinar el flujo [f gF -ndo del campo vectorial F a
través de la superficie S en la direcciéon dada.

a) F(x,y,2) = (22,2, —32) a través de la superficie del cilindro z = 4 — y? cortado por
los planos £ =0, z = 1 y 2z = 0 en la direccién que se aleja del eje x.

b) F(z,y,z) = (0,0,2) a través de la porcién de esfera en el primer octante x> +y%+ 22 =

a?, para cierto a > 0, en la direccién que se aleja del origen.

13. Encuentre las integrales de superficie de los campos vectoriales dados, a través de la porcién
de la esfera 2 +y2 + 22 = a® (a > 0) en el primer octante, en la direccién que se aleja del
origen.

a) F(z,y,z) = zk.
b) F(z,y,2) = (y,—x,1).

14. Determine el centroide de la porcién de esfera z? + y? + 22 = a? que estd en el primer
octante.

Teorema de Stokes

15. Utilice el teorema de Stokes para calcular la circulacién de F a lo largo de la curva C
mediante la integral de superficie correspondiente.
a) F = (22,22,2%) y C: la elipse 422 + 3> = 4 en el plano xy, en sentido antihorario.
b) F = (2y,3z,—2%) y C: la circunferencia 22 + 4> = 9 en el plano zy, en sentido
antihorario.
16. Sea n el vector unitario normal exterior de la capa eliptica S dada por 4z2+9y%+362% = 36,
z2>0,yseaF = (y, 22, (x2+y4)% sen eV?¥#). Calcule el flujo del rotacional // V xF-ndo,

S
utilizando el teorema de Stokes.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Calcule el flujo del rotacional a través de la superficie S en la direccién del vector unitario

normal exterior n, / V x F - ndo en cada caso:
(22,32,5y) y S: v(r,0) = (rcosf)i+ (rsenf)j+ (4 —rP )k, con 0 < r <2y
b) F = (3y,5 — 22,22 —2) y S: r(6,¢) = (V/3sen¢pcosh,v3senpsen b, /3 cosg),, con

Sea S el cilindro 22 + 3% = a®> con @ > 0y 0 < z < h, junto con su tapa superior,

2?2 +y? < a? z=h. Sea F = (—y,x,2?%). Utilice el teorema de Stokes para encontrar el
flujo de V x F hacia fuera a través de S.

Demuestre que V x F -ndo, es el mismo para cualquier supercie orientable S que tiene

S
como frontera la curva C, que induce la misma direccién positiva en C'.

Sea f(x,y, z) una funcién cuyas derivadas parciales de segundo orden son continuas. Pruebe
que rot grad f = 0, es decir, V x Vf = 0.

Utilice la identidad V XV f = 0y el teorema de Stokes para demostrar que las circulaciones
de los siguientes campos alrededor de la frontera de cualquier superficie orientable suave
en el espacio son cero.

a) F (2:U 2y,22).

b) F = V(xy*2?).

c)F V x (zi+yj + zk).
d) F=V/.

Demuestre que si F = (z,y, z), entonces V x F = 0.

a) Demuestre que el rotacional de

F -y X
- ) y %
x2 y2 2 y2

%F-dr
C

es diferente de cero si C es la circunferencia 22 + y? = 1 en el plano zy. (Note que el
dominio de F no es simplemente conexo.)

es igual a cero, pero que

b) Busque una funcién f tal que Vf = F. ;Dé6nde se cumple esa igualdad?

c¢) (Esto contradice el hecho de no ser conservativo F en su dominio?

Pruebe que el campo vectorial F(z,y, z) = (z,y, z) no es el rotor de ningiin campo vecto-
rial G. Sugerencia: haga una prueba por contradiccién, suponiendo que existe un campo
vectorial G tal que F = V x G, considere una esfera con centro en el origen y radio R > 0
y una curva cerrada, simple y suave por partes C incluida en dicha superficie. Dicha curva
determina dos superficies que son porciones de la esfera. Considere una de ellas y llamela
S. Aplicando el Teorema de Stokes, dé dos interpretaciones a la integral de linea ¢ G - dr
y obtenga una contradiccion.



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Divergencia y Teorema de Gauss

Calcule la divergencia de los siguientes campos vectoriales:

a) El campo giratorio F = ((—yi + zj))(z? + y2)_%.

b) El campo radial F = (z,y).

rityj+zk

@ty 122)372> con G, m y M, constantes.

¢) El campo gravitacional F = —GmM

Use el teorema de la divergencia para calcular el flujo de F hacia afuera de la superficie S
frontera de D, siendo
a) F=(y—xz,z—y,y—x) y D el cubo acotado por los planos z = +1, y = £1, z = £1.
b) F = (622 +2zy)i+ (2y +222)j + (42%y3)k y D la region en el primer octante cortada
por 22 + y?> =4 y el plano z = 3.
a) Demuestre que si las derivadas paricales necesarias de los componentes del campo
G = (M, N, P) son continuas, entonces V-V x G = 0.
b) ;Qué puede concluir acerca del flujo del campo V x G a través de una superficie

cerrada? Justifique su respuesta.

Sean F; y Fy campos vectoriales derivables y sean a y b constantes reales arbitrarias.
Verifique las siguientes identidades.

a) V(aF1+bF2) =aV -Fi; +bV - Fs.

b) V x (aF1 + bF2) =aV x F1 + bV x F.

C) V(Fl XFQ):FQ'VXFl—Fl'VXFQ.

Sean F un campo vectorial diferenciable (sus componentes son diferenciables) y ¢g una
funcién escalar diferenciable definida en R3. Verifique las identidades:

a) V-(gF)=9gV-F+Vg-F.
b) Vx(gF)=¢gV xF+VgxF.

Sea F un campo vectorial cuyos componentes tienen derivadas parciales continuas de
primer orden continuas en R? y sea D una regién acotada por una superficie cerrada
suave, S. Si |F| < 1, jse puede acotar /// V - FdV? Justifique su respuesta.

D
Demuestre que el flujo del campo vectorial de posicion F = (z,y, z) hacia fuera, a través
de una superficie cerrada suave S es el triple del volumen de la regiéon encerrada por la
superficie.

Sea F = (x,y,2) y suponga que una superficie S y una regién sélida D satisfacen las
hipétesis del teorema de la divergencia. Demuestre que el volumen de D estd dado por la
férmula

Volumen de D = 1//F-nala.
3 /s

Entre todos los sélidos rectangulares definidos por las desigualdades 0 < z < a, 0 <y < b,
0 < z < 1, encuentre aquél para el cual el flujo total de F = (—2? — 42y, —6yz, 122) hacia
fuera a través de las seis caras sea maximo. ;Cudl es el flujo méximo?

Demuestre que el flujo hacia fuera de un campo vectorial constante F = C a través de
cualquier superficie cerrada a la que se aplique el teorema de la divergencia es igual a cero.



Laplaciano

35. Una funcién f es armoénica en una regién D en el espacio si satisface la ecuacion de Laplace
V=V V= fort fyy+fez=0
en D.

a) Suponga que f es armonica en una regién acotada D encerrada por una superficie
suave S y que n es el vector unitario normal a S elegido. Demuestre que la integral
sobre S de Vf - n, la derivada de f en la direccién de n, es igual a cero.

b) Demuestre que si f es arménica en D, entonces

//Sfo-nda:///DNf\QdV.

36. Pruebe las siguientes afirmaciones:
a) El Laplaciano de un campo escalar f(x1,xs, ..., 2,) cumple:

0’f 0°f 0’ f

b) El Laplaciano de un campo vectorial definido en R® cumple:

AF =V(V-F) -V x (V x F).

Ejercicios tomados en examenes

37. La siguiente figura corresponde al campo vectorial dado por F(z,y) = (1,¢eY). Se incluye
en el mismo algunas curvas equipotenciales.

25

a) Indique si F es o no conservativo en R?. Justifique su respuesta.

b) SiC es cualquier curva equipotencial de F (por ejemplo la curva punteada que aparece
en la figura, o cualquier otra), recorrida en cualquier sentido, jcudnto vale la integral

de linea de F a lo largo de C, [ F - T ds? Justifique cada afirmacién de su respuesta.
C

¢) Calcule la integral de linea de F a lo largo de la circunferencia centrada en el origen,
de radio 1 y positivamente orientada. Justifique detalladamente su respuesta.



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

La superficie S es la parte de la esfera de ecuacién 22+ 22+ (y—4)? = 25 para la cual y > 0,
orientada en la direccion que se aleja del centro de la esfera. Sea F el campo vectorial dado
por F(z,y,2) = (y*, 2%, 27).

a) Calcule el flujo a través de S del rotacional de F.
b) Indique si F es o no solenoidal.
c¢) Calcule el flujo de F a través de cualquier superficie suave cerrada orientada positi-

vamente.

Dado el campo vectorial F(z,y) = (22, %?), indique si es o no solendoidal. En caso de no
serlo, muestre si es posible, una fuente y un sumidero. Sugerencia: esboce un grafico de F'.

Los puntos de la parte del paraboloide de ecuacién z = 22 +y? que cumplen z < 4, forman
una superficie. Determine el drea de la misma.

Considere el campo vectorial F : R* — R3 dado por F(z,y,2) = yi — zj y la superficie
S CR3 dadapor a2 +9y>+22=9,2>0.

a) Halle el rotacional de F. Interprete.

b) Calcule la integral de superficie de rotF,

// rotF - ndo,
S

en la direccién que se aleja del origen de coordenadas.

¢) Indique si F es un campo conservativo o no. Justifique.

Determine el trabajo realizado por F : R® — R? dado por F(z,y,2) = (2? + y)i + (y* +
x)j + ze*k para la trayectoria recta que va desde el punto (1,0, 0) hasta el punto (1,0,1).
Indique si puede asegurar que el trabajo no cambiard si se considera cualquier trayectoria
que una los mismos puntos.

Plantee una integral para calcular el area de la superficie que es la parte del paraboloide
de ecuacién z = z? + y? que se encuentra en el primer octante, entre los planos z = 1 y
z =4.

Plantee férmulas para hallar el centro de masa de una capa delgada que es la parte superior
de la esfera de ecuacién 22 + 32 + 22 = 9 cortada por el cono dado por z = /2 + y2,
sabiendo que la densidad en cada punto es la funcién d(z, y, z).

Sea F : R? — R3 el campo vectorial dado por F(z,y,2) = (x,7,2) vy sea S la superficie
que es el disco inlcuido en el plano y = 1 con centro en el punto (0,1,0) y radio 1, con
orientacién dada por el vector n = (0, 1,0) en cada punto. Calcule el flujo de F a través
de S.

Sea F : R? — R3 el campo vectorial dado por F(z,y, z) = (zy, yz, zx). Indique, justificando
su respuesta, si F' es o no conservativo en R3.

Considere el sélido formado por la parte del cilindro de ecuacién z? + 32 < 4 que estd
comprendido entre los planos z = 0 y z = 1; sea el campo vectorial dado por F(z,y,z) =

(zy?,yz, zz?).

a) Calcule el flujo hacia fuera a través de la superficie del sélido de F. Haga un desarrollo
detallado y trabaje con prolijidad. Justifique sus pasos.

b) Calcule el rotacional de F'. Indique si se trata o no de un campo conservativo.



48. Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en R?, cuyas componentes tienen derivadas
parciales continuas de todos los 6rdenes. Indique para cada afirmacion si es verdadera o
falsa. Debe justificar todas sus respuestas.

a) |:| Se puede asegurar que para todo punto (z,%, z) € R? se cumple V- (V xF) = 0.
b) |:| Si rot F = 0 para todo punto de R3, entonces F es conservativo en R3.

c) Sea D la regién sélida que se encuentra dentro de la esfera de ecuacién x? +
y? + 22 = 1 y sea S la superficie frontera de D, con orientacién hacia el origen de

coordenadas en cada punto. Entonces // V-FdV = // F - -ndo.
D S

d) |:| La direccién de méximo crecimiento del campo escalar V-F en un punto (a, b, ¢)
viene dada por el vector V(V - F) evaluado en (a, b, c).

49. (48 p.) Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en R3, cuyas componentes tienen
derivadas parciales continuas de primer orden. Indique para cada afirmacién si es verdadera
o falsa. Debe justificar todas sus respuestas.

a) Se puede asegurar que para todo punto (z,y,z) € R? se cumple V - (V x F) = 0.
Justifique.
b) Sirot F = 0 para todo punto de R3, entonces F es conservativo en R3.

¢) Si F es conservativo en R?, entonces existe un campo escalar f definido en R3 tal que
F = V/f en R3.

d) Si F(z,y,z) = (y,0,0) y C es la curva dada por r(t) = (cost,sent,0), 0 < ¢t < 2,
entonces [ F-dr =0.

e) Si S es una superficie orientada, con vector normal unitario en cada punto n, f es un
campo escalar definido en todos los puntos de S y F(z,y,z) = f(z,y, z)n, entonces
la integral de superficie de F a través de S cumple

//SF~nda://Sfda.

f) Si C es una curva suave por partes y S es una superficie orientada cuya frontera es la
curva C, si las componentes de F tienen derivadas parciales continuas en R?, siempre
se cumple que [ F - dr = [[(V xF -ndo.

g) Sea D laregién del semiespacio z > 0 que se encuentra dentro de la esfera de ecuacién
22 +y? 4+ 22 =1 y sea S la superficie dada por z = ++/1 — 22 — y2, con orientacién
alejandose del origen. Entonces

//DV-FdV://SF-nda.

h) La direccién de maximo crecimiento del campo escalar V - F en un punto (a,b, c)
viene dada por el vector V(V - F) evaluado en (a, b, c).

50. Considere el campo vectorial F : R3 — R? dado por F(z,y,2) = yi — 2j y la superficie
S CR3 dadapor a2 +9>+22=9,2>0.

a) Halle el rotacional de F. Interprete.

// rotF -ndo
S

b) Calcule la integral de superficie



51.
52.

53.

¢) Indique si F es un campo conservativo o no. Justifique.
Enuncie el Teorema de Stokes.
Sea F(z,y,2) = (v,y,2 + 2).

a) Calcule divF(1,2,3) e interprete.

b) Plantee dos férmulas para calcular el flujo a lo largo de la curva C' que viene dada
por la representacién paramétrica r(t) = (cost,sent, 1), t € [0, 27].

¢) Indique si F es o no conservativo, justificando su respuesta.

Indique en cada caso si la afirmacién dada es verdadera (V) o falsa (F), justificando su
respuesta.

a) |:| Sea S la superficie que es la parte del paraboloide eliptico z = 22 + 4y? que
esta debajo del plano z = 1, orientada por un campo normal unitario tal que en
cada punto de S el vector n apunta en la direccién alejandose del eje z. Entonces el
flujo del campo vectorial dado por G(z,y, 2) = (—, —2%,2z — 1) a través de S (en la
direccién de n) se puede calcular resolviendo la integral

2
JRRCORIOM

donde F(xz,y,2) = (y,z2,22%) y r(t) = (cost,%sent, 1), (0 <t < 2m).

b) |:| Si f es un campo escalar diferenciable definido en R? y F es un campo vectorial
definido en R?, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales, entonces
V-(fF)=Vf-F+ f(V-F).

c) |:| Si el campo vectorial F viene dado por F(z,y, 2) = (z,y, z), el flujo hacia fuera
a través de la esfera unitaria centrada en el origen es igual al triple del volumen de
la esfera.

d) |:| Sea S la esfera de ecuacién z? + y? + 22 = 4, orientada por un campo normal
unitario tal que en cada punto de S el vector n apunta en la direccién hacia del
origen de coordenadas. Entonces el flujo del campo vectorial dado por F(x,y,z) =
(—x,—2%,2 — 1) a través de S (en la direccién de n) es 0.

e) |:| Una integral para hallar el area de la superficie S que es el elipsoide de ecuacién

2 2 2
etata=les

2 ™
A= / / sen /2 sen? ¢ + at cos? o dr d.
o Jo

) |:| La abscisa del centro de masa de una placa delgada acotada por las curvas
r =y?y x =2y — 52, cuya densidad en cada punto viene dada por &(z,y), se puede
calcular como

Jo 7 2 6(e,y) du dy
fol flJr_f ;El —x 5($7 y) dy dx

q) |:| Una funcién potencial de un campo vectorial F, definido en una region D, es
una funcién escalar f, definida en D, cuyo gradiente coincide con F.

h) Si F es un campo vectorial definido en una regién D, y C es una curva suave
cerrada incluida en D, y la integral de linea de F a lo largo de C' da 0, entonces F es

xr =

conservativo en D.
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i)

Nl

k)

)

m)

Si F es un campo vectorial continuo, gradiente de una funcién (potencial) f,

entonces F es conservativo.

El flujo de un campo vectorial F a través de una superficie suave S parametri-
zada por r(u,v), (u,v) € D, es [[5F(r(u,v))|ry X ry| dudv.

Una férmula para hallar el area de una superficie suave parametrizada por
r(u,v), (u,v) € D, viene dada por [[5 |ry X 7| dudv.

|:| Sea F un campo de fuerzas continuo sobre una regién que contiene a una
curva suave C, entonces el trabajo que realiza la fuerza a lo largo de la curva C es
W= [, F-Tds.

|:| El teorema fundamental de las integrales de linea da una férmula para calcular
la integral de linea, a lo largo de una curva suave C', de un campo vectorial cualquiera

F.

n) |:| Sea F = Mi+ Nj+ Pk un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas

parciales de primer orden en R3. Si M (x,y, z)dx + N(x,y, z)dy + P(x,y, z)dz es una
forma diferencial exacta entonces rot F = 0.

n) |:| Si f es un campo escalar diferenciable definido en R? y F es un campo vectorial

definido en R?, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales, entonces
Vx(fF)=VfxF+ f(VxF).

Lista de ejercicios seleccionados: 1, 4, 10, 11ad, 12, 15, 26
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