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P(t) : poblacionen t
Malthus 1798
P’(t) = kP(t)
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T(t): temperatura ent
Tm : temperatura del medio
T'(t) = k(T(t) = Tm)
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|
|
c
a) Circuito en serie- LRC
q(t) : carga, i(t)= %(t) . corriente.
Caidas de potencial:  Li’(t); iR; £q(t);
Segunda Ley de Kirchoff: E(t) = Li'(t) + iR + £q(t)

E(t) = Lg"(t) + Ra'(t) + (1)
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I EJEMPLO 7 Circuito en serie

Una bateria de 12 volts se conecta a un circuito en serie en el que el inductor es de ; henry
y la resistencia es de 10 ohms. Determine la corriente 7, si la corriente inicial es cero.

di .
L= + Ri = E(1)
dt

N

R
FIGURA 3.1.7 Circuito en serie LR.
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Definiciéon

Definicion

Se llama ecuacion diferencial a la ecuacion que contiene derivadas de
una o mas funciones (variables dependientes) con respecto a una o
mas variables independientes.
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Clasificacion

Clasificacion de las ED:
Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

a?y _(dy\’ . Py dy )
W+5(a) —4y—e W—FCOS(X)&—G Yy =sen (X)
Y | sen(y) = 0 &,y
a2 S ax? =

2
derdx:0 Jdu  d7u

at ' dt ox o
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Definiciones

Definicién
Se llama solucion explicita de una ecuacion diferencial en un intervalo
I a una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en

la ecuacion, satisface la ecuacion para todo x € 1.

Una relacion G(x,y) = 0 es una solucion implicita de una ecuacién
diferencial en un intervalo I si ésta define una o0 més soluciones
explicitas de la ecuacién en |.

Ejemplo

@ La funcion y(x) = —7e* V¥ es una solucion explicita de la
ecuacion diferencial VxZ = 2y, en el intervalo (0, co).

. o r e dy o eV .
@ y = xe¥ + 5 es una solucion implicita de 5 = 77557 en el intervalo
(8, +-00).

v
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Definiciones

Definicién
Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones de la misma, es
una coleccion de soluciones de la ecuacion cuya expresion contiene
uno o varios parametros.

Una solucion particular de la ecuacion es un miembro de la familia que
se obtiene dando valores concretos a los parametros.

Una solucién singular de la ecuacion es una solucién que no es un
miembro de la familia paramétrica de soluciones.

Una expresion de la solucion general de la ecuacion es una expresion
paramétrica tal que toda solucién de la ecuacion se pueda obtener a
partir de esta expresion dando valores apropiados a los parametros.

v

Distinguir dominio de definicion de la funcién f en cuanto solucion y
como funcion.
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Ejemplos

Ejemplo 1: comprobar que x? + y2 = 25 es una solucion implicita de
X

y'=-y.
Ejemplo 2: dada la ed y’ = x +/y, una familia uniparametrica de

2
soluciones de la misma es y = (%x2 + c) . Verificar que y(x) =0

también es solucién (singular).

Ejemplo 3: dada la ed xy’ + y = 0, una solucion es y = % Estudiar el
dominio.
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Problemas con valores iniciales

Condiciones iniciales: condiciones prescritas que debe cumplir la
funcién desconocida y o sus derivadas.

Dada o
y _ / (n-1)
o =fx,y,y, ..y )

Condiciones iniciales

y(%0) = Yo, ¥’ (x0) = Y1, Y (X0) = yn-1

d*y dy 2
o S WX
d*y

= Yy y)

Ecuaciones diferenciales ordinarias 12 de mayo de 2020 12/39



Problemas con valores iniciales

Condiciones iniciales: condiciones prescritas que debe cumplir la
funcién desconocida y o sus derivadas.

Dada 4
y _ ’ (n-1)
i fx,y,y,..y )

Condiciones iniciales

y(%0) = Yo, ¥'(X0) = Y1, YV (X0) = Vi1
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PVI

Ejemplo 1: resolver los PVI

{ y'(x) = y(x) { y'(x) =y(x)
y(0)=3 Que pase por el punto (1,-2)

Soluciones de los dos PVI.
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PVI
Ejemplo 2: PVI de segundo orden

y(x) = c1 cos(4x) + Cpsen(4x) y'(x) = —4C sen(4x) + 4C5 cos(4x)

—2 = Gy cos(2m) + Czsen(2n) 1 = —4Cy sen(27) + 4Cy cos(2m)
Ci=-2 Co =

ENEN

y(X) = —2cos(4x) + %sen(4x)
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucion.

{y’=X«/>7
y(0)=0

2
Una familia uniparamétrica de soluciones de laed es y = (%x2 + c) :
Ademaés y(x) = 0 es solucién singular de la ED.
Soluciones del PVI:

y(x) = 7x* y(x)=0
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Teorema

Problema con valor inicial de primer orden:

y' =1(xy)
{ y(X0) = o A

Teorema (Teorema de existencia y unicidad de solucién para

PVI de primer orden)

Sea R una region rectangular en el plano xy definida pora < x < b,
c<y<d,ysea(xy,Yyo) unpunto interiora R. Sify g—; son cotinuas
en R, entonces existe un intervalo | = (xo — h,xo + h), h > 0,
contenido en [a, b] y existe una unica funcion y definida en | que es
solucion del problema con valores iniciales (1).

SIN DEMOSTRACION
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Definiciéon

Dadauna ED y’ = f(x, y), el
conjunto de los elementos
lineales que se obtiene al
evaluar sistematicamente a
f en una cuadricula de
puntos en el plano xy se
llama campo direccional o
campo de pendientes.

Ejemplo 1: y’ = sen(x + y)
FIGURA 2.1.2 Las curvas solucion

siguen el flujo de un campo direccional.
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Campos direccionales

Ejemplo 2:
.\‘
AV VSN NF 777 TN
41 VNN N+ S
\ VNN NP+
2N NN N~ =SS
NN N N = s S
g oA o - 4w~ N N W
=2/ /7 = NN NN
Pt/ /7 2 NN N )
U A
VA S N W W,
-4 =2 2 -

a) Campo direccional para
dy/dx = 0.2xy.

o

l.

(

N

0
4
b) Algunas curvas solucién
en la familia y = ce®™™.
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Separacién de variables

Definicion
Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es separable si es
de la forma:

y' = g(x)p(y)-

Ejemplos:
y/ — y2X63x+4y N y/ — y264yX63X

Yy =y+senx  NO esuna EDO separable

%_ 1
dx 14+x

(1+x)dy-ydx=0 —-» (1+x)dy=ydx — y
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Separacién de variables

y'=9g(x)ply) — hly(x)y'(x)=g(x)  donde h(y(x)) =

Sea H una primitiva de h: H' = h.

H'(y(x)) - y'(x) = h(y(x)) - ¥'(x) = g(x)

fg x)dx + C

En la practica: h(y)ﬁ = g(x), o sea h(y)dy = g(x)dx, e integrar

ambos miembros:
Hy) = [ oy = [ gbxax
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Ejemplos

Ejemplo1:  y' = Xy;f

Se puede reescribir como y? dy = (x — 5)dx y luego

fyzdy:f(x—5)dx
X2

3
y_x_
3= 5 5x+ C
2
y =1 3%—15x—|—k
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Ejemplos

Ejemplo: (1 + x)dy —ydx =0 - % = &

dy adx
f7_f1+x — Inly| =In|x + 1]+ C4

lyl=Clx+1| dondeC =e% >0

y=C(x+1) enR y=-C(x+1) enR
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Ejemplos

Ejemplo: (1 + x)dy —ydx =0 - % = 2

ay adx _
f7_f1+x - Inly] = In|x + 1]+ C4

lyl = Clx + 1] donde C = e°' >0

y=C(x+1) enR y=-C(x+1) enR
y=Clx+1| en... y=-Cl|x+1]| en...

|=(-c0,-1) 0 [=(-1,00)

) =kt 1], gl = I+ j

-+ 2 o 2 13

-4 2 ‘e ] i "
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Ejemplos

Ejemplo: (1 + x)dy —ydx =0 - % = 2

dy
f f1+x - Inly| = In|x + 1| + C4
|

lyl=Clx+1]  dondeC =e% >0
y=C(x+1) enR y=-C(x+1) enR
y=Clx+1| en... y=-Clx+1| en...

|=(-00,-1) 0 [=(-1,)
y=0(x+1)=0 enR
y=k(1+x) enlR; keR

Ecuaciones diferenciales ordinarias 12 de mayo de 2020 25/39



Pérdida de una solucién

1
’ 2

=y -4 dy = dx

y =Yy y2—4y
ke™ + 1 . 1.1
y—ZW kE]R, S|k>O,X7ﬁzlnE
k=0=>y=2 = —2 es solucion singular.
-10 /"
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Definiciéon

Definicién
Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la
variable dependiente y, si es de la forma

ai(x)y’ + ao(x)y = g(x).

donde ayp, a1 y g son funciones continuas en un intervalo 'y aj(x) #0
en |

Algunas ed lineales son separables, otras no:
y'=x+5 y+y=x
FORMA ESTANDAR
Y + P(x)y = f(x)
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y'(x) + P(x)y(x) = f(x)
Multiplicamos por un factor integrante: u(x)

Y () +y(x)P()u(x) = f(x)u(x)

Buscamos p de manera que el primer miembro sea la derivada de un

producto:

POu(x) = 4 (x) = 2

que felizmente resulta ser separable: % = P(x)dx

y(X) — efP(x)dX [J(X) — kefP(X)dX
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y'(x) + P(x)y(x) = f(x)
Y (X)u(x) + y(x)P(x)u(x) = f(x)u(x)
/,l(X) — efP(X)dX y(X) — kefP x) dx

2 0u(0) = 160u(x)
y(x)u(x) = f f(x)u(x)dx+C  y(x)el P4 f f(x)e) P gyt C

y(x) = e~ JP(x) dxff(x)efP(x) X gy + Ce~J P(x)dx
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Ejemplos

Ejemplo 1:

xy'(x) + y(x) = x*In(x)
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Ejemplos

Ejemplo 2:

I EJEMPLO 7 Circuito en serie

Una bateria de 12 volts se conecta a un circuito en serie en el que el inductor es de L henry
y la resistencia es de 10 ohms. Determine la corriente 7, si la corriente inicial es cero.

FIGURA 3.1.7 Circuito en serie LR.

LV (t)+ Ri(t) = E(t)  ~7/(t) + 10i(t) = 12; i(0) = .

{ i @

6 6 6
—-20t AN __9° _ —-20t
i(0)=0=>c= 5:>(t) £ 5
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Definiciéon

Definicion

Una ecuacion diferencial M(x,y) + N(x,y)y’ =00
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es exacta si M(x, y)dx + N(x, y)dy es una
forma diferencial exacta.

Una condicion suficiente para que M(x, y)dx + N(x, y)dy sea una
forma diferencial exacta,en una regién abierta, conexa y simplemente
conexa, es

Ny = M,

Criterio de los componentes para determinar si M dx + Ndy + P dz es exacta
La forma diferencial M dx + N dy + P dz es exacta en un dominio conexo y simple-
mente conexo si y solo si,

9P _GN M _ P N _ oM

dy dz’ dz ax’ dx dy

Esto equivale a decir que el campo F = Mi + Nj + Pk es conservativo.
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Definiciéon

Definicion

Una ecuacion diferencial M(x,y) + N(x,y)y’ =00
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es exacta si M(x, y)dx + N(x, y)dy es una
forma diferencial exacta.

Para encontrar su solucién tenemos en cuenta la definicién:

DEFINICIONES  Cualquier expresion M(x, y, z) dx + N(x, y, z) dy + P(x, y, z) dz
es una forma diferencial. Una forma diferencial es exacta en un dominio D en el
espacio si

of 3
Mdr+;‘\-’d»+sz—T\a' —fd\,+—fdz—df

para alguna funcion escalar / a través de D.
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Dada una edo exacta, M(x,y) + N(x, y)y’ = 0, propongo una solucioén
implicita S(x, y) = C.
Para hallar S, derivo con respecto a x:

S S oo
x(X’y) + W(X/y)y (X) - 0

Si se cumple que

dJdS JS
x(x,y):M(x,y) y W(X,}/):N(X,Y),

S(x,y) = C serd una solucién implicita de la ED es decir, si S es una
funcién potencial del campo vectorial F = (M, N).

LA SOLUCION DE LA ED ES S(x,y) = C.
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Ejemplo

_ Xy? — cos X sen X

AT
sen?x  y2(1 —x?)
sen?x  y2(1—-x?)
> 2 ¢
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Ejemplo

{ —ysen(x) —4+ cos(x)y’ =0
y(m) =1
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Ecuacion de Bernoulli: Modelo y aplicaciones

Modelo:

Logistic Growth

Carrying capacity

Population size

Time

1 1
Py + —pvi + pghy = Py + — pv} + pghs dN _ - (K-N)
2 2 ar TR

Sustitucién sugerida: v = y ™"
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Ejemplo

y-y=y*
1

v(x) = VOOR (y(x))~° v = -3y ty’

Multiplicamos la ecuacion diferencial dad por —3y~* y hacemos la
sustitucion
vV +3v=-3

Esta ecuacion diferencial que obtenemos es lineal, al resolverla
obtenemos:
v(x) = -1+ Ce*

yP)=-1+Ce> > yx)

(x) = 3 ;
YO =N A cex
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Ejemplo

xy' +y = x2y? y’Jr%:xy2 X#0
V)= o V() = ey ()
y(x) y2(x)
-V +-=x v-Y o x y:ef‘%dle
X X
—=-x+c v=-xtox=-— _ 1
- B Y= e ox
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