Trabajo Practico 6

Series de Fourier. Ecuaciones diferenciales parciales.

NOTA: Muchos ejercicios de este trabajo practico han sido tomados del libro “Ecuaciones di-
ferenciales con problemas con valores en la frontera”de Zill y Wright, octava edicién, Cengage
Learning.
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Funciones Ortogonales

1. Demuestre que las siguientes funciones son ortogonales en el intervalo indicado.

a) fl(x) =7, fg(ll?) = 1‘2, (_232)
b) fl(x) =e7, fg(l‘) =ze "t —e ", (O’ 2)



Ortogonalidad y Norma

2. En los siguientes problemas demuestre que los conjuntos son ortogonales en el intervalo
indicado y calcule la norma de cada funcion.

a) {sen(nz),n=1,2,3,4...}, [0, 7]
b) {1,cos(nz), n=1,2,3,4...}, [0, 7]
c) {sen("Fz), n=1,2,3,4..}, [0,p]
d) {sen(nz), n=1,2,3,4..}, [0, 5]

6) {1’ COS(?$)7 sen(%m), n=1,23, 4}a [—p,p]
3. Determine si los siguientes conjuntos ortogonales de funciones son completos:

a) {sen(nx),n=1,2,3,4..}, [-m, 7]
b) {1,cos(nz), n=1,2,3,4...}, [-7, 7]

Series de Fourier

4. Encuentre la serie de Fourier de f en el intervalo dado:

1 st -1<x<0
r st 0<z<l1

0 st —m<xz<0
1 st 0<x<m

0 st —7m<xz<0
¢ st 0<x<m
0 st —2<zx<0
d) flx)=¢2 = si 0<z<l1
1 s1 1<zx<?2

e) fla)=xz+m, —7mT<z<T
0 st —m<z<0
f)f(x):{sen:n st O0<zxr<m
g) f(z)=sen(z), —-w<z<m.
h) f(z) =5sen(3z), —-7w<ax<m.
i) f(z) =sen(z)+5sen(3z), —7mT<z<m.
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6. a) Utilice las formas exponenciales complejas del seno y del coseno,
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se puede expresar en la forma compleja
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b) Demuestre que ¢, ¢, y c—, del inciso anterior se pueden escribir como

1 4 .
o = / Fla)e ™™gy p=0,41,42, ...
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7. Utilice los resultados del problema 6 para encontrar la forma compleja de la serie de Fourier
de f(x) = e” en el intervalo [—m, 7].

Series de Fourier de cosenos y de senos

8. Determine si la funcién dada es par, impar o ninguna:

r—1 si —m<x<0
a) f(ﬂﬁ):{gH-l st 0<x<m
b) f(x) = sen(3z)
¢) flx) =2+
d) f(z) = ell

-1 si —7m<zx<0
o @={7" 5 TS5

9. Pruebe las siguientes propiedades de funciones pares o impares (suponga f definida en un
intervalo simétrico [—a, a]).

a) El producto de dos funciones pares es par.

b

)

) El producto de dos funciones impares es par.

¢) El producto de una funcién impar y una funcién par es impar.
)

d) Si f es par, entonces f(z)dz = 2/ f(z)dz.
—a 0
e) Si f es impar, entonces f(z)dz = 0.

3m. (Entre 9 y 10, sin cambiar la numeracion.)
Sin calcular ningun coeficiente, en los siguientes ejercicios grafique en el intervalo [—3, 37]
las series de Fourier, de senos y de cosenos de generadas por las funciones dadas. En caso
de presentarse una discontinuidad, marque claramente el valor de la serie en ese punto.

a) f(x) =sen(z), 0<x<m.
b) f(z) =sen(z), 0<zx<7.
¢) f(z)=cos(z), O0<z<m.
d) f(x) =cos(z), 0<z<7F.
e) flx)=¢€", O0<z<l.



10. Desarrolle cada una de las funciones dadas en una serie adecuada de cosenos o senos:

r—1 st —m<zx<0
a) f(w){x—kl si 0<z<m

-1 st —nwTw<zxz<0
b)f(x)_{l st 0<z<m

x4+l s —1<2<0
©) f(x)_{l—x st 0<z<l1

—m st —2n<z<-—T
d) flz)=} = st —rw<z<mw
T st w<x<2/m

11. Desarrolle la funcién dada en dos series: una de cosenos y otra de senos, en el semiintervalo
dado:

1 si O<z<3
a)f(x)—{o si %§$<1

z st O<zx<l
b)f(x):{l si 1<z<?2

c) f(z) =sen(z), 0<z<m.
12. Desarrolle la funcién dada en serie de Fourier:

a) f(z)=x? (0,27)
b) f(x) =z +1, (0,1)

13. Sea F la serie de senos de Fourier generada por f(z) =2+ 1 con 0 < z < p.

a) Represente graficamente la funcién F en [—2p, 2p].
b) Indique cudnto valen F(—p) y F(3p).

¢) Dé férmulas para calcular los coeficientes de Fourier correspondientes a la serie de
senos de Fourier de f.

14. Dada la funcién f por

1
5 O<z<1;
=1 2] )
f(z) {1‘2, 1<z <2

a) Plantee férmulas para los coeficientes correspondientes a una serie de Fourier generada
por f.

b) Si F' es una serie de senos de Fourier generada por f, indique cudnto valen:

F2),  F(-1), F <5> .

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

15. Utilice separacién de variables para encontrar, de ser posible, soluciones producto para la
ecuacion diferencial parcial dada.
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16. En los siguientes casos, clasifique la ecuacion diferencial dada como hiperbdlica, parabdlica
o eliptica.
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a) @Jra?aeraT;?:o‘
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b) Bz + 5+ 55 =0

c) g:;+6({il;/+9gzg—0.
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d) g;—l—gyZ:u.
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17. Una varilla de longitud L coincide con el intervalo [0, L] en el eje . Establezca el problema
con valores en la frontera con temperatura u(zx,t) en cada caso:

a) El extremo izquierdo se mantiene a temperatura cero y el extremo derecho estd ais-
lado. La temperatura inicial es f(x) en toda la varilla.

b) El extremo izquierdo se mantiene a una temperatura ug y el extremo derecho se
mantiene a una temperatura u;. La temperatura inicial es cero en toda la varilla.

0? 0
18. Resuelva la ecuacion de calor ka—z = 8—1;, 0 <ax < L,t >0, sujeta a las condiciones
x
dadas:

1, 0<ax<L/2;
0, L/2<z<L
b) u(0,t) =0, u(L,t)=0,t>0; u(z,0) =x(L —x),0 <z < L.

0) u(0,1) = 0, u(L,t) = 0, t > 0; u(x,0) = {

19. Encuentre la temperatura u(z,t) en una varilla de longitud L si la temperatura inicial es
f(x) en toda la varilla y si los extremos z = 0y x = L estén aislados.

. z, 0<z<l;
20. Resuelva el problema anterior para el caso L =2y f(z) = { 0, 1<z<2
. 2 Pu  u . .
21. Resuelva la ecuacién de onda a 92 = o 0<x < L,t>0, sujeta a las condiciones
x

dadas:
a) u(0,t) =0, u(L,t) =0, ¢t > 0; u(z,0) = i:):(L —x), %’t:{] =0,0<z<L.
b) w(0,t) =0, u(L,t) =0, t > 0; u(z,0) =0, ;o = (L —z),0 <z < L.

22. Resuelva el problema de calor kuz, = u, 0 < x < 1, ¢ > 0, sujeto a las condiciones (no
homogéneas) dadas:

a) u(0,t) =100, u(1,t) =100, t > 0; u(z,0) =0, 0 < z < 1.
b) u(0,t) = ug, u(1,t) =0,t > 0; u(z,0) = f(x),0 <z < 1.



Ejercicios tomados en examenes

23. Considere la funcién f dada por f(z) =z, 0 <z < 7.
a) Extienda f al intervalo —m < & < 7w de modo que f sea impar en dicho intervalo.
Grafique.
b) Halle la serie trigonométrica de Fourier para dicha funcién.

¢) Indique condiciones de convergencia para una serie de Fourier y analice si esta funcién
las cumple o no.

24. Indique si la familia ortogonal de funciones {cos "% n=1,2, 3} es 0 no completa en

[0, 2p]. Justifique.
25. Sea la funcién f dada por

0, si0<zxz<1,
f(x)_{ 1, sil<z<2

Se sabe que

2 2 2 (_1)71 -1
lde =1, cos(nmz)dr = 0, sen(nrx)dr = ——,
1 1 1

nm

/12 COS (%) dr = —% sen <%) 7 /12 sen (?) dr = —% ((—1)” — cos (%)) )

a) Escriba la serie de Fourier, la serie de cosenos y la serie de senos generadas por f. Para
justificar su respuesta, plantee las formulas para hallar los coeficientes necesarios; no
hace falta que calcule las integrales si aparecen en la lista de més arriba.

b) Dé los valores de cada una de estas tres series evaluadas en -2.
¢) Indique, para cada una de las funciones definidas por las series anteriores, si se trata

de una funcién continua en x = 4 o no, justificando su respuesta.

26. Dada la funcién f(x) = €*, 0 < = < 7, y conociendo las antiderivadas en (1)-(4) (no
necesita calcularlas):

a) Exprese la serie de Fourier generada por f.

b) Indique cudnto valen las series de Fourier, de senos y de cosenos (son tres series)
cuando las evalia en x = 27.

c¢) (agregado al TP en 2022) Indique cudnto valen las series de Fourier, de senos y de
cosenos (son tres series) cuando las evalia en = 2007 y en z = 1117.

/ ¢® cos(2nz) dz = Wi -(2n sen(2na) + cos(2na)) (1)
/ ¢ sen(2nz) dz = ijil(sen(znx) _ 9ncos(2nz)) @)
/ ¢ cos(nz) - n;i (nsen(na) + cos(na)) 3)
/ " sen(na) _ nfi (sen(nz) — n cos(na)) (4)



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Considere la funcién f dada por f(z) =22 0 <z <.

a) Extienda f al intervalo —m < & < 7w de modo que f sea impar en dicho intervalo.
Grafique.

b) Halle la serie trigonométrica de Fourier para dicha funcién.

¢) Indique condiciones de convergencia para una serie de Fourier y analice si esta funcién
las cumple o no.

Considere la funcién f : [-m, 7] — R dada por

fz) = 0, si —m<ax <0
| T, si0<zx<m.

Represente graficamente a esta funcion y halle la serie trigonométrica de Fourier para dicha
funcién. Indique condiciones de convergencia para una serie de Fourier y analice si esta
funcién las cumple o no.

2

Considere la funcién dada por f(x) = 10z — z* en el intervalo [0, 10].

a) Plantee el desarrollo en serie de senos de Fourier de f. Para ello especifique (sin
necesidad de resolver) claramente las integrales necesarias, y luego exprese la serie
pedida.

b) Indique, justificando su respuesta, si la serie obtenida es o no convergente al valor de
la funcién f en x € [0,10]. En caso de no ser convergente en algunos valores x, debe
indicar claramente a qué valor converge la serie obtenida, si es que lo hace.

c¢) Represente graficamente en el intervalo [-10,10] la funcién obtenida (serie de Fou-
rier).

Considere el problema dado por
0%u _ Ou
or? Ot
u(0,t) = u(10,t) = 0, t > 0; u(x,0) = 10z — 22, 0 < x < 10,
en el que u representa la temperatura en cada punto de un alambre de longitud 10 (uni-
dades), en cada instante t. Haga un planteo para encontrar una solucién a este problema,
justificando su respuesta.

Si f:[0,L] — R estd dada por f(x) = z,

a) plantee féormulas para los coeficientes de la serie de Fourier generada por f.

b) Si F es la funcién definida por la serie de Fourier generada por f, indique cudnto vale
F(L).

Halle la serie de Fourier generada por la funcién f definida en [0, 2], dada por f(z) =0 si
0<z<lyf(r)=1sil<z<2

Supongamos que f es una funcién continua en el intervalo (0, L), L > 0. Consideremos
la extensién impar de f y llamemos F' a la serie trigonométrica de Fourier generada por
dicha extension.

a) Para cualquier funcién f continua definida en (0, L), plantee férmulas para hallar los
coeficientes ag, a, vy b, que corresponden a la serie de Fourier F' buscada.



b) Para el caso especial en que f estd dada por
flx)=2*-1,0< 2 <L,

indique cudles son los siguientes valores: F(0), F(—L) y F (%L)

¢) Enuncie el teorema de convergencia de series de Fourier.

34. Sea f la funcién definida en (0,2k) por f(z) =k, si0O <z < ky f(z) =2k —=z, sik <
x < 2k. Sabiendo que:

1 [ 3k
1 - dz = 2.
W [ reie=5
1 [ T nmw n
(2) %, f(z) cos (%) de = 2.3 (0057—(—1) ),
1 [ nw 4k nm 2k
@) | Sysen (TG ) de = 5 sen

a) (10 puntos) Exprese la serie de cosenos de Fourier generada por f y, si usa férmulas
de las anteriores, indique claramente cual o cudles usa.

b) (10 puntos) Exprese la serie de senos de Fourier generada por f y, si usa férmulas de
las anteriores, indique claramente cuil o cudles usa.

¢) (10 puntos) Exprese la serie de Fourier generada por f y, si usa férmulas de las
anteriores, indique claramente cudl o cudles usa.

d) (15 puntos) Indique si alguno de los siguientes graficos corresponde a la serie de
cosenos de Fourier generada por f, si alguno corresponde a la serie de senos de
Fourier generada por f y si alguno corresponde a la serie de Fourier generada por f.

Justifique.
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35. Sea f(x) =, 0 < x < L, para cierto L > 0. Para cada una de las siguientes afirmaciones
indique si es verdadera o falsa. No es necesario que justifique sus respuestas en este
ejercicio.

a) |:| La serie de cosenos de Fourier generada por f coincide con la serie de Fourier
generada por la funcién g definida en (—L, L) por g(z) = |z|.

b) |:| El coeficiente ag correspondiente a la serie de Fourier generada por la extensién

2 L
impar de f se calcula mediante la férmula: ayp = I / f(z)dz.
0

c) |:| La serie de Fourier generada por f es una funcién periddica de periodo L,
definida en R.

d) |:| La serie de Fourier generada por f, digamos F, verifica: F(0) = F(2L) y
F(3)=f(%).

36. Indique en cada caso si la afirmacién dada es verdadera (V) o falsa (F), justificando su
respuesta.

a) |:| Sea F' la serie de cosenos de Fourier asociada a f(z) =z + 1 con 0 < z < p,
entonces F(z) # |z + 1| en algin punto de (—p, p).

b) |:| Sea F la serie trigonométrica de Fourier asociada a f(z) = 3 en (—p,p).

Entonces F(x) = f(x) para todo z en (—p,p).

c) |:| Si f es una funcién definida en [0, L], los coeficientes de la serie de senos de
Fourier generada por f son ag, a, v by, n =1,2,..., donde ayg = %fOL f(z)dx = 0.

d) |:| Sea F la serie trigonométrica de Fourier asociada a f(z) = 2® en (—p,p).
Entonces F(3p) = p>.

e) |:| Dada la funcién f definida en (0,L) por f(z) =0si0 <z < £y f(z) = 1si
% < x < L, la serie de cosenos Fourier generada por f evaluada en L vale %

Ejercicios seleccionados: lab, 2b, 3, 4ad, 8, 10b, 11a, 12a, 13, 15, 16.



