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UNIDAD 2 - ROBOTICAI
Modelo Dinamico de Robots

e Caracterizacion de los modelos dinamicos.
» Modelo Dinamico directo e inverso.
» Modelos dinamicos de robots.

 Modelo dinamico.
 Formulacion de Newton-Euler.
» Formulacion de Lagrange.
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Modelo Dinamico del Robot

Curvas de Torque y Potencia
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CINEMATICA
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Coordenadas .
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Cinematica Inversa

CINEMATICA INVERSA: Permite obtener la configuracion del robot para




U2- Modelo Dinamico del Robot
CINEMATICA DINAMICA

Solo se consideran las posiciones Considera la aplicacion de Momentos de

estaticas y de movimiento sin torsion y fuerzas en las articulaciones de

considerar las fuerzas que acttian. 08 éslabones. Los movimientos se
deben a Fuerzas Externas aplicadas por

los actuadores en las articulaciones.

PROBLEMA QUE PLANTEA LA DINAMICA

Conocido un punto de trayectoria (posicion, velocidad y aceleracion)

Se necesita encontrar el momento de torsion de Ila articulacion
a aplicar (Dinamica Inversa)

Se necesita calcular como se movera el mecanismo al aplicar el
Momento de Torsion. Es decir, calcular el movimiento resultante del
robot (posicion, velocidad y aceleracion) (Dinamica Directa),




Servomotores eléctricos
de las articulaciones 4,
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Estructura de acero
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Relaciona matematicamente

* La localizacion del robot definida por sus variables articulares o
localizacion de su extremo y sus derivadas: velocidad y
aceleracion.

 Las fuerzas y pares aplicados en las articulaciones o extremo
del Robot

* Los parametros dimensionales del robot: longitud,
dimensiones, masa e inercias de sus elementos.

FACULTAD DE INGENIERIA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE CUYQ



U2- Modelo Dinamico del Robot El Modelo Dinamico

Utilidad del modelo dinamico de un robot

» Permite realizar simulaciones del movimiento real del
robot.

» Permite disenar y evaluar la estructura mecanica del
robot.

» Permite dimensionar los motores y actuadores que
utilizara el robot.

» Permite disenar y evaluar el control dinamico del robot.

A medida que el numero de grados de libertad aumenta, el
planteo y obtencion del modelo se complica :

*Por este motivo no siempre es posible obtener un modelo dinamico
expresado de una forma cerrada.

*El modelo dinamico debe ser resuelto de manera iterativa mediante
la utilizacion de un procedimiento nhumerico.




Modelo Dinamico del Robot

Modelo dinamico directo: expresa la evolucion temporal
de las coordenadas articulares y sus derivadas, en funcion
de las fuerzas y torques que intervienen.

Modelo dinamico inverso: expresa las fuerzas y torques
que intervienen, en funcion de la evolucion temporal de
las coordenadas articulares y sus derivadas.

Dinamica Inversa
Evolucion de las Fuerzas y torques que
coordenadas articulares intervienen en el
y Sus derivadas movimiento

(.. i) ([, m)

» ¢ Qué relacion tiene el Modelo Dinamico con el Modelo Cinematico ?

» ¢Existe un unico resultado de aplicar la Dinamica Directa?

» ¢ Lo mismo ocurre para la Dinamica Indirecta?




Modelo Dinamico del Robot

Valores de las Cinemitica directa Pasicin y orientacion
coordenadas articulares *  del extremo del robot
(I'.]l, E|l, q3, q4! q5 y qE} i (Ii"ﬁllﬂ:ﬁi'f}

Cinematica inversa

Tipos de "7l | Angulos de rotacion
Articulacion y/o desplazamiento
de las articulaciones
Posicion y  e—
orientacion del \
efector final 1 . |
Efector final \
\

Dimension
de los
elementos

e

Dinamica Inversa
Evolucion de las Fuerzas y torques que
coordenadas arficulares intervienen en &l

y Sus dervadas mavimiento

({]?.f};.i.;[r) (f1.70)




Modelo Dinamico del Robot

DUINVAIMIIGA = MODIEILO IDINAMIIKGO

Valores de las Cinematica directa

w

coordenadas articulares

(91, 92,03, 04,95y a6) |4

PROGRAMA

Punto Origen-Destino
(x,y,z, angulos)

Tipo /Trayectoria
Tiempo

Posicion y orientacidn
del extremo del robot

(xy.zaBy)

Cinematica inversa

Dinamica Inversa
Evolucion de las
coordenadas articulares

y sus derivadas

( (h. f}'?. ff.‘)

1=

Velocidad y
Aceleracion Max
En Articulaciones

MODELO
CINEMATICO

Trayectoria Articular
(tiempo)
Singularidades

MUESTREO

GENERADOR
DE
TRAYECTORIA

Fuerzas y torques que
intervienen en &l
movimiento

= CONTROL
{ / I ir]

DINAMICO




Modelo Dinamico del Robot DINAMICA = MODELO DINAMICO

CONTROL PROGRAMA

Punto Origen-Destino
(x,y,z, angulos)

Tipo /Trayectoria
DINAMICO Tiempo

CONTROL

CINEMATICO

Velocidad y
GENERADOR Aceleracién Max

Control Cinematico: DE En Articulaciones
Da las Trayectorias que podrian ajustarse mejor al modelo.

ot R iy = >>'|  TRAYECTORIA MODELO
En la Practica No es posible por la Dinamica Desconocida CINEMATICO
(inercias, rozamientos, huelgos....)
No se puede Relacionar Ialq deseada (t) vs. la  real (t) Trayectoria Articular

(tiempo)

Control Dinamico: Singularidades

Permite que la Trayectoria que realiza el Robot sea similar a
MUESTREO
la deseada| ((] real (t) = (] deseada (t) )

Se Necesita Conocer

EL MODELO DINAMICO Y EL CONTROL CONTROL

DINAMICO




Modelo Dinamico del Robot

Tipos De Trayectoria

Trayectoria Parabdlica /_\

Trayectoria Circular O
Trayectoria Eliptica ©

Trayectoria Rectilinea

Trayectoria Irregular

e X

Posicion y
Orientacion del

Angulos y/o
desplazamientos
de articulaciones

P

Parimetros de los elementos y
de las articulaciones

efector final

-

DUINVAIMIIGA = MODIEILO IDINAMIIKGO

CONTROL

?

CONTROL

?

CINEMATICO

DINAMICO

Dinamica Inversa
Fuerzas y torques que
Intervienen en &l
movimiento

Evolucion de las
coordenadas articulares
Y Sus derivadas




U2- Modelo Dinamico del Robot MIOIDEILO [DINAMIKCO

CONTROL Especificaciones

Punto final

Tiempo de tarea
Perfil de velocidades
Precision

CINEMATICO

Planificador de
trayectorias

-
Cinematica inversa

Velocidad y aceleracion
maxima de la articulacién

Trayectorias para las
Articulaciones g.(kT).

Control Dinamico

Trayectorias punto a punto: Cada articulacién evoluciona desde su posicion inicial
a la final sin considerar la evolucion de las demas articulaciones. Los Actuadores
trabajan independientemente.

Trayectorias coordinadas o isécronas: Evitar que los Actuadores trabajen
forzando sus velocidades y aceleraciones, teniendo que esperar a la articulacion
mas lenta, Objetivo: Invertir el mismo tiempo en el movimiento. Los Actuadores
finalizan simultaneamente

Trayectorias continuas: La trayectoria que sigue el extremo del robot es conocida
por el usuario. Es preciso calcular de manera continua las trayectorias articulares.




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO

CONTROL

Control Dinamico DINAMICO

Justificacion: El control cinematico selecciona trayectorias que idealmente
debera seguir el robot, Se ajusta lo mejor posible a las especificaciones del
movimiento dadas por el usuario.

En la practica este ajuste del movimiento del robot a las especificaciones del
usuario no sera del todo posible, pues las caracteristicas dinamicas del robot
(inercias, rozamiento, holguras, etc.) impiden que las trayectorias real y
deseada coincidan

Objetivo del Control Dinamico

Procurar que las trayectorias realmente seguidas por el robot g(t) sean lo mas
parecidas posible a las propuestas por el control cinematico como trayectorias
deseadas qd(t). Para llevar a cabo esa tarea se hace uso del conocimiento del
modelo dinamico del

robot y de las herramientas de analisis y disefo aportadas por la teoria del
Control.




U2- Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAM

« ¢Qué es la Dinamica de un Robot?

— Respuesta a: ¢ por qué se mueve?
— Estudio de las causas del movimiento

— Estudio de las fuerzas y torques y su efecto en el

movimiento
f =mx X m’ masa
f —— X: posicion
Segunda ley de m f fuerza
Newton
r=J0 A ‘ J: momento de inercia
N >
Segunda ley de ) 6(t) 6: angulo
Euler T ' : T: torque (momento)

Dinamica: expresiones de segundo orden




U2- Modelo Dinamico del Robot

MIODELO DINAMICO

La Dinamica en Robots establece la relacion entre:

Fuerzas
generalizadas
sobre el robot: (7)

T

L
—
Fuerzas generalizadas:
= Tarticular torques en las
articulaciones (motores)
- Towemos. fUErZas/torques aplicados

por o sobre el entorno (mediante
alguna parte del robot)

<=

externos ... .

Movimiento del Robot:
q(1), q(1), q(1)

ot
< EI" Tarticular
_
‘e

Movimiento del robot:
- Trayectoria articular

- Trayectoria Cartesiana
(del efector final)




U2- Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO

Modelo Dinamico de un Robot

* Modelo dinamico (en el espacio articular q):

M(q)q+C(q,9)q+8(q)=T <«— Ssegundo orden

donde: (. Coordenadas articulares generalizadas ' \.\)‘
M (q): Matriz de masa o inercia a,-_;..‘ '
C(q,f;): Fuerzas centrifugas y de Coriolis «
£2(q): Fuerzas de gravedad o«

« Para modelar dinamicamente un robot se necesita:
— Encontrar M, C, G porque definen el modelo dinamico del robot
— Modelo dinamico permite control y simulacién
— Queda establecido para las las Trayectorias del movimiento planificado.




Médée BrlwiRirdeieprish dtobot

r=D(q)§+C(q,9)q + G(q)

Para un robot “Real” las
ecuaciones dinamicas
pueden ser
considerablemente
complejas

Dinamica Inversa
Evolucion de las Fuerzas y torques que
coordenadas articulares Intervienen en &l

Y Sus derivadas movimiento

((ﬁ.(’]r. f'j‘r) (Fi.h




U2- Modelo Dinamico del Robot

MODELO DINAMICS

Dinamica Inversa

Determina los torques y/o fuerzas (1) necesarios para realizar un

movimiento deseado (q)

qd (t)n qd(t)n iid(t) Td (t)
Movimiento Torque/fuerzas
deseado

e AnlirariAn nrincinal: ~rantral

Dinamica Inversa

Evolucién de las
coordenadas articulares
Y §US Gervadas

( (h. flj.‘. f[r)

Fuerzas y torques que
intervienen en el
movimiento




U2- Modelo Dinamico del Robot MOIDELLO DINAIMICGC
Dinamica Directa

Aplicar torques/fuerzas (1) y obtener el movimiento del robot (q).

Dindmica Inversa

7,(?) G, (t) Evolucion de as Fuerzas y lorques que
i - o -2 : coordenadas articulares intervienen en ¢l
()= : — q(t) = > Y 508 erivadas movimiento
7, (t) qn (f) ((]:.f]r.f/.‘)
entrada salida

n grados de libertad

» Aplicaciéon principal: Simulacion Dinamica
Se usa el modelo dinamico directo y se integra numeéricamente las ecuaciones
diferenciales

( . )
() —o Modelo 1 q@) |n’tegrac:ic’)n\| S q?)
dinamico numerica q
\_ directo g ’ )

simulador dinamico




Modelo Dinamico del Robot DINANMICA NMODELOC DINAMICO
El MODELO DINAMICO

Para un numero mayor de grados de libertad en un robot, deben considerarse otros
aspectos de valoracion, fuerzas de inercia y gravedad, fuerzas de Coriolis debido a
la interaccion, movimiento relativo existente entre los elementos, ademas de las
fuerzas centripetas que dependen de la posicion del robot.

Este planteo requiere de mayor formulacion y variables que hacen muy compleja la
solucién por este método. Solo es util para uno o dos grados de libertad de un

robot. = :
T=MO@)E + VO, 0) + G(O)

Dinamica Inversa
T =D(gq)qg + C(q, q)q + g(q)

El modelo dinamico completo de un robot debe incluir no solo la
dinamica de sus elementos (barras o eslabones), sino la dinamica de
sus sistemas de transmision, de los actuadores y sus equipos
electronicos de mando.

»

» Estos elementos incorporan al modelo dinamico nuevas
inercias, rozamientos, saturaciones de Ilos circuitos
electronicos, etc. aumentando aun mas su complejidad.




Modelo Dinamico del Robot DE LA
El MODELO DINAMICO

En Mecanismos reales es comun la
interaccion de elementos moviles con

EFECTOS DE FRICCION .
una fuerte presencia de fuerzas de

EN LOS ROBOTS - :
friccion que es considerable.

‘ Influencia equivalente al 25%
del momento de torsion

Friccion Viscosa, donde el
momento de torsion es

| i iccion Viscosa T .5, = VA
proporcional a la velocidad del Friecion Visco riccion =
movimiento de la articulacion "
Friccion de Coulomb, que es SE SUMAN
constante solo que se debe
considerar el signo en la

. . . s T Fle r.; — ( -|i. J” ﬂ':
velocidad de la articulacion Ericcion de Coulomb 7 c<ién gn(




D Fel'/\-’F F’ |'(€_'}

-
-
-
%

e Caracteristica de friccion, modelo estatico.

e La Friccion es un fendomeno fuertemente no lineal dificil de modelar que
degrada el comportamiento de los robots manipuladores

Torque Torque

e

F.= 5

Velocidad Velocidad




Modelo Dinamico del Robot mm SRICE

MODELOS DE MODELOS DE
ROZAMIENTO ROZAMIENTO
ROZAMIENTO ESTATICO O ROZAMIENTO ROZAMIENTO VISCOSQ O DINAMICO:

SECO: Esfuerzo que se opone a que empiece a esfuerzo proporcional a la velocidad.
I e "
fr = k, signo(v) e / g
MODELOS DE
ROZAMIENTO

Composicion de los dos anteriores

fr = k, signo(v) + ky.v fﬁ/




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO
MODELO DINAMICOS INVERSOS

1. Newton-Euler

2. Lagrange o Lagrange-Euler
3. Formulacioén de d’Alembert.
4. Gibbs-Appel

5. Walker-Orin

2(t) = D(3() - 4(t) + H(G(®), (1)) + C(3()) + - 4(t) + F; - sign () ) + 7o(t)

4

Representa las fuerzas generalizadas
aplicadas como entradas a las
articulaciones del sistema.

MODELO DINAMICOS DIRECTOS

1. Método de Resolucion por Sistemas Lineales,
2. Método de Walker & Orin. B _
3. Formulacion de Gibbs-Appell. q=f(g.9.1.1.)




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO
MODELO DINAMICO DIRECTO

Aunque no es la parte mas desarrollada dentro de la dinamica de un sistema
robdtico, la obtencidén de una solucién es fundamental si se desean realizar tareas
de simulacion en pos de definir el movimiento del sistema robético a partir de unos
pares predefinidos. Esta solucién implica una integracion de las aceleraciones para
dar lugar a las coordenadas articulares para cada instante y, ademas, precisa
conocer la dinamica inversa previamente.

Método de Resolucion por Sistemas de Ecuaciones
A partir de un modelo dinamico ( caso de 6 articulaciones) se puede
modificar la representacion con ecuaciones de la forma

k, = —

ZZ6

- ki =mgaszgs + msysa,

Te(t) = kyoffy () + koo (t) + kayGa(0) + - ks = msysas; + mgzga;

T1(t) = kiG1(t) + k2o (t) + kaga(t) + -

Se obtienen un total de 6 ecuaciones con 26 constantes ( por
simplificacion).

Estas expresiones se resuelven empleando procedimientos
de resolucion de sistemas de ecuaciones.

q=1(9:4.1. 1)




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO

MODELO DINAMICO DIRECTO
Método de Walker & Orin

Para poder simular la formulacion de la dinamica hacia delante, directa o
integral, dando asi el movimiento de las articulaciones en términos de los pares
realizados en los actuadores, se necesita hacer uso del modelo dinamico del
sistema robatico.

Walker y Orin (Walker, et al., 1982) han descripto varios métodos para
calcular la dinamica directa de una cadena cinematica abierta utilizando la
formulacion de Newton-Euler (o lo que es lo mismo, del modelo dinamico).

El método comienza resolviendo la ecuacion general del robot. De ésta, se puede
observar que las fuerzas y pares resultantes de las articulaciones son funciones
lineales de las aceleraciones articulares:

#(2) = D(d(®) - 4(6) + H(G(®), (G(©))) + C(d(®) + F, - 4(2) + E, - sign (4(2) ) + 7p(2)

Si se define un vector B(3(2),4(2),1) = H((2),4(6)) + C(3()) + F, - 4(6) + F, - sign (4(2)) + Fo(1)
Cor_nblnando las expresiones se obtienen las 30) = D (GO)F® - BG©,30,0)
variables

4=f(2.4.1.1.)




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO

MODELO DINAMICO DIRECTO
Método de Gibbs-Appell

utilizado las ecuaciones de Gibbs-Appell,
ecuaciones que fueron introducidas por Gibbs en 1879 v
formalizadas por Appell veinte afios despues. Estas ecuaciones
constituyen, a pesar de su relativa poca utilizacion. una de las
formmulaciones dinamicas mas simples. Esta permute expresar las
ecuaciones del robot de forma lineal con respecto a los
parametros dinamicos, lo cual es sumamente conveniente para la
identificacion de los nmusmos. Ademas proporcionan otras
ventajas muy interesantes como, por ejemplo, permutir la Las ecuaciones de la dinamica de
mclusion del efecto de la dinammca de los actuadores de una Gibbs-Appell parten de la
forma simple v directa definicion de la funcion de Gibbs

G(G(1), 4(0),d(), £) = 247 (OD(4(0)) - §(e) + ET4(2) + F(3 @), 4(2), )

Las ecuaciones de Gibbs-Appell se obtienen derivando parcialmente la
funcion de Gibbs con respecto a las aceleraciones generalizadas:

° _6(5(0),7(0).3(),£) = Q; = p(3(0) - 7(e) + E = Q;

@d(t)
q=f(g.9.1.1.)




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO
MODELO DINAMICO INVERSO

FORMULACION DE D'ALAMBERT

El Principio del Trabajo Virtual representa un método de analisis que engloba
el concepto del trabajo virtual y el Principio de d’Alembert, mediante los
cuales se formulan directamente las ecuaciones dinamicas de manera
conjunta para todo un sistema y no particula a particula.

Si bien esta caracteristica también se presenta con la Formulacion de
Lagrange, el principio del trabajo virtual no involucra los inconvenientes
presentes cuando las coordenadas generalizadas no son libres,
representando asi el método mas eficiente en el analisis de robots
paralelos.

Desplazamientos Virtuales

Donde
OW Trabajo Virtual

—

Q; representa el vector de fuerzas generalizadas I-ésimo v la variable —
SRR -+

oT; hace referencia al de desplazamientos virtuales.




U2- Modelo Dinamico del Robot DINAMICO
MODELO NEWTON - EULER

El estudio dinamico de un sistema robatico es el estudio del movimiento de dicho
mecanismo Yy la dinamica de un mecanismo cualquiera que representa el calculo de
las fuerzas y pares de todas las articulaciones del sistema mecanico para todo
instante de tiempo. A diferencia de la cinematica, la dinamica analiza los movimientos
del robot teniendo en consideraciéon pesos e inercias y, por ende, toma en cuenta
los valores de fuerzas y pares que aparecen durante el movimiento.

o) N La dinamica se basa fundamentaimente en el
m=g, = LF(t) planteamiento del equilibrio de fuerzas establecido
+@(0) x (18(D) = T(2) en _Ia 22 Ley de Ngw_ton y la Ley_’de Euler (su

equivalente para movimientos de rotacion):

da(t)

I
dt

IMPORTANTE

Este método encuentra su aplicacion generalmente en el analisis
de robots seriales, ya que para el caso de robots paralelos genera
un gran numero de ecuaciones y por ello

representa un método muy poco eficiente (Cisneros Limon, 2006).




U2- Modelo Dinamico del Robot DINAMICO
MODELO DE LAGRANGE

La Formulacion de Lagrange-Euler es un metodo comprendido dentro de la
llamada dinamica analitica, la cual consiste en una serie de técnicas basadas
en el tratamiento puramente abstracto y analitico de los sistemas mecanicos.
Este método fue formulado por Joseph Louis Lagrange y tiene la ventaja de
dejar fuera del analisis las fuerzas de contacto mediante la definicion de

coordenadas y fuerzas generalizadas.

PLANTEO DEL METODO.
Puesto que este método se basa en el Principio de Conservacion de la Energia, la

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

cinética K(q:(t).t) v potencial V(g:(t),t) de un sistema

L(g(),6:(t), ) = K(@,(t),t) - V(a, (), ) 430 op

dtdq, dq,
P=k-u

K(4:(0).8) =5 2 (PL(0m g, () + 0T, (0)F10,,:(1))




U2- Modelo Dinamico del Robot

MODELC DINAMICO

Métodos para Calcular la Dinamica

Euler-Lagrange

(basado en energia)

Energia cinética: T
Energia potencial: U

 Ecuaciones en forma simbolica

* Apropiado para:
- Estudio de propiedades dinamicas
- Analisis de esquemas de control

Newton-Euler

(basado en balance fuerzas/torques

m

7
’ Fuerzas: f
i Momentos: m

m

Ecuaciones en forma numeérica (recursiva)

Apropiado para:
- Dinamica inversa en tiempo real
- Implementacion de esquemas de control




Obtencion del modelo dinamico |

— T

Formulacion Lagrange-Euler Formulacion Newton-Euler

Se basa en el balance de energia a Se basa en efectuar un balance

través del lagrangiano. Permite de fuerzas y momentos o pares
describir la dinamica del robot existentes. Para ello, se formulan
considerandolo como una  caja las ecuaciones que describen el

negra y teniendo en cuenta la movimiento lineal y angular de
energia almacenada en términos cada eslabon del robot.

de energia cinética y potencial.

Lagrangiano  L(¢.q) 5K(¢.9)-U(g) Newton Euler

F:m*:f T:I;v+wx Iw
d| éL | ¢L Z = Z ()

Ecuacion de movimiento E T =T
aq 4

=%
0

i U%ﬁﬂgﬁ%ﬁ Autor: Alessandro De Luca




Modelo Dindmico del Robot MODELO DINAMICO
PLANTEOS DE MODELOS DINAMICOS

e

CULTAD DE INGENIERIA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE CUYO




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO

- MODELO MONOARTICULAR EFECTO
1GDL R 1GDL T 1GDL T GRAVEDAD (G)
' Fa- &
| EFECTO

- SIN GRAVEDAD
MODELO MULTIARTICULAR

2GDL R+R 2GDL R+R 2GDL R+T 2GDL T+T

whabon

¥
‘r
A
py

3GDL R+R+R 3GDL R+T+T
-,

i
. Antebrazo
i &;
a0 = %
8
L




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO
MODELO NEWTON - EULER

El estudio dinamico de un sistema robético es el estudio del movimiento de dicho mecanismo y
la dinamica de un mecanismo cualquiera que representa el calculo de las fuerzas y pares de
todas las articulaciones del sistema mecanico para todo instante de tiempo. A diferencia de la
cinematica, la dinamica analiza los movimientos del robot teniendo en consideracidon pesos e

inercias. Toma en cuenta los valores de fuerzas y pares que aparecen durante el movimiento.

di(t) o7 La dinamica se basa fundamentalmente en el
planteamiento del equilibrio de fuerzas
. ] p establecido en la 22 Ley de Newton y la Ley de
T(t) = —(I@) = | wmﬂﬁ(t)x(l&](t)) Euler (su equivalente para movimientos de
rotacion).

Tw 4+ w x ([Tw)
Ley de Euler que define la sumatoria de momentos como la derivada temporal del momento
angular (producto de la matriz de inercias por la velocidad angular del cuerpo) siempre
refiriendo las magnitudes vectoriales a un sistema inercial.

Donde: m es la masa del elemento, que se supone concentrada en un punto llamado centro
de masas, v es la velocidad lineal de este punto. | representa la matriz de inercias respecto
al centro de masas, @ 3s la velocidad angular y @ la aceleracion angular del elemento

IMPORTANTE. Este método encuentra su aplicacion generalmente en el analisis
de robots seriales. Para el caso de robots paralelos genera un gran niumero de
ecuaciones y por ello representa un método poco eficiente (Cisneros Limon, 2006).




Modelo Dinamico del Robot DINAMICO
MODELO DINAMICO NEWTON - EULER
CASO A - MODELO MONOARTICULAR

d*e L
T= IF + Mglcost =|ML"8 + MgLcost

Momento dinamico por la aceleracion
articular mas el momento estatico del
sistema .

La obtencién del modelo dinamico se basa fundamentalmente en el
planteamiento del equilibrio de fuerzas establecido en la segunda ley de
Newton, o su equivalente para movimientos de rotacion, la denominada
ley de Euler

MODELOC DINAMICO NEWTON - EULER

se basa en el planteo del
Equilibrio de Fuerzas




U2- Modelo Dinamico del Robot CONCEPTOS PRELIMINARES
MODELO NEWTON - EULER

Newton-Euler se basa principalmente en 3 leyes de la mecanica clasica

1. Toda accion tiene una reaccion igual v de sentido contrario. Si el eslabon 6 ejerce
un par 7 v una fuerza f sobre el eslabon 5, entonces el eslabon 5 ejerce un par —7
vy una fuerza —f.

2. La derivada del momento lineal aplicado al centro de masas es igual a la suma de
fuerzas aplicadas sobre el eslabon.

3. La derivada del momento angular de un eslabén es ignal a la resultante de todos los
pares aplicados sobre dicho eslabon.

Se trata de un método recursivo en el que se parte de unas condiciones iniciales
conocidas, como son las velocidades y aceleraciones lineales y angulares del eslabén
0 o base del robot manipulador, para recorrer cada eslabéon desde 0 hasta n
resolviendo las ecuaciones cinematicas correspondientes para las velocidades y
aceleraciones.

Posteriormente, mediante los valores de aceleraciones y velocidades calculados y una
serie de condiciones terminales definidas en el extremo del eslabdén n, relativas a las
fuerzas y pares aplicados en dicho extremo, se recorren los eslabones desde n hasta 0
calculando esta vez las expresiones de fuerzas y pares asociados a cada uno.

Autor: D. PabloAbia (2}
Morén- 09_2020 Unlverslnanu,;\da\laﬂmld
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Estas condiciones podrian ser distintas si el robot manipulador estuviera montado sobre ."_"

nna hase movil, como ocurre en el caso de la Figura 2.2, y por tanto tuviera una velocidad

- distinta de 0 0 una aceleracion lineal no nula. Por ejemplo, fijar una aceleracion ag =

' [0,0,~g|" igual a la aceleracion de la gravedad (con magnitud dada por la variable g de
valor 9.8m/s* y con sentido negativo en el eje z), equivale a incluir el efecto de la fuerzas
gravitatoria de cada vinculo en el termino masa por aceleracion.

FUNDAMENTO

Los valores terminales pueden ser muy variables segin el tipo de simulacion que se Figura 2.2

desee realizar, pero de manera general se considera que no hay ningun par ni fuerza
aplicada en el extremo del robot manipulador en el momento de realizar las simulaciones:

Autor: D. Pablo Abia
Moran. 09-2020

Universidad deValladolid



vector que une el origen del sistema de referencia 5;_; al centro de

masas del eslaban 1.

vector que une el origen del sistema S;_; al origen de S;.

vector que une el origen de 5; con el centro de masas del eslabon 1.
fuerza ejercida por el eslabon i — 1 sobre el eslabon 1.

par ejercido por el eslabon ¢ — 1 sobre el eslabon 1.

masa del eslabon 1.

matriz de inercia del eslabon #-ésimo con respecto a un sistema de

referencia paralelo al S; centrado en el centro de masas

aceleracion absoluta del centro de masas del eslabon 1.

aceleracion del final del eslabdn i, coincidente con el origen de S;4;.
aceleracion de la gravedad expresada en el sistema, S;.

velocidad angular del sistema de referencia S;.

aceleracion angular de S;.

eje de rotacion del sistema coordenado S; respecto de S,

matriz de rotacién de S; respecto de S;y1.

\

Fuerzas y pares ejercidos

Autor: D. Pablo Abia sobre el eslabén i
Moran. 09-2020 UniversidaddeValladalid




Newton-Euler equations - 1

FORCES

center . f. force applied
h from link (i-1) on link i

f,,, force applied

from link i on link (i+1)

Y m.g gravity force
mg / axis i+1
| : (Qis1) all vectors expressed in the

same RF (better RF)

Newton equation f-f.,+mg=m.a_

linear acceleration of ¢,

O S\VENZA Autor: Alessandro De Luca
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3; ORELIMINARES

link i
TORQUES

T, torque applied
from link (i-1) on link i

1., torque applied
from link i on link (i+1)

f,x 1.,  torque due to f, w.rt. ¢ axis i Jaxis i+1

(a) \ ! (Gy)
- f.y X1, torque due to - f,, w.rt. ¢ : _
N all vectors expressed in

the same RF (RF; !!)

) gravity force gives
Euler equation no torque at ¢,

T =Ty + iy g =g xhg =Lo, + 0 x (Ii‘”i ) E

angular acceleration of body;

O S\VENZA Autor: Alessandro De Luca



Forward recursion
Computing velocities and accelerations

® "moving frames” algorithm (as for velocities in Lagrange)

¢ wherever there is no leading superscript, it is the same as the subscript

e for simplicity, only revolute joints (wi = "wi)
(see textbook for the more general treatment) initializations

w; = IR (w1 + ¢izi—1]

= R [Wic1 + Gizic1 — Gizie1 X (Wiz1 + Gizi—1)]
‘_IR;-P [f.bi_l + qizi—1 + Qiwi—1 X zi—l]

"R ai1 + @i X' s wi X (wi X riog)

a; + w; X Tici + Wi X (wi X T'i,ci)

the gravity force term can be skipped in Newton equation, if added here

O S\VENZA Autor: Alessandro De Luca
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Backward recursion
Computing forces and torques

eliminated, if inserted i pe -

fi = fi-l-l + m; (aci - ‘Q) — fNy1 TN

F/TR |

Ti = Tit1 — fi X (Ti—1,i + Tie) T fir1 X750 + Liwi +wi X (Liw;)

from Ei to Ei-1

at each step of this recursion, we have two vector equations (Ni + E) at the
joint providing f; and 7; : these contain ALSO the reaction forces/torques
at the joint axis = they should be next “projected” along/around this axis

- fz’T ‘Zi—1 +miq;  for prismatic joint
U; = _
1‘z T. ,T ‘zi—1 +miq;  for revolute joint

N scalar
equations
at the end

generalized forces add here dissipative terms
(in rhs of Euler-Lagrange egs) (here viscous friction only)

-] U%ﬁﬂgﬁ%ﬁ Autor: Alessandro De Luca



U2- Modelo Dindmico del Robot CONCEPTOS PRELIMINARES
MODELO NEWTON - EULER "

Modelo Recursivo de Newton Euler. Modelo Interactivo (Autor: Alessandro De Luca)

N2

Comments on Newton-Euler method Qi

= the previous forward/backward recursive formulas can
be evaluated in symbolic or numeric form
= symbolic
= substituting expressions in a recursive way

= at the end, a closed-form dynamic model is obtained, which
Is identical to the one obtained using Euler-Lagrange (or any
other) method

=« there is no special convenience in using N-E in this way
= Numeric
= substituting numeric values (numbers!) at each step

= computational complexity of each step remains constant =
grows in a linear fashion with the number N of joints (O(N))

= strongly recommended for real-time use, especially when the
number N of joints is large

“\u! Rﬁ?ﬂ}h{éﬁ Autor: Alessandro De Luca




Newton-Euler algorithm
efficient computational scheme for inverse dynamics

wo,a;(l,, ap—"g (at robot base) umerie steps.

q1

91 —AR fu,m B — v

d1 . |
W1y W1y 0] s *l }

: f277-2

an | ‘
v —AR fiyy —l—uy |

gn

ﬁN l -

WN,WN, AN

(force/torque exchange
IN+1,7N+1 7 environment/E-E)

e ﬁﬁﬂ;ﬂ%ﬁ Autor: Alessandro De Luca
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For illustration purposes, we shall study the planar, two-segment robot manipulator
as shown in Fig. 5.11. The segments of length /1 and /2 may move in the vertical x—vy
plane. their positions being described by angles with respect to the horizontal (x)
axis: t and 0 = ¥ + 2. Actuators at the joints provide torques M| and M>, whose
positive direction is defined by increasing angles, 1.e., along thle positive direction of l-"‘:- :
the z axis of our reference coordinate frame. . N
We now approximate the segments by point masses m and m, at the midpoints
of rigid. but otherwise massless rods (see Fig.5.12). Let r; denote the position of
point mass m with respect to the first joint, which is at the origin of our coordinate
frame. Let ro denote the position of point mass m> with respect to the second joint,
which is at the junction of the two segments.

y vt Fig 5.12. Robot Planar 2 GDL
Fig 5.11. Robot Planar 2 GDL

©

M, x

R()b()tics Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010 f: Springer



x =[ljcosty + [hcos(Py + )
y =l sindy + [ sin(¥ + ).

r ot P - -’
(x —lycos9)? + (y —Lisin9)? =13

24y =1+ 42l costy. |

x| |licost +lacos(dh +1h)
|y T Lsinthy 4 b sin(? + 1)

x=Isindy + Lsin(¥ + )
y=1Icos + lzCOS(I% + 192)

(x—Lsin®) 2+ (y—licosth)> =13
x2+y2 = l|2+l%+2[|12(_‘08192.

- cos(th + th)
2702 sin(d + 1)

-

o J0i[eY Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010  ZARSSHTES
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The working area of such a
manipulator is a ring with inner radius R; = Iy — [ and outer radius R, = 1) + 1. It
is our aim to find the ratio of the segments lengths /1 and /; resulting in the largest
working area at constant collective length of both segments R,. The working area of

the described two-segment robot manipulator is 0 i

R} = (I, —)* = (2l — R,)*

A=nR:—n(2l, - R,)*

dA
a—fl = 2?(:(2:1 — Rg) =0.

Solucién particular: misma longitud

HINileR Autor: T. Bad. M Mihelj. et all
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The point masses m and m> are acted upon by the forces that are transmitted by |
the massless rods, as well as by the force of gravity. Newton’s law claims that the |
vector sum of all the forces acting on a particle is equal to the product of the particle
mass and it’s acceleration. Therefore,

Fi =ma; and F; = moay, (5.31) |
. TN, KT - AT e ™ B W A e B XTI e ™ R
where F; and F; represent the sums of all forces (i.e.. the force of the rod and the force |
of gravity), acting on each of the point masses m; and m,., while a; and a; are their |
accelerations with respect to the origin of the coordinate frame. So, a calculation of

the accelerations amounts to the determination of the forces on the two “particles™.

The position of m; with respect to the reference frame origin, is given by ry,

while the position of mj is given by r = 2ry + r; (see Fig.5.12). The corresponding

Fig 5.12. Robot Planar 2 GDL accelerations are therefore a; = ¥y and a; = ¥, where the two dots above the vector

symbol denote second derivatives with respect to time. Therefore,

aj=7r and a =7 =2F + 1. (5.32)

Now, r; and r; represent rigid rods, so their lengths are fixed. Therefore, these
vectors can only rotate. Let us remind ourselves of basic physics, which says that a
rotating vector describes a particle in circular motion. Such motion may have two
components of acceleration (Fig.5.13, see also Appendix ??). The first component
is the radial or centripetal acceleration a,, which is directed towards the center of
rotation. It is due to the change only of the direction of velocity and is thus present
also in uniform circular motion. It is given by the expression

a, = —a)zl',

o 0i[ey Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010 _ Springer



acceleration, which is directed along the tangent to the circle (Fig.5.13). It is due to
the change of the magnitude of velocity and is present only in circular motion with
angular acceleration ¢ = 6. It is given by

a =o xr, (5.34)

where e« is the vector of angular acceleration, which is perpendicular to the plane
of motion, i.e.. it is along the z axis of our reference coordinate frame. The total
acceleration is obviously

a—=a, +a, = —w'r+a xr. (5.35)

Let us now calculate the second derivatives with respect to time of the vectors r;
and ry. As noted above, each of these derivatives has two components corresponding

Fig 5.13. Vector giratorio r de longitud to the radial and to the tangential acceleration. So
fija, describe un movimiento circular

r= —a)frl +a; xr; and = —w%rz + @2 X 1. (5.36)

The magnitude of the angular velocity @) and the vector of angular acceleration e

of the first segment are
wy =10 and a; =k, (5.37)

where k is the unit vector along the z axis. The angular velocity @, and the angular
acceleration a; of the second segment are

w) = B = 191 — 192 and oy = Uk = (191 — 1'9.2)1(. (5.38)

T

Roboti(s Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010  FARIUSHIILES




Fig 5.11. Robot Planar 2 GDL

<,

Z X

RObOtiCS Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010

— -~ 40 g 2 - - o -
Here we used & = ) + > (see Figs.5.11 and 5.12). The second derivatives of
vectors ry and r, may be written as

n= —w%rl 4+ XTI = —ﬁfrl + 51k X I (5.39)

iHh = —w%rz + 0y X1y = —f}zrz + 0k xr =

: ) . (5.40)
= —(% 4+ h)’r2 + (F) + P2k x ra.

We may now use these expressions to calculate the accelerations of the two point
masses m| and mj corresponding to our two-segment robot. The acceleration a; of
mi is

a; =i = —0r + H(k x r)). (5.41)

The acceleration a> of m» is

a=r=2F +1 =
<5 . . < 9 . " (5.42)
= —2191 r, + 219|(k xry) — (19] -+ !9‘2) r; + (!91 + t"z)(k X r2).
From these accelerations we get the total forces acting on particles m; and m,

Fi =mja; and Fr = mas. (5.43)

We can now calculate the torques of these forces with respect to the coordinate frame
origin

T)=r xF,=r xma, and 12 =rx F2 = (2r; +r2) x mea;. (5.44)

7] Springer



Fig 5.12. Robot Planar 2 GDL X 7 o a =1 = ﬁ, ry + 1'}1 (k X r,)
g s , e W r N 1™ AT T . D
a=r=2r+r =

! = 2071 + 201 (k x 1) — (3 + D)*r2 + (%1 + D) (k x r2)./4

S e e e R e NN

T1=r xFi=rpxma; and 1o =rxF,=02r; 4+ 1) xmay. (5.44)

* Inserting expressions for a; and a; as derived above, reminding ourselves of the

double vector product [a x (b x ¢) =b(a-¢) —c(a-b)], and by patiently doing
the lengthy algebra, we obtain

i

T :mlrf‘l'f‘]k

and
D) =[1'§1 (4m2ri2 + 4moryry cos th + m2r22)+
- ﬁz(mzrzz + 2mariracos th)—
— 0y 024myr ry sin ¥, — x9222m2r| ry sin th |k.

The sum of both torques on the two “particles™ of our system is obviously 7 =
T+ T2

o 0i[ey Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010 _ Springer
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On the other hand, we may consider our two
point masses and two massless rods from a different viewpoint. As a consequence of
Newton’s third law (To every action there is an equal but opposite reaction), we have
a theorem stating that internal torques in a system cancel out, so that only torques of
external forces are relevant. The torques of external forces on our robot system are
the torques of gravity and the torque exerted by the base on which the robot stands.
The torque of the base is equal to the torque M, of the actuator in the first joint. The
sum of these torques of external forces (base + gravity) must be equal to 7| + 72
(derived above), as both results represent two ways of viewing the total torque on
the same system. So

Fig 5.12. Robot Planar 2 GDL

M+ xmg+rxmg=r1,+ 15 (5.46)

With r = 2r; + r; we have the torque of the actuator in the first joint
Mi=11+712—r1r xmg— (2r; +r2) x mg. (5.47)

Remembering that g points vertically downward (i.e., along —y) and inserting the
above results for T, and 7,, we finally get

M, = !-9.1 (mlrf‘ - m2r22 - 4m2rf + 4moryry cos th)+

+ 1'9.2 (m2r22 + 2msryr; cos th)—

— 01 994mar ry sin ¥y — 19222m2r1r2 sin th+
+ mygrycos ¥y + 2mogry cos t + magry cos(y + ).

RObOtiCS Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010
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Fig 5.12. Robot Planar 2 GDL In order to obtain the torque M; of the actuator in the second joint, we will first
consider the total force F acting on the point mass mj. The force F; is a sum of two
contributions. One is the force of gravity mag, the other is the force F; exerted on
my by the massless and rigid rod of the second segment. So

F, = F:.’Z + msg. (5.49)
T T AT B SRR e R WP e TSN D %
To this equation we apply a vector product of r; from the left and obtain

r2 x F2 =ry x F; + 2 x mag. (5.50)

The first term on the right-hand side is the vector product of ry with the force F
exerted on my by the massless and rigid rod. This term is equal to the torque M
of the actuator in the second joint. (Note that the rod may also exert a force on mj
directed along the rod, but the vector product of that component with ry vanishes).
We therefore obtain

M2:l'2 XFz—l‘z X mpg. (5.51)

Substituting mpa for F7 and the expression derived previously for aj, leads to

M, =t (mzrg + 2maryra cos ) + 52"1)!‘%—[—

. 5 . (5.52)
+ 9 2mariry sin ¥y + marag cos(y + ).

o J0i[eY Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010  ZARSSHTES




+ iﬁiz(mzr% —+ 2mar ry COS 1) —
— P Da4marirs sin ¥y — ﬁ%lmgrlrg sin '+
+ mygrycost? + 2mogr) cos ) + magracos(¥ + %2).

g il T,

’ Mg :‘1"5'1 (mar3 + 2mariry cos ¥7) + 52’"2’%+ i~

+ ﬁ%ngrl ry sinth + marag cos(t + ). :-:

™ T 7 — - = § g _ — . -
I L DA T TS y

i=[5] T =D@i+Cla.di+e)

y |

" ¢ e s 8 ' l
mr l2 +myr 22 +4myry +4myryrycos by mary + 2moryra cos 192]
:m2f % + 2m2r1r2 Ccos 192 mar;

_1924m2r|r2 sinth — f)é?.mgrlrz sin -

€. 9 = [ }12maryra sin 0

mygrycos % + 2mygry cos th + mygry cos(dy + ) |
g(q) = marag cos(% + )

PRIl Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010 ZARJISHIES:



La Solucién Dinamica es compleja de
resolver por métodos analiticos.

Se usan algoritmos recursivos
computacionales como el método de
Newton-Euler

Eslabdn 3

Articulacion 3

¥z

Eslabdn 2
i1

Articulacion 2

Articulacian 1




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO

MODELO DINAMICO LAGRANGE

ddg 4L
dtdq, oq,
P=k-u

« Método basado en la energia del sistema: L=K-U

T

Energia Cinética (K)

— Debida al movimiento de un cuerpo (rigido): U = mgh

» Energia Potencial (U) (h: altura)
— Debida a la posiciéon o a la configuracion del cuerpo (rigido):

Lagrangiano

L(q.9)=K(q.9)-U(g)

Energia Energia
cinética potencial
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MODELO DINAMICO
)T/f = .-:f-.:_ ~. ;
P e A, s .,‘__:‘

d%_%+@
dt 06 o066 06

7 = Fuerzas/Pares generalizados en las articulaciones

6,6,6 = Coordenadas generalizadas v derivadas
M (6) =Matriz de Inercia (Simétrica)
1(0,0) = Vector de términos de Coriolis - Centrifugos

G(6) = Vector de términos gravitatorios

F(8)=Vector de fuerzas de rozamiento




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO
MODELO DINAMICO LAGRANGE

« Ecuaciones del movimiento

— Formulaciéon de Euler-Lagrange término a término:

. (Nota: El método suele llamarse Lagrange o Euler-Lagrange)
d(@LJ oL __ i=1,,n
.| = & n coordenadas
dt aqi' aqi generalizadas

Fuerzas generalizadas
(hacen trabajo sobre

An l:l3
’ f,_ 9 4 l A
2, . . d
S a=| | v=| | -' —
O _ . Xo E 4 p \ '"|
" \:“ < 1
M’/W

Xy
tebrazo ql)
&




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO
MODELO DINAMICO LAGRANGE

« Lagrangiano:

L(q,9)= K(q,q)-U(q)

Energia Energia
cinetica potencial

 Energia Cinética ( K) M(q) = Zn:meiTJi S J;TRI.I:._RiTJ;
=]

1= )
K==q"M(q)q
Y
_ _ _ [ .: tensor de inercia del eslabon i en el
ERSRENETiZ de InerCietEge JF sistema de referencia del eslabon i (constante)
J. : Jacobiano de velocidad lineal del centro de
, ] - masa del eslabon i
= Energla Potencial ( U ) J,,: Jacobiano de velocidad angular del eslabén i
n m; . masa del eslabén i
U= _Z ml_gOTpC_ R.: rotgcién (sistema del eslabon i con respecto
= : al sistema de base)

n: NUmero de articulaciones

g, : vector de aceleracion de gravedad CM: Centro de Masa
P.. : posicion del CM del eslabon i




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO
MODELO DINAMICO LAGRANGE

 Lagrangiano
Y X
L(q,q)=5qTM(q)q+Zmig§pq
i=1

* Formulacion de Euler-Lagrange
dfeLy (aL) _.
dt\ 6q oq
— Reemplazando se Obtiene

M(q)q+[M(q)—%qT(aﬂg—ff)] Jq{—iﬁf(q)migo}rm

C(q.q) g(q)

— Modelo dinamico: M(q)q+C(q.q)q+g(q) =71,
Nota:J! (q) = (P
oq




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO

MODELO DINAMICO LAGRANGE
 Dinamica del robot en forma vectorial:

M(q)q+C(q.9)q +g(q) =7,

donde

q: Coordenadas articulares generalizadas
M(q): Matriz de masa o inercia
C(q,q): Fuerzas centrifugas y de Coriolis
g(q): Fuerzas gravitacionales
7, Fuerzas generalizadas no conservativas

— Algunas propiedades: M(q)=M"(q)
M(q) >0
M(q)—2C(q,q) es antisimétrico




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO

MODELO DINAMICO. FUERZAS GENERALIZADAS

Componentes de la fuerza generalizada (1,,): 7

to

t :T-I_Text_rm _Tfr

» Torque aplicado (actuadores) en las articulaciones: 7

Je

m

ol

ext

* Torque de las fuerzas y momentos externos:

J: Jacobiano geomeétrico del
punto donde se aplica la fuerza
f..- fuerza externa
m,. momento (torque) externo

ext:

ext

= Torque por la inercia del actuador 7, =1,q

I,: Tensor de inercia del motor

— Torque por la friccion en las articulaciones 7, =F,sgn(q)+ F,q

F . matriz diagonal de friccion
estatica (Coulomb)

F: matriz diagonal de friccion
viscosa




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO

MODELO DINAMICO Inverso. Procedimiento
* Lagrangiano: 1 (g 4)=T(q,q)- Uq)

L(q,q)= quM(q)q 0, kaggp% Regmp_lazando energ ia
3 cinética y potencial

L(q,q)=— ZZ m.(q)q,q; + kago Expresando en funcion de
23 J=1 cada elemento

* Formulacion de Euler-Lagrange término a término:

d|( oL | JL
di\ &g, _gzq i=1m
— Reemplazando: " :
Zmy(Q)q +Z[chqujq Z(Jk) m.g, =1
j=1 \ k=1
C..

Y
— Simbolos de Christoffel de primer tipo
i 1| dm;(q) ff om, (q) om;(q) Nota:
2\ oq, o, aq,

Ciik v Ciki




Modelo Dinamico del Robot MODELOC DINAMICO
MODELO DINAMICO Inverso. Procedimiento

* Formulacion de Euler-Lagrange término a término:

zmy(q)qj +Zchjquqj —Z(Ji)kagO = i:la...’n
/=1 k=1

j=1 k=i

* Interpretacion:

— Para los términos de aceleracion

* m;: momento de inercia percibido en la articulacion i
cuando las otras articulaciones no se mueven

* my: efecto de aceleracion de articulacion i en articulacion j
(acoplamiento)

m, m, - m,
M = n/l.ZI m'zz e
mnl ng S mnn




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO
MODELO DINAMICO Inverso. Procedimiento

 Formulacién de Euler-Lagrange término a término:

Zmy(Q)qj+ZZCkakqj Z(Jk) mg, =17 i=1---,n
=1 =1
. Interpretacmn y

— Para términos de velocidad
Cijj qf: fuerza centrifuga en articulacion i debido a la
velocidad de la articulacion j
Ciik 4;qx- efecto de Coriolis en articulacion i debido a la

velocidad de artic. j y k.

— Para la aceleracion de la gravedad

n - : momento en la articulacion i debido a

g@=- () mg,

pam la gravedad (su peso)




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO
MODELO DINAMICO Inverso. Procedimiento

1. Calcular la matriz de inercia (requiere calcular Jacobianos del
CdM L Y~ .
b M@= mJT T JRIR,
i=l

2. Calcular la matriz de Coriolis C, cuyos elementos c; son:

n
. 1{Om;, om, Om, Nota:
Cz" = Ci' q Cip =— % + 17 i -
if ; ijk 1k con ifk 7 [ 6 q, P q, o g, j Cijk =3 Cz‘kj

3. Calcular el vector de gravedad, cuyo componente i es:
g = _Z(Jé ) mg,
k=1

4. Determinar las fuerzas generalizadas que actuan sobre cada
articulacion (t,,,)

5. El modelo dinamico es: n. namero de articulaciones
M(@q+C(q,.9)q+gQ) =T, m,;: elementos de la matriz M




Modelo Dinamico del Robot DINAMICO
MODELO DINAMICO LAGRANGE

DINAMICA: Masa Puntual *
Modelo dinamico de la masa puntual T /
*Metodo por la segunda ley de Newton y

*Método formulacion de Lagrange ,l, mg

Solucion
a) Usando la ley de Newton: Zﬁ =my

Jf—mg=my my+mg = f

b) Usando Lagrange:
£ 2 cinati K 1?”1-,,2 d(oJL) OL y
- Energia cinética: =—my A e
0 2. dt\ oy oy

- Energia potencial: U =mgy J
E(my)+mg =f

- Lagrangiano: L=K - U

1 ., my+mg = f
L =Emy —mgy




EJEMPLO 1: Modelo eslabon con masa concentrada

dle| o _

dt oq cq

T

siendo

\
\

\
\

gi= coord. articulaciones

t=vector de fuerzasy pares
aplicados en las q1

L=lagrangiano

K=energia cinética

U=energia potencial

L(q.q)=K(q.q)-U(q)

.2
L=K-U-= %M[? 6—M g Lsené

18" paso: Energia cinética

(K)

1 -2
K=—-16
2

I =MI

2° paso: Energia potencial (U

U=Mgh=M gLsenf

Jon Legarreta / Raquel Martinez

LAGRANGE

Modelo eslabon
con masa concentrada

Ecuacién de movimiento

MI*0+MglLcosf =7




Modelo Dinamico del Robot DINAMICA
MODELO DINAMICO LAGRANGE

$08 2L
MODELO MONOARTICULAR dt dq, dq,
a P=k-u

L(O, O) = k(O, O) — u(®)

1GDL R

g;. coordenadas generalizadas {en este caso las articulares).
T: vector de fuerzas y pares aplicados en las g;.

2 Funcién Lagrangiana.

k: energia cinética.

U: energia potencial.

. :—m,.':'gT'E'P,:j +1l, Total ¥~= Z”r

i=1

La formulacion Lagrangiana es un método de balance de energias
entre la cinética y la potencial sobre los elementos del robot. Es
comparable al analisis dinamico de Newton-Euler, donde se podria
decir que es un balance de fuerzas dinamicas.




Modelo Dinamico del Robot DINAMICA
MODELO DINAMICO LAGRANGE 498 AP

MODELO MONOARTICULAR dtaq, dq,
| L=Lk-u

L(O, ®) =k(O, ®) — u(®)

0_T0O Total = ZHI.
i=1

u; =—ni g "I+,

i .
L=k-u =—2-ML2(-)2 — MgLsen®

|
k=—1¢°
2 d-£
3 = —MglcosH
U= Mgh = MglLsend .
& 8 a—"S:MLZB
00
4L
dt 06 =ML

» MI26 + MgLcosf = <




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAM

MODELO DINAMICO LAGRANGE
CASO 1 - Modelo MONOARTICULAR: Péndulo simple

X
VAVAVA VAV VAV AV
X

Modelo dinamico Inverso de un péndulo simple kﬂ
M¢étodo formulacion de Lagrange T
Solucion 0
[
» Posicion y velocidad de la masa:
x=I[sinf x=0lcosd
y=-lcosO y =06lsiné
* Energia potencial: Y
U =mg(—/cosO) m
* Energia Cin¢tica: 1 .
K= Smv F

-y

K= lm(jc2 +5°) = lm(éﬂl2 cos” 0+ 6°I sin” ) e
2 2 2

1 .




Modelo Dinamico del Robot
MODELO DINAMICO LAGRANGE

CASO 1 - Modelo MONOARTICULAR: Péndulo simple

X
L . VAVAVA VA AN
. agrangiano | _ kﬂ x
L =—ml*6” + mglcos O T
2
* Derivadas 0 l
oL
— =—mglsin @
Tl
LRy i[a—L.j = mi* Y
00 dt\ 06 -
q, = 0

SN dfeL) oL __
» Formulacion de Euler-Lagrange: 7\ 3 9 Y.

ml*0 +mglsin@ =1




Modelo Dinamico del Robot

MODELO DINAMICO

MODELO DINAMICO LAGRANGE

1 - Modelo MONOARTICULAR: Péndulo simple

* Nota Sobre la Energia Potencial de Referencia
- La energia potencial se define como cero en un punto arbitrario

- Se puede tomar otro sistema de referencia

U=90

U=mg(—[cosH)

— Lo que interesaes  dU que es igual en cualquier caso

00

U=mg(l—1cosB)=mgl(1—cosf)




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO
MODELO DINAMICO LAGRANGE
CASO 2 - Modelo MULTI ARTICULAR: Péndulo Doble. (Sistema 2R)

Modelo dindmico de un péndulo doble. Método formulacion de Lagrange

Y
4{4///////
(S X

A

Respuesta:

B .. "
(m, +m,)6,+m,,0,c,_, +m,l.0;s, _, +(m +m,)gs, =1,

.. X » B
m,1,0, + m,[\0c,_, —m,[0’s,_, +m,gs, =7,




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAM

MODELO DINAMICO LAGRANGE
CASO 2 - Modelo MULTI ARTICULAR: Péndulo Doble. (Sistema 2R)

/?V///////
K(, 0)— 26’2+2m2(l 0} +10; + 211,66, c,,) T &

U(0) =—(m, +m,)gl,c,—m,gl,c,

m [,
oL . : /6"_\0
m,

—_— = —mzlllzglngl_z i (ml I mZ )gllsl

06,
oL L > : 3
= (m, +m)E6 +ml Lo, , — 4 5_L = (m, +m)['6, +m,lLO,c, , +mlLOss, , —ml 100, ,
86’1 dt\ 06,
oL

- mzlllzé’lézsl—z —m,gl,s,

2

oL - - A . iy .
—=mL0, +mlL0c_, _, %(%} = m,20, + m 11O, , +m,11,06,s,_, —m, 11607,
2

2




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO

MODELO DINAMICO LAGRANGE
CASO 2 - Modelo MULTI ARTICULAR: Péndulo Doble. (Sistema‘2R)

YA
LW L L L r )

r]w x

6/1

1

Forma matricial con la estructura:

M(q)q+C(q.9)q+g(q) =7

3
Respuesta: "4 /‘9‘%
: m,

{(m1 +m,), mzlzclz}{éil } _{ 0 mzlzé"zsl_zMé’l } +g{(m1 +m2)51} 7 {q}
mzllcl—Z mzlz 92 _m2119151_2 0 92 m,s, 7

M@ 6 C(6,6) 0 2(6) T
Matriz de masa Compenento de Componente de
Coriolis y fuerzas gravedad

centrifugas




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO

MODELO DINAMICO LAGRANGE
CASO 3 - Modelo MULTI ARTICULAR: Péndulo con Articulacion Esférica.

CASO PARTICULAR z

Se Plantea una Articulacion esférica o rétula. La masa puntual
m se une, a traveés del eslabon o barra despreciable, a una
articulacion esférica () o Rotula.

La masa puntual depende de 2 angulos, donde q = (6, ¢), donde
6 mide la distancia angular del eje z, y ¢ mide la distancia
angular del eje x.

Se Plantea el calculo de la Dinamica del Sistema
M¢étodo Formulacion de Lagrange

Respuesta: mg

ml%0 + mglsin — mi*>¢?sinf cos = 0

ml?¢psin? 6 + 2mi?0¢sinf cos§ = 0




Modelo Dinamico del Robot DINAMIICO

MODELO DINAMICO LAGRANGE
CASO 3 - Modelo MULTI ARTICULAR: Péndulo con Articulacion Esférica.

Procedimiento:

« Formular la masa puntual en coordenadas (x,y,z) en funcidon de los

angulos : |
[ sin 0 cos ¢

= |lsinfsin ¢
—lcos @

o s

™2

« Energia cinética del péndulo. Componentes de velocidad en x, y, z

T = %ml2 (92 + ¢? sin® 9) z

* Energia potencial del pendulo
U= —mglcost

 Formulacion de Lagrange
» Resolver. Presentar los resultados




rta

@ Energl'a Cinetica k1: . Energl'a Cinetica y

2 .

2 _ T _ 2 otencial del 2° eslabon
vl T V1 vl T lclql P

dr,
22 22V =—==
ky = %mllcl% +%11q1 Yot
| , 5 l,cos(q,)q, +1.,cos(q, +4,) (4, +4,)
- /2 (mllcl + l)ql hisin(q,)¢, + 1o sin(gy +,)(¢1 +4)
* Energia Potencial ul sz _

14 +15)47 + 65| +200, |7 + ¢ cos (g,

u, =—ml, g cos (%)




ODINN IC o\

L(g(@). q(r))-K(q(r} q{l‘})—U(q(r]) 27
D a P~ -r“"'-;- Z _ .
K(9.9)=K\(9.9)+K:(q.9). U(g)=U, (q} U:(G‘)
o Jz

[—mr-f+—fe% | dmot L (q.+q1)‘] A

..-o-p_,_

-"1=Ic|m(‘fl)'- 1 -llsm(ql)“t sm(ql+q,)
Y =—1,c0s(gq,). 1-—4:&5( )-l,,tus[ql+q,),

E ] -[lcl cos(g,)4, ]

_j’a clm(%)él '

] [4 cos(q,), +1.,cos(q, +4,) (¢, +4, )]
sin(g,)g, +1,sin(g, +4,) (4, +4,)

Las velocidades al cuadrado
v =1,
vi=hg +1; [é.’+24j,42+¢j§]+2uﬂ[qf +@1@:]¢W(§1)-




T——

"~ MODELO DINAMICO

-

-y

‘:r.]_[l..oos(q.]'

B/ la Sin(ql)én — NS
( ) ’\&; --t:] _[’a cos(q,)q, +1.,c0s(g, +4,)(4, +4, )] - :
N @: E ,"" ey _j’: ll“ﬂ:ﬁl"'lam(ql"'%)@l*q:) '_ ; ;

; - Las velncidaiies al cua';;adn | S ' ’. o

: v =04,
"; 'f::' +1:: [ﬁ: +2¢,9, +@::]+2’ch[9.:1 +@l@1]m(€:)-

vgvg = [If + 2 4+ 2Ll cns(qz)]-?ﬁ + 2[132 + liles cos(qe)|G1ge + 125

g 1 PO
K (q.9) =-2—m,f3,q,’ ""'2"11913

o ' g 1 A o v oaha
Kz(qu)'Em:I: ar "‘5 2 |:912 +24,4, +4: ]912

+myh, [qlz +ﬁlq,]m(q2)+%fz [ql +qzr ¢
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i _
-

- -
"

i

Las velocidades a cuaddn
": 'fl:‘f +I:: [G:"'z@l'?z +@;]+2’ch[§: +@t@:]m(‘h)

T ¥ s W4 B AP LIS g e DR
o1 2 1.,
K (g.9) 'E"ﬂffl‘ﬁz +E'rlq1!
IS ST
Ky(@.9)=3mliai +5mis[ 4] + 24,0, +8 )4

T 1 . .
+myll I:‘?'lz ""?ﬁi:lcos(ﬁ)"'ifz [4, "'q:]] :
Otra Formade Ver  vjv, = (I} + I2, + 2Ll cos(q)|gi + 2[1% + lilez cos(g2)|gga + Las-

1 1 2

Ka(q.q) Emzvi"vz + 51 2 [{h + @2] .
1 5 1 .
3 [mg.!f + mglfz + 2molylo cos(ge) + Ig] i+ E[mglfz + Ig] q%

+ [mszz + mall cos(qe) + Iz]‘h@w




. MODELOC DINAMIC

-
]

. 1 . 1..
K (q.9) 'E"ﬂffl‘ﬁz +§Ilq1!

, \ | K@ =imba eimi 6+ +8]8
| " emila[@ +aaJeosla) +2hla+aT.
oy U(g) =Uy(@)+Us(@) =[-milag cos(ay)]

+[-m;],g cos(g,)
—mzlrzg cos(g, "'qz)]-

Lagrange L(g.9) -%M.L’.é.’ +%Inq}’ +%M’9}’
+sml[6 +200,+6 )6
+mill,[ & +ad, |cos(a,)
+%1= [0+, ] +mi.gcos(g,)+my,g cos(q,)
+m,l g cos(g, +q,).




M @ DE L"'(-)D INAR MICO
:'}\ _ o . : —
R Le.d)-ymid o 1g e mid
+oml (4 +200,+6 )0}
+mhl, [ql2 +q",q',]cos(q,
+11 a+a] +m, .zoos(«r.)wal.zoos(m
+mJazcos(q. +q,).

d fﬂL(q,q)J af-{q q)

o, aq,
_"aL(q,é)] aL(g.9)
\ ﬁl a’!

=7,

d[aL(q.4 i
Para el Eslabén 1 E[%!] '[”‘fo +mpli +myl% +2myll 005(93)]#1

AL(g.9) . o +[mol?y +mihi cos(g,) ]dy
Tl'[’"u'ft """z’tz]ﬁ +ml[6,+4,] - el sie ki
+m’]‘[d COS(Q:)[Z@. +q'2] —myli., sin(g,)d; + 1., + 1, [d, + G, ],

+14, "‘I:[ql"'qz]’ ‘ oL(q.9)
g,

=—[ml, +myh ] gsin(g,) —myl..g sin(g, +gs).




Para el Eslahon 2

ﬂa:_ﬂ'%qll"m)&é: +myhl, cos(g, )G

+1, [‘71 "‘@z]'

- H@DEL'(‘) DIN/\H C
N S X

L(g, q)-—m.f.m’*r I. MJf A

raml [+ 24, +6 )
+mhl (4 +4d, |eos(a,) :
+%fz [d+4.] +ml g cos(g,) + mhgcos(a,)
+my,gcos(q, +4,).

r

éL(g.9) | )
Jf[ 2, ] '"4«1‘?1 "‘mz! 28, +myll, cos(q,)d,
=myl,sm(g,)q,4q, +1, [‘?l +§!]'

eL(9.9) _

2 M sin(g,)[ ¢ +4d; |

-myl ,gsin(g, +g,).




Torque Eslabon 1

fy = 3 +mol} +myl% +2myl., cos(g:) Gy
+[mal2y +mobl., c05(gs) [ — 2modi. sin(g: )
=myhl., Sin(%)é: +1g, +1, [91 "'&z]
"‘[mllcl "’"H’l]g sin(g,) +m,l_,g smlg, +q,),

Torque Eslabén 2
§. . ome Y.
Ty =ml5G, +mlLg, +mii , cos(g,)g, +1, [ql '*'q:]
+ ’"zl:’gz sﬂ%)q.lz "'mzlgzg sin(q, +4q, ).




En forma matricial

[fa]-[Mu(Q) Mu(?)][?x] +[Cu(q.é) Cl:(?-é)][él]+[gl(q):| v‘f
7, le(ﬂ) Mn(ﬂ) 'q': Cn(Q.q') Cn(q‘ q) q gz(q) ‘7;:__

$

M, (q) =ml} +mb’ +mly +2ml , cos(g,)+1, +1,,
Torque Eslabon 1 M,,(g)=mJ%, +m]l_, cos(g,) +1,,
h '["&’3: +mpl +mylly +2mil. COS(q,)]ﬁ, M, (q)=mJ’, +myll, cos(q,)+1,.
"'[’"1132 +myhl., 009(92)]&2 =2myhl., sin(g,)4vd, My (q)=ml’ +1,,
~myhl., sin(g,)g3 +1hdy + 1[G+ ) C1(9.9) =-my}], s1n(g,)q,.
+[ml, +m}]gsin(g,) +m,] g sin(g, +4,), Ga(@.9) =il sinlg, ), + 4]
C(9.9) =myl], sin(g,)4,,
Torque Eslabén 2 C,(9.9)=0,
Ty =mlondy +molod, +mihl, cos(g,)g, +1, 4+ &)= [m;’,; + m,l,]g sin(g,) +m,l,gsin(g, +4,).
+mhl_, Sin(q:)q-: +myl_, g sin(g, +q,). £, (@)= mz’ag sin(q, +4, ).




Modelo Dindmico del Robot
MODELO DINAMICO LAGRANGE
CASO 5 - MODELO MULTIARTICULAR. 2GDL (Sistema R+T)

K, Energia cinéetica, suma del aporte de
movimiento debido a la velocidad lineal y
el aporte de la velocidad de rotacion.

k) = %”’1"'12’:‘3;2 + 57,1 éiz

v

lj " - [
ky = %mz(n’iﬂf + dzz) -+ %f::? 912.

N\ 2GDL R+T

- : 2 . )
Fuente. = John  J.Craig. k(®,0) = %(m][]- +1L +1,+ "hdng + imyd?
“Robética”. Capituloé. 3 “ o5 S AN o
Dinamica de manipuladores.
Pag 184.3era. Edicion. Ed. Uy = ml‘..l g Scn({jl) + lle

Pearson.Pretince Hall 2003.
Uy = M@y Sen(ly) +mygd,, ..

u(®) = g(myly +myd,) sen(8;) +mql g + msgds,, ..




Modelo Dinamico del Robot
MODELO DINAMICO LAGRANGE

CASO 5 - MODELO MULTIARTICULAR. 2GDL (Sistema R+T)

DINAND

E Mm~d-

. Eslab6n doble con movimientos lineales y angulares.
Y 5
g ! .
3k _ [ mlf + 1.,y + I + myd?)é, ]
1G]

5\

ok [ 1210
90 ~ | mydyb?

0\
N
\

!/\/;
N

i v

N1 7 2GDL R+T

e gm, sen(f,)

u rg(mlll +m:d:)cos((~),):,

Fuente. John J.Craig. “Robodtica”. Capitulo6.

D d ladores. Pag 184.3 a0k OET B
inamica de manipuladores. Pag .3era. T T S =T
Edicién. Ed. Pearson.Pretince Hall 2003. dt 90 00 3O

-9 2 2. 3¢ —

+("llll + "12(12 )g COS(HI ),

Fz o mzﬁz . ﬂi’:f’:éf .- fﬂ'zg Sen(ﬁl).




Modelo Dinamico del Robot

MODIEILO [DINAMIGO)

MODELO DINAMICO LAGRANGE
CASO 5 - MODELO MULTIARTICULAR. 2GDL (Sistema R+T)

¥
g
\4""-; rl \"I\
‘ 2 . =
\\‘1 T = (mlfl + ’::] -+ l_.:2 + mzdzz)()l + 2”’2d29|d2
/
| /- — , +0myly +myd,)g cos(6,),
! - 2 3
\\ _/ /_,z d; X FZ = m?_dz - HI:(I:H; RS ng sen(ﬁl).
N 2GDL R+T

Fuente. John J.Craig. “Robdtica”. Capitulo6.
Dinamica de manipuladores. Pag 184.3era.
Edicion. Ed. Pearson.Pretince Hall 2003.

¥ 5 .
M(®) = (myly + Loy + 1 + myds) 0
- 0 "72
e .
i 2m-d,0,d
V(O,0) = 2727172
-—mzd_q_ﬁlz
-
G(O) = (myly + myd,)g cos(6,) |
I m,g sen(f,)




Modelo Dinamico del Robot DINAMICA MODELO DINAM

MODELO DINAMICO NEWTON - EULER
CASO 5 - MODELO MULTIARTICULAR. 2GDL (Sistema R+T)

La dinamica se basa en el planteamiento del equilibrio de fuerzas establecido en la
22 Ley de Newton y la Ley de Euler (su equivalente para movimientos de rotacion

dv(t) w2
mE® — ¥ F(p)

1229 4 30 x (18(0) = T©)

Fuerzas y Pares de Fuerzas que
Intervienen:
1-Inercia
2-Fuerza de Coriolis
3-Fuerza Centrifuga
e 4-Gravedad

MODELO DINAMICO NEWTON - EULER

Se basa en el planteo del
Equilibrio de Fuerzas y Momentos

e




Modelo Dinamico del Robot DINAMICA MODELO DINAMICO

MODELO DINAMICO NEWTON - EULER
CASO 5 - MODELO MULTIARTICULAR. 2GDL (Sistema R+T)

Fuerzas y Pares de Fuerzas que
Intervienen:

1-Inercia

2-Fuerza de Coriolis

3-Fuerza Centrifuga

4-Gravedad

v

X rl=(m1112+];;])é.1 +m111gCOS(91)

F2 - (,::2 -+ mzdzz)é.l -+ mzc.iz — szdzéf - mZdzéiz -+
+ myd, g cos(6,) + m,g sen(é,)

—

e

= 1"2]’!2 -+ l::] -+ I:_;Z + mzdzz)él -+ [,nlll + "lzdz)k COS(BI
+ m232 e mzdzéf + myg sen(6,)

La expresion muestra los efectos combinados y su influencia en la composicion de las
fuerzas y pares de fuerzas que intervienen en el sistema. Lo marcado en los recuadros muestra

los efectos sobre la articuacion 1 (Torque 1).




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO

MODELO DINAMICO LAGRANGE
MODELO MULTIARTICULAR 2GDL R+R Planteo de Lagrange

T'=—m,-v"| ENERGIA CINETICA

b |
ta

"
2

r =@ +% (Lf + L% +2LL, cosp, }1{112 +L, ¢21 + E[LEE +2L L, cosd, )‘ﬁf’l2 05

U = [m,gL,seng, + m,g(L send, + L,sen(¢, + ¢, ))|| ENERGIA POTENCIAL

En base a esta ecuacion se podran calcular las fuerzas de rotacion en las articulaciones
1y 2 a partir de la siguiente expresion:

Obteniéndose las siguientes ecuaciones del modelo

d ¢l &L

T TR
op, o4,
d el el

T T .




Modelo Dinamico del Robot DINAMICA = DINAMICO
MODELO DINAMICO LAGRANGE

MODELO MULTIARTICULAR 2GDL R +R Planteo de Lagrange

Donde:
cL —m1L1¢1 +m,(L1 L + 21,1, ccﬁ_-qfl :i‘,fll + m, [L + 2L, L, coaqﬁ,};ﬁ;
5'@'1
CL = m, L,qfll+m2[L + 2L, L, cosg, }qi’ll
-r;-t.',i!'llj
cL =—m, gL, cos ¢, —mgg[L, cos¢, + L, coslg, + ¢, }]
¢ @,
cL. = —m,gl.seng, f-t;f;1+ qf;l | m,gl, C09(¢1 1
e, )

; o =L+ m(L + I+ 2LLcosd, 6, (2myLLsend, )by by+ my| I + L, cosé, (92~ (maLiLoseng, 9,

oo,
d &L 303
— L, +LL,cosd, |¢1+ m,L,” ¢;—(m,L L send, M’ ﬁf’w




Modelo Dinamico del Robot DINAMICA = MODPELO DINAMICO
MODELO DINAMICO LAGRANGE
MODELO MULTIARTICULAR 2GDL R+R Planteo de Lagrange

Operando y ordenando se obtiene el modelo del brazo
_ ) -

M, M), q;:ll I[’?ll'ﬁi”.z Ch '?51""?{’.1 qif;l Ny | |7
{le Mu] é, ) . : / .;f; _{NJ_LJ
[ Cxn ¢ Cn |

T1 Y 12 Son los torques aplicados directamente en las articulaciones

M, =(m, +m, lLE + mELi +2m,L L, cos¢,
M,=M,= mlLi +m,L,L, cosg,
My, =m,L,

C=m,LLsend, =C,=-C

C,=-C
C,=C
C,, =0

N, = (?”1 + m, ]-ng cosd, +m,gL, 305['?!’1 + ¢1)
N, =m.gL, Cm(‘;ﬁl T ‘;ﬁz}
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OTRAS ESTRUCTURAS DINAMICAS <%,
Estructura tipo manipulador Multiarticular de 2GDL (2T). ) ' m-
La fuerza en cada articulacion es )
1,
Lot g7 T

0 m, || q, 0 F, 0 J
Sistema Planar de 2GDL (R+T). Distancia del CM del eslabén 1 al W , [ y
origen de la articulacion 1 es d,, CM del eslabén 2 al origen de la 2 ;
articulacion 2 es d,. Longitudes totales: /, y /,. Momentos de inercia de X

cada eslabon, con respecto al eje zson /,,, y 1,

>y

M = [mld% + m2(l% + q%) + Izzl + IZZQ m2l1:|

maly ma

O — [Cll 012] _ |:m2(JQCj2 quQ(_-h]
C21 €22 —ma2q2q1 0

e= |9 =4 m1d; sin q; + ma(l; sing; + go cosq)
mo sin q1

|
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OTRAS ESTRUCTURAS DINAMICAS

Sistema Multiarticular 2GDL (R+T). EI CM del } ,

primer eslabon se encuentra a la mitad de su Y

longitud (I11). EL CM del segundo eslabon se

desplaza d2, articulacion prismatica. El — & / /
sistema esta afectado por la gravedad. . X ot 2

M = %mlff +molf + 1., +1,,, 0].
0 m2 a

g=, |'%m1i1 COS ¢y D+ maly COS '—Tl“

%vr¢1£§ +molf + 1., + 1., 0]. %mlh COS g1 + maly COS g1
0 _— q+g 0




 M@a+C@d)a+Gla =T [

1= (my+mg)dy = mg(Ly +1s) bysy = mg (Ly + ) byey

n=-my(Ly+ ) disy + (Lyst + 1ud +ma(Ly+ 1 + 1) 6y -
+2(Ly = I, ) Ooflysacs + mag (L + )

Ty = .{3393 + (_'{Ia + I!ﬂ] 935303

M(q)=
0 0

( ma +mg —ms (L3 +[3) 59

0 —1TTg (Lg + Eg) E}QCQ 0 )
C (q, Q} = 0 (Iza — Iy‘a) 93:5363 (13,3 — Iy:a} 925363
0 (_Iza -I—Iy3)9253-‘23 0

0 T1
mag (La+13)ca | . T =] m
0 T3

Autor: R. Miranda. “Cinematica y Dinamica de Robots Manipuladores”. 2016




U2- Modelo Dinamico del Robot COMPORTAMIENTO ELASTICO
MODELO DINAMICO CON ARTICULACIONES ELASTICAS

La presencia de articulaciones elasticas es una caracteristica muy comun en
robots industriales de la actualidad. La elasticidad en las articulaciones
podria surgir de algunas fuentes, como la elasticidad en las marchas,
transmisiones, drivers armonicos entre otros. Por consiguiente, se deduce
que un tiempo de desplazamiento variable se introduce entre la posicion del
actuador y la posicion de la articulacion. La elasticidad conjunta es modelada
como un resorte de torsion lineal para articulaciones rotoides y resorte lineal
para articulaciones prismaticas. De este modo, el modelo dinamico requiere
el doble del numero de coordenadas generalizadas para caracterizar
completamente la configuracion de las articulaciones y de los rotores de los
actuadores. QM denota el vector (nx7) de la posicion del rotor. El vector
conjunto de deformaciones viene dado por (g-gM). Anotando que el MGD es
solo una funcion de las variables de las articulaciones g

La energia potencial de los resortes esta dada por la ecuacién 13.

| T
Ue==(q-9y) k(qd—qy) (13)

Donde & es la matriz de rigidez en las articulaciones.




U2- Modelo Dinémico del Robot COMPORTAMIENTO ELASTICO
MODELO DINAMICO CON ARTICULACIONES ELASTICAS

La ecuacién dinamica es obtenida utilizando la ecuacion de Lagrange.

AG+cq+0+k(qg—qy)=0 (14)

I (G ) F,, +diag (sign(qy ) ) F (4 -4, ) =T (13)
e [, esla matriz diagonal (nxn) de inercia de los motores.

e F..VY F., son los vectores (nx/) de viscosidad y parametros de

coulomb de los actuadores y transmisiones correspondientes a la
articulacion.

e La friccion de la articulacion puede facilmente ser incluida en la
Ecuacion 15.

* Modelo de frotamientos

El modelo de frotamiento seco o de Coulomb hace referencia a una fuerza
constante opuesta al movimiento. Al inicio del movimiento una fuerza
superior al frotamiento seco debe ser aplicada con el fin de mover las
articulaciones. El modelo de rotamiento viscoso hace referencia al

frotamiento existente en presencia de movimiento. La expresion matematica
del modelo de frotamientos esta dada por _ . _
[, =Fqg+F sign(q)







Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO ROBOT PARALELO
# ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

4 Robots Paralelos

4 Definicion: Robot en el cual el efector final esta unido a la base
directamente por los accionamientos o por barras.

4 Al haber mas de una cadena cinematica “cerrada” la cinematica de un
robot paralelo es muy diferente a la de un robot serie.

4 | a cinematica inversa de un robot paralelo se resuelve facilmente por
métodos geometricos, mientras que la cinematica directa es compleja y se
resuelve por métodos numéricos.

IRB 340

Analisis Dinamico en Robots Paralelos

Dada la presencia de multiples cadenas cinematicas
cerradas en la estructura mecanica de un robot
paralelo, el analisis dinamico no es tan evidente
como en el caso de los robots seriales.
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- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

Los desarrollos iniciales se remontan a 1962 cuando Gough y IRB 340
Whitehall desarrollaron un robot paralelo para probar =
neumaticos de automdéviles. Casi al mismo tiempo, Stewart
introdujo un robot paralelo similar para diseifiar un simulador
de vuelo. El robot paralelo, en el que una plataforma movil es
controlada por seis patas accionadas, es por lo que se llama
la plataforma Stewart-Gough. ElI avance de los robots
paralelos también se debi6 en gran parte al robot desarrollado
por Clavel en los anos ochenta. Su mecanismo fue patentado
en EE. UU. en 1990 con el nombre de robot Delta. ABB
Patenta y produce el Robot DELTA IRB 340.

Robot DELTA, fue inventado por Clavel en 1988 y es fabricado
actualmente por Demaurex Company y ABB con el nombre IRB
340 Flexpicker, usado para tareas de pick and place. Esta
arquitectura permite alcanzar aceleraciones de 500m/s2, lo que GRADOS DE LIBERTAD
le convierte en el robot mas rapido del mundo.
El numero de grados de libertad (GDL) es
menor que el numero total de grados de libertad
en las articulaciones de manera que muchas
articulaciones son pasivas. Las articulaciones
pasivas son complejas porque no se controlan.




U2- Modelo Dinamico del Robot CONCEPTOS PRELIMINARES
- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

GRADOS DE LIBERTAD. ANALISIS. CALCULO

Las articulaciones pasivas no se controlan, es
decir, no se mueven por acciéon del actuador.
Tipos de Articulaciones:
Articulaciéon Simple:

1 GDL. Rotacion (R) o Traslacién (T)
Articulacion Universal: (U)

2GDL. Consta de 2 rotaciones
Articulacion Esférica: (S)

3GDL. Consta de 3 rotaciones.
Segun como se diseie el mecanismo movil con
las articulaciones y movimientos resultantes, Estructura Espacial
resultara en un tipo diferente de Robot Paralelo
y la complejidad asociada a la Dinamica.

464 Estructura Planar 464

RORR

N, . B

PRIl Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010
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- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

GRADOS DE LIBERTAD. ANALISIS. CALCULO

El numero de grados de libertad esta en funcién de las
relaciones que unen los eslabones moviles y las
articulaciones. Existe una relacion que permite determinar los
Grados de Libertad del Robot Paralelo.

platform

T /% S " Jess
Se denomina ﬁ S e
F= GDL del Robot A = maximo GDL. en el espacio=6 ; ®
en el plano=3 9
N= Numero de Eslabones moviles. *} /R _
n= Numero de Articulaciones Ejemplo. Segun Ia AR 77777

fi= Numero total GDL de las articulaciones N=7 n=9 fi=3x1+2x1+1x2+3x3= 16

! (R) (T) (U) (S)
F=AN-n+) f F= 6 (7-9) + 16= 4 GDL
i=l1
) \ »
Rd ’ R

R R
Estructura Planar RTR-RRR-RRR _ Ql} ] R"%9
Estructura Planar RTR-RR-RR e

Cuantos GDL tendran las estructuras? T% R |_‘ "'i R
GDL= 3"~
PRITTE Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010
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- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS PR

s (& -
s Plataforma Movil - ™
GRADOS DE LIBERTAD. ANALISIS. CALCULO @ _ O
Plataforma Stewart-Gough a Stewart-Gough - ’ %}@
Segun la estructura | _
N=13 n=18 V) o
fi = 6x1+6x2+6x3= 36
(1) (U) (S)
F=6 (13-18) + 36= 6 GDL —
= ~ Plataforma Stewart-Gough

Ia - H\ L n r -
\ Plataforma Mévil ~  Esta Configuracion tiene los
k% - brazos unidos de a2 enla
Plataforma movil

Cuantos GDL tendra? F=?

PIlEY Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010 Springer
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- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

GRADOS DE LIBERTAD. ANALISIS. CALCULO ROBOT DELTA

3 Ry

s/ ;] Plataforma fija
<« | H .

R B 3< ABR -\

Us

____Cadena
cinematica

Brazo central

:’ Plataforma movil articulada

HU -

La base fija del robot es el hexagono superior mientras que el hexagono inferior representa la
plataforma movil. El robot tiene tres brazos laterales. Solo se presenta uno en la figura. Posee
1 articulacion en R, 2 en S(esféricas) y 2 articulaciones en U(universal). También hay una
Brazo Central independiente que no influye en el movimiento de la plataforma.

En los Brazos del Robot hay un mecanismo tipo paralelogramo entre la mitad del brazo y la
plataforma moévil, que consta de 2 articulaciones esféricas S y 2 universales U. Cada Brazo,
por lo tanto, tiene 3 eslabones maviles y 5 articulaciones totales.

El nimero de grados de libertad del el mecanismo es F=6 (10-15) + 33 =3 GDL
Autor: T. Bad. M Mihelj. et all. 2010
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5 PRELIMINARES
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-

El robot paralelo a desarrollar dispone de 4 cadenas: tres de tipo Universal-
Prismatica—Esférica (UPE), las cuales unen los vértices de las plataformas; y una
Rotacional-Prismatica—Universal (RPU), que se encuentra en el centro. Esta
constituido por 10 eslabones (incluidas las plataformas fija y movil) y 12
articulaciones o pares cinematicos, tal como se muestra en la Figura 2.2.

i I UWTAD

= =

Para determinar los grados de libertad que posee el robot con estas cadenas, se
utilizara el criterio de Kutzbach, el cual indica que “cuando las restricciones de las
articulaciones se restan de los grados de libertad de los eslabones no conectados,
se encuentra la movilidad (grados de libertad) del mecanismo conectado” (Shigley
& Uicker, 2001), que para el caso de un mecanismo espacial se calcula con la

siguiente ecuacion,

m=6(n—1)—5j; —4j, —3j3— 2js —Js Figura 2.2 Topologia del robot 3 UPE — RPU
Donde:
m = grados de libertad Dados los valores del robot paralelo, n = 10, j1=5, 2= 4, j3= 3,

n = numero de eslabones
ji = nimero de articulaciones con i grados de libertad m==6(10-1)—-5(5)—-4(4)-33)-2(0)-0=6(9)—-25-16—-9

m=4

Verifica m=4 usando el otro método?

LORENA ALEJANDRA FERNANDEZ YANEZ Facultad Ing. Mecanica. Ecuador. 2016
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- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

Formulacion de Newton-Euler en Robots Paralelos

Las ecuaciones de movimiento se escriben para cada cuerpo del robot y, aunque
sea posible obtener todas las fuerzas internas y externas actuando sobre el
mecanismo, el resultado conduce a gran cantidad de ecuaciones dificiles de
resolver.

Estrategia:
Dado que la mayoria de los robots paralelos estan compuestos por una
plataforma movil y varias cadenas seriales que cierran el lazo cinematico uniendo
la plataforma movil a la base, una estrategia es dividir el mecanismo en dos
subsistemas, el movil y la base (subsistema serie mas la base movil).

Formulacion de Lagrange-Euler en Robots Paralelos
Es una aproximacion energética que permite evitar el calculo de las fuerzas de
reaccion internas del mecanismo. De igual forma, presenta muchas ecuaciones a
resolver.

Estrategia:
Para simplificar se introduce un conjunto de coordenadas adicionales al sistema
de multiplicadores de Lagrange. Es posible asi separar el mecanismo en dos
subsistemas que combinados, usando la matriz Jacobiana del robot, permiten
simplificar el calculo y obtener asi dos sistemas de ecuaciones y resolver.




Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO ROBOT PARALELO
- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

Formulacién de D’Alembert en Robots Paralelos

Actualmente, una de las aproximaciones mas populares para obtener el modelo
dinamico de los robots paralelos es el uso del Principio de los Trabajos Virtucles
(PTV).

Al igual que en los métodos anteriores, se aplica de forma directa el principio para
obtener el modelo de robots seriales que cierran el lazo cinematico uniendo la
plataforma movil a la base. Es la misma Estrategia de dividir el mecanismo en
dos subsistemas, el movil y la base (subsistema serie mas la base movil)

Combinacion de métodos.
Este enfoque considera a los robots paralelos como un conjunto de elementos
libres y un conjunto de restricciones.

Los trabajos en este campo se centran en la obtencion de la relacion entre el
modelo dinamico del sistema libre o reducido y el sistema sometido a estricciones
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- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

Plataforma Stewart (6 GDL) Plataforma Delta (3GDL)  Plataforma Quattro (4GDL)

Configuraciones de los Robot Paralelos)

Es dificil realizar una clasificacion
sistematica de las estructuras posibles
en robotica paralela, dada la gran
cantidad de términos que intervienen
(numero y tipo de cadenas cinematicas,
restricciones, etc).

Sin embargo, segun los movimientos
que pueden hacer, se pueden clasificar
en Robots planares y espaciales
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- ARQUITECTURAS DE ROBOT PARALELOS

Plataforma Stewart (6 GDL) Plataforma Delta (3GDL)  Plataforma Quattro (4GDL)

Plataforma 3RRR (3GDL)
Configuraciones Posibles)
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- ROBOT DELTA (3GDL)

ROBOT PARALELO TIPO DELTA (3GDL) . 2007-2009




7 P - B T — - AR
Modelo Dindmico del Robot  MODELO DINAMICO ROBOT PARALELO

- ROBOT DELTA (3GDL)

Plataforma 3RRR (3GDL)

Configuraciones Singulares Configuracién Singular
Paralelas Serial
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- DINAMICA ROBOT PARALELOS

El modelado dinamico de robots paralelos es una tarea compleja debido a los
multiples lazos cinematicos de estas estructuras. Las estrategias propuestas por
diversos autores no obtienen, en general, el modelo de forma estructurada

T=D(q)-§+C(q.9)-¢+G(q)

Actuador - Base fija 1 .
e s ) T Subsistema Serie
2 /— (modelo reducido)

La obtencion de un*odelo con
caracteristicas similares en
robotica paralela no es una tarea
facil, debido a las articulaciones
pasivas o no actuadas. La
aparicion de éstas en la estructura
incrementa la complejidad de los
problemas cinematico y dinamico.

Estrategia

La mayoria de los mecanismos paralelos esta compuesto por una plataforma movil y
un grupo de cadenas serie uniendo ésta a la base. Una estrategia es dividir el
mecanismo en dos subsistemas. De este modo, se calcula el modelo dinamico de
cada uno de los subsistemas, considerando las fuerzas de reaccion entre ambos, y
en un paso posterior, se unen ambos sistemas utilizando diversas técnicas

Autores: P. Bengoa. A. Zubizarreta et all. XXXVI| Jornadas de Automatica. Bilbao. Espafia. ISBN 978-84-15914-12-9. 2015
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- MODELO DINAMICO LAGRANGIANO ROBOT PARALELO

Mecanismo con n = na grados de Sea g, el conjunto de articulaciones activas del

libertad, cuya plataforma movil esta mecanismo, de dimensién n, = n, gp el conjunto

unida a la base por n cadenas serie. = de np articulaciones pasivas no sensorizadas y gs
el conjunto de n, articulaciones pasivas sensoriza-

Ecuaciones de Cierre dos. El conjunto de coordenadas de conirol se
La relacion entre las coordenadas cartesianas definira tal que q = [ Ja Js ]T y el conjunto
& v las coordenadas articulares activas de n, = ng + np + Nns coordenadas generalizadas

independientes gq,: como g, = [ q qp ]T_ Sea x el vector de

¢i (T, qa) = 0,7 5\« coordenadas cartesianas del elemento terminal
)&X)f\/l Jornadas de Automatica

La relacion entre x y gy:
I'i(z,qr) =0— 2= fi(gr),2=1,...n

La relacion entre las coordenadas articulares
activas go y las coordenadas articulares
pasivas no sensorizadas gp y sensorizadas gg:

fs[ﬂasma‘QB} =0
fP(qa:e €L, qS) =0

Autores: P. Bengoa. A. Zubizarreta et all. XXXVI Jornadas de Automatica. Bilbao. Espana. ISBN 978-84-15914-12-9. 2015
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- MODELO DINAMICO LAGRANGIANO ROBOT PARALELO

Ecuacion Lagrangiana Se considera el mecanismo como la suma de los dos
subsistemas: plataforma moévil y subsistemas serie.
Se calcula la ecuacion Lagrangiana de cada subsistema en funcion de las
coordenadas de cada uno.

La funcion Lagrangiana de la Plataforma mévil Lp esta definida en funcion de
las coordenadas cartesianas X(x,y,z) del TCP.

La funcion Lagrangiana asociada al Subsistema serie Ls esta definida por las
cadenas serie en funcion de las coordenadas articulares generalizadas qr.

L =Ls(Gr:qr) + Lp(x, )

Subsistema serie + Plataforma movil

o . ||.
I » - I v Uy
lizy li

;Ipu'
- [ ]

. mc‘;imp

& =

P TCP

»

o

Autores: P. Bengoa. A. Zubizarreta et all. XXXVI Jornadas de Automatica. Bilbao. Esparia. ISBN 978-84-15914-12-9. 2015
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En el caso general, la plataforma movil se define

como un solido rigido que se mueve libremente por ‘ ‘
el espacio. Por tanto, la energia cinética Kyp se

define como: donde m;; es la masa, Imc es la inercia centroide,
Vmey; €8 la velocidad lmeal del centro de masas y =
Kyp = ((m‘p + M) Py Dx) wmqj la velocidad angular del j* elemento de la -
1% cadena, como se puede apreciar en la Figura 2.

donde m,, es la masa de la plataforma movil: m, es
la masa de la carga situada en el centro de masas
de la plataforma movil v px = X es la velocidad
lineal del TCP. Téngase en cuenta que el extremo
del robot Delta solo se traslada, por lo que para
éste caso concreto no hay que especificar orienta-
cion angular alguna de la plataforma movil.

Por otro lado, la energia potencial se define sim-
plemente en el plano z,

Unmp = (mp+me) g2

Autores: P. Bengoa. A. Zubizarreta et all. XXXVI Jornadas de Automatica. Bilbao. Espana. ISBN 978-84-15914-12-9. 2015



A - =
1 T T - P
- ara poder sumar la ('ont.nbumon de cada elemen- '
Ks=— (mij Vme;; Vmeg; + e Imcij wmcij) P i

2 | ’ to de la cadena de manera compacta, se puede, .
& .y -

donde m;; es la masa, Imﬂi& es la inercia centroide,
Vme; €8 la velocidad lineal del centro de masas y

& - .- s - P - s
expresar la contribucion cinematica en funcion de |

- sus coordenadas naturales q. Para ello, es ne(‘esa,-'
- rio definir tanto la velocidad lineal vie; (a) ('omm -

Wme;; la velocidad angular del j* elemento de la - la angular Wme,;(q) en términos de este conjunto |
. . . ¥
Ea Cadena] COMmo Se puede aprECIHr BIl la Flgura 2 f de coordenadas. Por lo talltOJ QIglllPIldO el pI'O(‘F“-' -

dimiento detallado en [16],

donde Msu es la matriz de masas e inercias aso-
ciada al j7* elemento de la i* cadena cinematica.

De la misma manera, la energia potencial de la
cadena serie se define como la suma de contribu-
ciones de cada elemento j de la i cadena.

3 3 3
=D U= > (m,-,- glmcc,.,.)
i=1

i=1 j=1

donde L, es la distancia vertical del centro de
masas del j* elemento de la * cadena al origen O.
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La resolucion de la ecuacion de movimiento requie-

re de la utilizacion del método de los Multiplicado-
res de Lagrange, ya que el modelo esta compuesto
- por 12 variables de las cuales s6lo 3 son indepen-
dientes |13] g1, g2, g3. Para usar este método, se
deben definir 9 multiplicadores A; de manera que
la ecuacion de movimiento asociado a cada subsis-
tema serie sera,

d (8L ! (2,0,
- . ] . A L - 11
dt(aqj) ) - ¢ . +TQ1.( )

para j = 1,...9, siendo 74, el par virtual o fuerza
asociada a la variable articular g; en caso de que
todas las variables sean actuadas.

Para la plataforma movil

d (OLyp OLyp B 2 ol ka,q'i)
E( Oy, )_ Oy, _EM 12

0Tk
donde k =1,2,3.

-
«
»

" Cada una de estas ecuaciones puede ser agrupada *‘
~ de forma que se obtenga una expresion compacta
de la forma.

»

My,

,'J - Y . e Y Lol e T -

D(a)d +C(a,a)a+Ga)=v  (13)

donde a es la variable vector donde se deﬁn;: el r
modelo y v es 74, para el caso de la Eq. (11) o O
para el caso de la Eq. (12).

Para la obtencion de un modelo compacto. los
Multiplicadores de Lagrange son eliminados com-
binando las Eqs. (11) y (12).

TZDQC"'C'EIG"'G
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Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO ROBOT PARALELO

- MODELO DINAMICO LAGRANGIANO ROBOT PARALELO

Ecuacién Lagrangiana Subsistema serie

Agrupando los términos de las ecuaciones di ( gL) _ gLs ~ S M i
y . " . 't " - "
diferenciales en matrices y considerando - r:; -~ ‘_’IJ drs
. g Vi
que los multiplicadores de Lagrange, en atatofma mo .
relacionados con las fuerzas internas que 4 8L_P ZA ori(z, gr) +Q,,
) dt \ Oz 61;, - Orp
unen ambos subsistemas

T = D(x,q-)§+ C(x, qr, &, 4r)d + G(x, qr) + Fe

i=1

D(z,q.) =TT -D'-T, D'(x,q,) = [D; — J&G D A,
C(x,qr) =TT - (C' Ty + D' Tp) ‘ C'(@y qry&yGr) = [Cr — J& (D2 Bz + CoJC)]
G(x,qr) =T" -G G'(x,qr) = [Gr — J-Ge]

FEZTT'FE:rt Fert:-}r_gr'Qm

Subsistema Serie

Dr matriz de inercia. Cr términos de coriolis. Jc Matriz Jacobiana de Restriccion
Gr vector de gravedad

Plataforma movil

Dx matriz de inercia plataforma movil
Cx términos de coriolis

Gx vector de gravedad

Qx es el vector de fuerzas/pares externos
aplicados en la plataforma movil.
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Modelo Dinamico del Robot MODELO DINAMICO ROBOT PARALELO
- MODELO DINAMICO LAGRANGIANO ROBOT PARALELO

- Matriz Jacobiana de Restriccion JC - Matriz de transformacion T

Relaciona la velocidad de las coordenadas Matriz que relaciona las articulaciones activas

cartesianas de la plataforma movil v y las g'ay las coordenadas articulares generalizadas
velocidades de las coordenadas articulares del subsistema serie q'r:

: : 1 . — Tda
generalizadas de los subsistemas serie q'r qr q
Se obtiene de la relacion entre x y qr
v= Jo(x,q.) G - Aceleraciones
. . — J s .} e
U Velocidad cartesiana del elemento a R qa+JR qa

terminal, que consta de una velocidad de

traslacion lineal p'c y una velocidad . d
angular w. s

4r = di {T'QG)ZTQG—I_TQH
- Matriz Jacobiana del robot JRrR d
. ip = —(Ty - 4) = Ty + Tyd
v= Jr(Z,4a) da =g T 9 =Tad+ 1y

Se obtiene de la relacion entre las coordenadas donde, a = ¥ es la aceleracion

cartesianas X y las coordenadas articulares cartesiana del elemento terminal
activas independientes ga:

@i (,q,)=0,i=1,...n
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