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3-1. Funcion de transferencia en el dominio de la frecuencia.

En capitulos anteriores se considerd la salida del sistema sujetos a una entrada impulso,
escalon o rampa. Este capitulo amplia dicha consideracion al caso cuando la entrada es seniodal.
Mientras que en muchos sistemas de control no es posible encontrar normalmente una entrada
senoidal, ésta es util como entrada de prueba debido a que la forma en que es sistema responde a ella
es una fuente de informacion muy util para auxiliar en el anélisis y disefio de sistemas.

El término respuesta en frecuencia se define como la respuesta en estado estable de un
sistema a una entrada senoidal; la respuesta se monitorea sobre un intervalo de frecuencias. La
respuesta en estado estable es la que permanece después de que todos los transitorios han decaido a
cero. Existen varias técnicas para analizar los datos de la respuesta en frecuencia. En este capitulo se
estudiaran dos de ellas: la de Bode y la de Nyquist.

Si a un sistema lineal se aplica una entrada senoidal, la salida es también una senoidal y de la
misma frecuencia. La salida puede diferir de la entrada en amplitud y fase. El cociente de la amplitud de
la salida entre la amplitud de la entrada se conoce como ganancia (también llamada magnitud o razén
de amplitud). El corrimiento de fase de la senoidal de salida en relacién con aquel de la senoidal de
entrada se denomina fase. La variacién de la magnitud y la fase con la frecuencia se denomina
respuesta en frecuencia del sistema.

La funcion de transferencia G(s) de un sistema en general se puede representar mediante
_ K(s=z)s=z,)ds-2_)-2,)
(s=pNs=py)ls=p,) P,)

donde K es la ganancia
z los ceros del sistema
p los polos; habiendo m ceros y n polos

G(s)

De este modo, puesto que G(s) es el cociente entre la salida y la entrada, es decir G(s) = X(s) / U(s),
entonces la salida esta dada por

Y(s) = K(s=z )s=2z,)..(s—2,) U(s) (ec.1)

(s=pNs=p,).s=p,)

De esta manera, si se considera una entrada seniodal

u(t)=a sen wt

Donde a es la amplitud de la entraday w la frecuencia angular en rad/s, entonces

U(s)=5—

S+
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Y la ecuacién 1 se convierte en
_K(s—z))s-2z,).(s-2,) aw
(s=pNs=p,).As=p,) 5T+

Y(s)

Esta ecuacién se puede solucionar usando fracciones parciales y obtener una relacién de la forma

Y(s) = términos transitorios + términos en estado estable

aa
5

Podemos decir que:
A B
Y(s)= +
(s+jo) (s—jo)

+ (Términos para los polos de G(s))

lim (s + jo)aoG(s) | G(—jo)ao
(s* + @) ~2jm

§s=>—jo

B_

m | (s - jo)awG(s) | G(jo)ae
§—>Jjo

(s> + @) 2j®

GG [ o
Por lo tanto: 1 (5) = +

s+ jo  s— jﬂ:} + (Términos de G(s))

2j
Al antitransformar, podemos encontrar y(t):

- aGje) [_ oI gt
.

=J

J¢ ot _— P
+e".e ] + Términos transitorios

¥(7)

¥(1) = alG(jo)

Jj((d.t—g”?) - e—j(m.H;ﬂ}
. 7J_

"

} + Términos transitorios



Los términos transitorios desaparecen con el tiempo. De esta manera si solo se tiene interés en el
estado estable. La solucion que se obtiene es

Y(t)=a|G(jw)| sen(wt+g)

La salida en estado estable es senoidal con la misma frecuencia angular o que la
entrada. G( jo) es la magnitud de la funcion de trasferencia G(s) cuando se
reemplaza s por jo . El nombre que recibe G( jo) es funcion de transferencia en
frecuencia. G( jo) se puede encontrar al reemplazar todos los valores de s en G(S)

por jo vy, asi, reordenar la expresion para obtenerla en la forma que permite
separar las partes real e imaginaria y, por lo tanto, identificar la magnitud y la fase.
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Respuesta en frecuencia de un sistema de primer orden.

Un sistema de primer orden tiene una funcién de transferencia de la forma

Gish=

+ T8

Donde es la constante de tiempo. La funcién de respuesta en frecuencia, %/« | se puede obtener
reemplazando s por /. Por lo tanto

K

Gl jfen)= -
I+ jar

Al multiplicar el numerador y el denominador de la ecuacion por ! =/« * (complejo conjugado del
denominador) se obtiene

K(l-jour) K JEar

Gije) = e e —
I+ - I+ 5 D+ 1

Esta ecuacidn proporciona la funcion de transferencia en frecuencia como un nimero complejo en la
forma x+jw.

K -Kar
e —— ]|:1=%
I+ l+e" r°

Luego la ganancia sera:

|':-f-|._.': {g}{: "IJIRE:- + ]I:hz =%
l+ (@)

K =Kar
— Im= —
I+ £ I+ £°

Re=

Luego la ganancia sera: n{er)

|G(j e =4/ Re’ + Im” =%
I+{mr)”

v el desfasaje:

Im
tan g =— ¢ ==—arctan (1)

Re
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Observemos que en sistema de primer orden la ganancia es inversamente proporcional a la
frecuencia de la sefial de entrada. Esto significa que para valores crecientes de la frecuencia de la
sefial de entrada, la ganancia disminuye y tiende a cero para una frecuencia que tiende a infinito. Es
asi que, para determinadas frecuencias de la excitacién de entrada no tendremos salida. Quiere decir
entonces que analizando el comportamiento de la funcion de la funcién de transferencia da la sefial de
un elemento dinamico para todo el espectro de frecuencias de la sefial de entrada podremos describirlo
integramente.

Esta descripcion se realiza graficamente y se utilizan normalmente dos formas gréficas, una
polar denominada diagrama de Nyquist y otra semilogaritmica denominada diagrama de Bode.

3-2. Diagrama de Nyquist.

El diagrama de Nyquist es una gréfica en el plano complejo de la funcion de transferencia en
frecuencia G( j) para todos los valores de frecuencia [ de la sefial

de entrada entre cero e infinito, lo que seria equivalente a decir que el diagrama de Nyquist es una
traza polar de la respuesta en frecuencia del sistema. El extremo del vector G( i) genera en el plano
complejo el denominado lugar geométrico de

Nyquist o lugar geométrico vectorial.
Debido a que en general las formas que representan los diagramas son muy complejas, resulta
dificultosa su representacion analitica. Se recurre en general al trazado gréafico del vector G/} para

distintos valores de .
Al trazar diagramas de Myguist existen cuatro puntos clave gue se deben

representar:
. g inicio de |a traza, donde « =0
. el fin de |a traza, donde w==
. donde |5 traza cruza sl eje real, es decir, ¢=0 o £ 180
. y donde esta cruza al eje imaginario, o sea, $==00

For ejemplo para una capacitancia no autorregulada cuya funcion de transferencia

en frecuencia es & jo)=— el diagrama de Myguist coincide con el eje imaginario,
Jfa

fal como se muestra en la figura 3.1. La flecha en el diagrama indica el sentido

crecente de |a frecuencia

Im

Re

FIGURA 3-1
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Para una capacitancia autorregulada (sistema de primer orden) la funcién de transferencia en
frecuencia es

K _K(l=jor)

"r‘:l.n':{""}= . = ]
’ + jarr I+a” £

Asi, debido a gue |la magnitud |(.-'|__,-(-J}| g5 |la raiz cuadrada de |a parte real al

cuadrado mas la parte imaginaria al cuadrado entonces,

|L’J-|__.|: {'-"::1= ‘ul RE:. =+ ]I::I:- =%
I+ (gt}

Y la faze es g ==—arctan (@)

Cuando = =0, entonces |C-'|__,.-(-J}|=1 v d=0

Cuando etende a infinito, |G{je) tendea 0y ¢ a-90

También se pueden calcular otros puntos para ayudar a dibujar |a traza de Nyguist.
Asi, por ejemplo, cuando @=1/r, entonces |('.-'|__,-m]{=] 2 y d==45. La figura 3.2
muestra |a traza de Myquist, |a cual es un semicirculo.

05 Incremento

wo=1t de w

FIGURA 3 -2

Considere ahora una funcion de transferencia correspondiente a un sistema con dos
capacitancias autorreguladas (también denominado retardo doble).
K

1+ 38)(1+r, 5)

I

Gls) =

La funcién de transferencia en frecuencia sera
K
(1+ jor }(1 + joor,)

Gl fo) =

Y normalizando
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(1= jorr, J (1= jour, )
|_] +(eor, Y ”] + |_.f-.vf:}1J

G jm) = K

Operando

1 R
l=a'rr, = (or +ar, )

Gl jony = K

De donde

:
l=wrr,

ook o T e (@]

(g1, +ar,)
[+ (owr 2 [[1 + (e )7 |

]r_i[(.-'l__,.’m}] = =f

Expresiones que podemos utilizar para trazar el diagrama correspondiente al sistema, al ir dandole
valores a 1 como puede verse en la figura 3.3. Del mismo modo, que puede trazarse el diagrama en

forma polar, calculando la ganancia y el desfasaje con los distintos valores de 1.

In

Fig 3-3-a
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Nyquist Diagram
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Figura 3 -3 -b

El diagrama de Nyquist es una herramienta invalorable para el desarrollo de los conceptos de
estabilidad, utiles para le desarrollo de los sistemas de control, como veremos al estudiar el criterio de
estabilidad de Nyquist. Sin embargo, las dificultades que tiene el trazado del diagrama de Nyquist para
sistemas complejos y la presentacion gréfica no lineal respecto a los valores de frecuencia, que juegan
un importante papel en el disefio, hacen que en general recurramos a una forma alternativa de
presentar la respuesta en frecuencia: el diagrama de Bode.

3-3. Diagrama de Bode.

El diagrama de Bode grafica la misma informacién que le diagrama de Nyquist, y consta de dos
gréficas: una del &ngulo de desfasaje [ graficada contra la
frecuencia y otra del logaritmo de la ganancia graficada contra la frecuencia, ambas en escala
logaritmica. La presentacion logaritmica de la ganancia simplifica notablemente el procedimiento de
graficacion, puesto que permite utilizar el método de trazado a través de las asintotas

La ganancia es expresada comunmente en decibeles (dB).
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Por ejemplo para un sistema de segundo orden, la fig 3-3-c nos muestra el diagrama de Bode:

20 =——— : - - 0
04 - -45
5 3
@ : h 3 =)
=
= b
= : : : 2
-100 = i1 i T 2-2?0
107 10 10 10 10
Freq (radisec)
Fig. N° 3-3-c

La mayoria de las funciones de transferencia complejas de sistemas de
proceso =& forman como producto de componentes mas simples, asi G(s) puede zer
expresada de manera generica comao:

[ ] (1+7,5) [ ] [] + 28 1,5 + fr!.,v;}EJ |
U+ rs) |] l+20,7,s + (1,57 ©@

Gi(s)= K

En la gue para todo k mayor que cero, las funciones de transferencia en frecuencia
se forman con la combinacion de los factores

1=y (=2 Q= (P @)

Que estan expresados en funcion de |la frecuencia adimensional (normalizada)

() = wr yde la relacion de amortiguamiento ¢ .

La figura 3.4 muestra los diagramas de bode de |as expresiones anteriores (3}
para el caso en el que el exponente toma el valar -1, es decir para factores en el
denominador de la funcion de transferencia. La figura 3.4 muestra las graficas de

factores de primer orden y cuadraticos (para mayor informacion consultar Ogata pag.
500}
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Figura 3-4

Para el exponente +1 de las expresiones, factores en el denominador de |la funcion
de transferencia, el diagrama de Bode es |la imagen especular de las curvas de |la
figura 3.4, respecto de las lineas de 0 dB y 07

La funcion de transferencia de la expresion 2, puede expresarse también
oomo:

G(s) =] ]els) i4)

Donde ¢ (s} son blogues farmados por los factores (3)

El logaritmo de |la ganancia y del desfasaje de |a funcidn de transferencia expresada
segun (ec. 4}, son:

log |G(j @) = log |G,/ @) + log |G, )] + log |Ga () @] + .. d=d +d o+

Y el diagrama de Bode de |a expresion (4} se reduce a graficar la suma de los
diagramas de cada bloque «,(s}.

Para cada blogue «(s} =e define una frecuencia de corte,
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1
[N =—

Ala cual la frecuencia normalizada es L1 = |

“Yeamos los pasos practicos & seguir para construir el diagrama de Bode de la
funcidn de transferencia

1/2%(1+0,55)

s} s ——————
s*1+08+35")

1) =e determinan los blogues «.(s)

I:'-_:=L : Cy=1+05s

2z *T (1+08s+57)
Y las frecuencias de corte correspondientes a8 cada uno, que son ¥, 1y 2

correspondientemente. En general, la posicion horizontal del diagrama esta fijada
por dichas frecuencias, las cuales se indican con flecha en la figura 3.5

i

10
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de la
Ganancia

Figura 3 -5

2) se traza una gréfica aproximada mediante segmentos de rectas. Para C1 es una recta de -
20dB/década en frecuencia (pendiente -1) que corta al eje de 0 dB en la frecuencia 0,5 (punto a de la
figura 3.5). el diagrama de la ganancia C2 se aproxima por dos asintotas

Lim | Czl’_jm}l = —Ij
=T m_

11
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Que tiene una pendiente -2 para frecuencias mayores que uno (recta b en la figura) y
Lim | C,(jew) | =1

==k

Recta que coincide con la linea de 0 dB (pendiente cero) para frecuencias menores que uno. Del
mismo modo las asintotas de C3 son
Lim |£'3lfjfu}| =

E—F T

Recta con pendiente +1 para frecuencias mayores a dos (linea ¢ en la figura) y
Lim | C(jw) | =1

=il

Asintota que coincide con 0 dB para frecuencias mayores que dos.

Superponiendo todas las asintotas se obtiene la grafica ABCD, cuya pendiente cambia en B (de -1 a -3)

y en C (de -3 a -2), puntos que coinciden con las frecuencias de corte determinadas en el primer paso.
3) Las correcciones de la gréfica de ganancia se realizan mediante las curvas de la figura 3.5 Las

correspondientes a los bloques C2 y C3 se muestran al pie de la

figura 3.5.

Obsérvese que para Cs la curva se ha invertido pues es un factor en el numerador. Con las

correcciones de ganancia indicadas como 1 y 2 se obtiene la grafica de

ganancia.
Es conveniente en general realizar las correcciones en la vecindad de las frecuencias de corte. Con
dos o tres correcciones se puede obtener una grafica bastante precisa.

4) La grafica de desfasaje se realiza a través de las curvas de la figura 3.4 para C2y Cs,
adicionando -90° por C1 , obteniéndose [
La curva de C3 debera tratarse en forma invertida.

Ademas del mostrado, existen diversos métodos para trazar el diagrama de Bode. En la figura 3.6 se
presenta una tabla con los diagramas de Nyquist y Bode de diversas funciones de transferencia.

12
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Diagr. de Bode
M(s) ¢(s)

Integrador
(20 38Ry
. Al ands oo ’
Retardo simple 1
¢ 9"?&6 -.‘u&'c}-,‘.'f ]
2B TS

Derivada con retardo s

s + 1

il Integrador con retardo 1

s(s+1)

'Ratqtdo doble

(s+1)(Ts+1)

IozCilador amortiguado
1/s2428s+1 §< 1/J2

IRetraso de fase ts+l

s+1

Adelanto de fase Ts+1

s+1

Figura 3 -6

13
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3-4. Criterio de estabilidad de Nyquist.

La estabilidad de un sistema de control realimentado puede chequearse mediante el test de

Nvaniiet Aana dire niia:

__/

Imaginary

Real

Imaginary

Figura 3-7

En esta ecuacion tenemos dos valores conocidos N, que pude determinarse a través de la
inspeccion del diagrama de Nyquist, y P, mientras que Z es la incdgnita. Tomemos el caso de la funcion
de transferencia de lazo abierto como

s} = L (8}

— rel o3 y
(I+rcsy(s"+255+1)

Que factoreada puede presentarse como

L
K

Giz) = - - .
(s=p Ms=pds = pg)



Donde pi son los polos de la funcion de transferencia con Re p; <0 parai=1,2,3
Este sistema en lazo abierto, es asintéticamente estable por lo que p=0. La figura 3.7 muestra el

diagrama de Nyquist de la funcion (6) para una variacién de w entre - y +0. Se muestra en linea
llena el diagrama para valores positivos de w y en linea punteada para valores negativos de w

Para valores pequefios de k, el punto -1 sobre el eje real, se ubica en Ay a medida que k crece se
mueve hacia B.

En el primer caso, el diagrama de Nyquist no circunscribe el punto -1 por lo tanto N=0 y siendo P=0, Z
sera cero, lo cual significa que el sistema realimentado no tiene polos con parte real positiva en lazo
cerrado, luego es estable. En el caso en que el punto -1 se situa en B, dicho punto queda circunscripto
dos veces en sentido horario, luego N=2 y como P=0, sera Z=2. Esto significa que el sistema en lazo
cerrado tiene dos polos con parte real positiva y es por lo tanto inestable. En el limite de la estabilidad,
el diagrama de Nyquist pasara por el punto -1

Plano GH t Plano GH

Y

(Inestable)

|
w= 0+

K pequeiia K prande
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3-5. Diseino de los sistemas de control mediante analisis en lazo abierto.

La mayoria de los sistemas de control automatico sobre procesos reales presentan funciones
de transferencia que no tienen polos con parte real positiva y en general no se introducen polos con
parte real positiva a través de los controladores, por lo que podemos decir que la condicion tipica es
que sea P=0 en la expresion (5). Para la generalidad de los sistemas, el anélisis de estabilidad a través
de los diagramas de Nyquist se reduce a estudiar el comportamiento alrededor del punto -1+ j0, como
puede observarse en la figura 3.8. Un sistema es estable en lazo cerrado si el punto -1+ j0, queda a la
izquierda del diagrama de Nyquist de lazo abierto en el sentido del crecimiento de la frecuencia (ver
figura 3.8.a). Un sistema en lazo cerrado estard en su limite de estabilidad cuando el diagrama de
Nyquist en lazo abierto pase por el punto -1+ jO (figura 3.8.b), siendo este el caso de oscilacion
permanente.

Como regla general podemos observar que un sistema es estable cuando el diagrama de Nyquist cruza
el circulo unitario en el tercer cuadrante. En la figura 3.8 se muestran también los diagramas de Bode
para cada caso. De esos diagramas podemos deducir que los margenes de ganancia y de fase
indicados representan el grado de estabilidad del sistema.

Margen de ganancia es la diferencia entre |la ganancia a |a frecuencia « | en que &l

sistema tiene un desfasaje de -180 y 0 dB.

Margen de ganancia = -|G|__,-:-.:-___ y dB

Margen de fase el la diferencia entre el desfasaje a |a frecuencia @ , en la que el
sistema tiene una ganancia de 0 dB y -180°

Margen de fase = 180° + Gl je, )

15



Instrumentacion y Control Automatico

de Ingenieria

UNIDAD 3

Limite de csabil.

margen
de
ganancia

§
———

Fa
" 4
g
P

- -

1

|
!
1(
iy

Figura 3 -8

Los mérgenes de ganancia y de fase han sido definidos de tal modo que sean positivos cuando el
sistema es estable.

El término margen pierde su sentido cuando el sistema alcanza el limite de estabilidad y mas aun
cuando es inestable.

Existe una regla practica (regla de Oldemburger) para el disefio de los sistemas de control y es que los
margenes de ganancia y de fase deben ser:

Margen de ganancia 8 dB

Margen de fase 30°

Como hemos visto en el tema 2, existe un compromiso entre la estabilidad del sistema, que esta ligada
a una baja ganancia, y la efectividad del control, que esta ligada a una alta ganancia. Un excesivo
margen de ganancia lleva a una ganancia muy baja, lo cual no es recomendable debido a la presencia
de error en estado estacionario inaceptable.
Si tenemos un proceso como el de la figura 3.9, cuya funcién de transferencia es

-T,

G,(s) = ¢
' (- sil+ms)(l+r5)

16
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T L 4 T
1 2 3
| Proceso
|
+ Il © T T T |
Controlador b 1 2 3 5 — d I
|
- | |
Figura 3 -9 .

Sendor,=1 r,=03 r=01 r,=03
Si al proceso le aplicamos un controlador proporcional cuya funcion de transferencia
(53]

G (s) = k.

El diagrama de Bode de la figura 3.10, nos permite determinar el valor de la
ganancia del controlador &, para satisfacer los margenes de ganancia y fase.

En la figura 3.10 puede observarse que el margen de ganancia del proceso es
10 dB y el margen de fase 120° Para cumplir con una de las condiciones de |a regla
de Oldemburger hacemos

k. =123=+2dB

(3

17
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De este modo logramos que e margen de ganancia sea 8dB y el margen de fase
30% |lo cual resulta aceptable.
Si aplcamos al proceso un controlador PID cuya funcion de transferencia es

I
Gisi=4&, (1 +—)il + 1,3 T
T3

% =zeleccionamos los valores de tal modo gue se cancelen las dos capacitancias
principales, es decir con

r,=1 r, =03

1+,
G.(s)= k. (—2) (1 +0.55)
k3

Cue aplicado sobre el proceso os presenta una funcion de transferenca de lazo
ahierto

| + 5 g~
11+ 0.55)
g (1+s0l+05:0(1+0.15

G ()G ish=k (

18



Instrumentacion y Control Automatico

Facultad de Ingenieria

UNIDAD 3
€o5s
GS)lk 7 n4
()UK, s (1101 s)
v k(-—l-+l+T)—> .
.:?’ ‘\Tes Rl i) (Ts + t)(TzS + 1)(Tys + 1) :
Lu—u—-———m-—-‘—————u—.— ————— o | !
db ' : S 'e-o.u O
wsrﬂ_‘_-_k
e S R e
18
\ TR
-2 I | N A-60°
= 1| X
k3 ‘ S '
LTI 1 Yo
T | 4 S
o \\ég| C4=120°
| , R , ;
R o S Lo o f— — - 150°
\-"] -"a)' R B 30? Ph."/_'\ '.-'lr1,~ o t‘:-. L I B | G
Pl | margin | e [ o 3 .
RN T
‘ Phase crossover 1 i, g
Ii ' l"b;t"'. ‘.. ¢ . N i
O O D ' i [ ¥

7 I RN SN 10 20

! . T o IR

‘ t b
Esta funcién de transferencia es representada(e% la figura 3.11 para ke [1

Figura 3 -11

Observemos que el margen de ganancia en este caso es 9 dB con lo que si queremos alcanzar un
margen de ganancia de 8 dB tendremos que ajustar

k, =112=+1dB

Para obtener los factores de ajuste de los modo integral y derivativo de acuerdo a las expresiones
vistas el primer tema para un controlador PID, debemos convertir la funcién de transferencia (7) en su

forma canonica.

l —
G‘[.ﬂ = .rE." 1+ =+ J'u.."Tl:l
i85

en la que
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Observemos que la ganancia en esta caso es un 30% mayor que con un
controlador proporcional y también el margen de ganancia es mayor, lo cual es
debido al efecto de la accion derivativa que acelera la repuesta. Por otra parte, la
accién integral, aumenta la ganancia en baja frecuencia eliminando el error de
offset.

El analisis en frecuencia realizado, se ha referido en todos los casos a sistemas en
oscilacion permanente. Sin embargo resulta muy sencillo extender dicho anélisis a
sistemas amortiguados, con amortiguamiento de " de la amplitud.

Tomemos por ejemplo la funcién de transferencia

i) = —
s(l+ 5)

en este caso sustituimos
§=—T+ jw

donde, para un amortiguamiento de % de la amplitud, la relacion entre la parte
imaginaria y la parte real debe ser & = v..z



-

el diagrama de Myquist, modificado para la frecuencia compleja — 0.22 + jw es

mostrado en figura 3.12 y podemos observar que este diagrama modificado cruza el
gje real en el punto P en el gue la frecuencia es @ =228y la ganancia

G022+ ja)f = 0.184

Figura 3-12

la curva cruzara el gje real en el punto -1 si la ganancia k es ajustada a un valor
1/0.184 = 544 vy es el valor de |a ganancia para una amortiguamiento de ¥ de la

amplitud.
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