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Concepto de estado - Espacio de estado.

Si registrasemos el comportamiento (respuesta) de un sistema en
una pelicula o en video, cada cuadro mostrara el estado
instantaneo del sistema.

Utilizaremos un juego de variables, denominadas variables de
estado, para identificar un sistema y describir su movimiento.

La cantidad necesaria y suficiente de variables de estado, para
describir la respuesta de un sistema, es igual al numero de
elementos dindmicos. Del mismo modo, este niumero coincide con
el orden del sistema.

El espacio dentro del cual se mueven las variables de estado se
denomina espacio de estado. Definimos el espacio de estado
como el espacio euclidiano n-dimensional, cuyas coordenadas son
las variables de estado de un sistema de orden “n”.
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Ecuacion de estado.

Podemos definir la salida (respuesta observada) de un sistema como la funcion
lineal entre las variables de estado y las entradas del mismo.

Tomemos, por ejemplo, un sistema lineal de primer orden consistente en una
capacitancia autorregulada. La expresion (2.37) muestra la ecuacion diferencial
del sistema, y puede expresarse del siguiente modo:

Donde: dx(t)
* X(t): es la variable de estado.
* u(t): es la variable de entrada.
* ay b: son coeficientes.

=a*x(t)+b*uf)
dt

La salida del sistema sera una funcion lineal de la entrada y de la variable de
estado, expresandose de la siguiente manera

Donde:
« y(t): es la salida del sistema. y(t)=c* x(t)+d *u(t)
 c y d: son coeficientes.
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11.
o Cuando el sistema tiene mas de una variable de
Vector de entrada: uft)= estado, es decir, que el mismo es de 2° orden o
superior, se puede generalizar, obteniéndose
lu, ecuaciones donde x(t), u(t) y y(t) seran vectores.
- Laecuacion se convierte entonces en una
X, | ecuacion vectorial, con la siguiente forma:
X2
Vector de estado:  x(t)=]... * A: es una matriz de parametros n*n.
* X(t): es un vector de parametros n*1.
%, | * B: es una matriz de parametros nr.

ro * u(t): es un vector de parametros r*1.
» C: es una matriz de parametros m*n.
* D: es una matriz de parametros m™r.

Vectorde salida :  vyi(t)=]... ;
* y(t): es un vector de parametros m*1

I}Tml

dx(t)
dt

= A*XE[t)+B*ujlt)

vit)= C*x(t)+D*ulrt)
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dx(t)
dt

= A*x(t)+B*u(t)

=  s*X(s)-X(0)= A*X(s)+B*U(s)

y(t)=C*x(t)j+D*uft) =  Y(s)=C*X(s)+D*U(s)

s*X(s)—A*X(s)=X(0)+B*U(s) )

X(s)*(s*I-A)=X(0)+B*Uls)

X(s)=(s*I-A)" *[X(0)+B*Ufs)| |

> Y (s)=C* {ls *I-AJ *[X(0)+B* U{s}]}+ D*Uf(s)

Y(sj=C*(s*I-AJ"*B*U(s)+D*Uls)

Y(s)=U(s)*|Cc* (s *1-A)**B+D —/

G(s)=C*(s*I-A)" *B+D

)

X
: S + -+
Ues) B IO ) e Y(s)
_I_
A

G | —

(s*I—a)!= adj [{S*I—A
‘ A

det [(s*I-A)]

s*I-Al=0 —

Ecuacion Caracteristica del Sistema




;‘i"L.j = i . E‘l =4 . R? — l
-2 2
d[h,t)] [-3/2 3/27 [ht)] [6]
L 1 {— l.'j i * } 1 + i * [Qﬁ{t]]
dt| hy(t)] 1/6 -3/2] |hy(t)] |O]
A
1 0o |-3/2 3/2| |s 0o |-3/2 3/2
[s*I-A|=s* - = -
o 1| |1/6 -3/2 o s| |1/6 -3/2

s+3/2 -3/2

s*I1-Al=|" " _
-1/6 s+3/2

—(s+3/2)*(s+3/2)—(-3/2)*(-1/6

|s* 7 — 4| =(s+3/2)" -1/4
[s*I-A|=0 = (s+3/2f-1/4=0

s+3%*5+9/4-1/4=0

i s, =-1]
8 +3*s+2=0 > ’

Sy = —EJ
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_adjfls*1-A)]

(s 1-a)" = det[(s*I- A)]

adjl(s *I- A)]= cofactor|(s *1-A)[

C,=(-1]"*(s+3/2)=s+3/2

. s+3/2 1/6
cofactoris * I—A):[ / “ }

Cp=(-1"*(-1/6)=1/6 3/2 s+3/2
C,, =(-1/"*(-3/2)=3/2
C,=(-17*(s+3/2)=s+3/2

| s+3/2 3/2
cofactor|(s *I-A)]' = adf[[s*7 - 4)]= r e | }

1/6 s+3/2

s+3/2 3/2
et st | (SF1)*(s+2) (s+1)*(s+2)
s*1-A)" = 1/6 $+3/2
(s+1)*(s+2) (s+1)*(s+2)]
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Solucidn de la ecuacion de estado.
La solucion de la ecuacion diferencial X(t),
correspondiente a un sistema multivariable de cualquier orden lineal, es la

suma de una solucion homogénea y una solucion particular.
 SOLUCION HOMOGENEA:

Se obtiene a partir de la ecuacion del sistema libre:

d
dt

Xt=A"XMm+B*Ult) —— ;Kh[tl;ﬁ“fﬁlkltl
T

s * X(s)—-X(0)= A*X(s] )
X,(0) = T.L s * 1- AY']* x(0)
s * X(s)— A* X(s)= X0} S(t)

g m— > Xult)=S(1)* X(0)=e*" * X(0)

X(s)* (s * - A) = X(0) S(t)= T.L (s 1- A)?] = er*t

X(s)= (s *I-A"* X(0) )

Para el ejemplo de los dos tanques:

s+3/2 3/2 1/2*%et+e?) 3/2*et—et)] [X,(1)]
- , - ! e " +e fLATe T —e T ¥
Sit) = T.L- (s+1)*(s+2) (s*+1)*(s+2) > X, (t)=] = ﬂl ) | HJ ol IR
Sl =1L 1/6 s+3/2 S o1/t et —e ) 1/2% (et ve )| | X,

[s+1)*(s+2) [s+1)*(s+2)
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SOLUCION PARTICULAR:
La solucidn particular satisface la ecuacion diferencial no homogénea
Como la solucion particular tiene que satisfacer la expresion anterior,

probamos con la siguiente solucion particular: %:{p{t}: A*X,(t)+B* Uy

Xplt)=3(1)" p(t) e  S(t): es la matriz solucion.

s pt): es la funcion vectorial incognita, cuva propiedad es:

pit)j=0 parat=0
d ., dS(t) . dp(t)
—X_[f)=———*pit)+ S(1)* \e ‘ .
d - o AP(1)
d ., . ) L dpit — X ([t)=A*X_(H)+S(t)*——
L X, 0=A5* i+ S B —— GTel=AREFSO" "
dt —_
X (1)
p't
<« AP(T) — PO _giypiyy = p[tp:i's-‘-{rr*B*U[r{*dT
S(t)* ——=B*U(t) dr J
dt 0
Xplt)=5(t)* p(t) .:>I{P{t]=51’t]“J5'I[TT*E*U{T{'*dT pero, S(f)*S(r(=S(t-1)
0

9
X, (t) = jsu —1)*B*Uft(*dr SOLUCION PARTICULAR
0




Encuentre la ecuacion diferencial que modeliza el sistema masa resorte
amortiguador de la figura. Exprese dicha funcion en modelo de estados

Fuerea generada por el resorte

_".".J'"\,""'l,l_

Masa —» F

.

=g

Fuerza generada por el amortiguador

Xa{t)=x(t)

Xa(t)= xp (t)

. 0 1 0
o]k 41

=]k el
m m

p1=11 o[y
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a) Hallar el modelo en el espacio de estados para la ecuacion diferencial
de 2° orden dada por:

d? d
dtjzz 6d_y + 5y = u(t)
b) Encontrar la funcién de transferencia Xa(tl=vit)
Xa({t)= ¥ (1)

-a partir de la ecuacion diferencial
-a partir de modelo en el espacio de estados X, = u(t) — 5x; + 6x;
¢) Encontrar la respuestaa una entrada impulso

B]=15% SR+ Qe

=11 olf,']

ez =t - A =0 ae[; 7]

Ui:'

Gls) =
(5) 52 —65+5

glt)=> e5*




Dada la matriz A: E i encontrar la solucién homogénea

s"2-3s-4=0 — raices-1y 4 =inestable

A1 —A] = [,1_—22 ,1_31]

paral=-1 —» [:g :g E:] [_11] autovector 1

paral=4 —> [_22 _33] [2] [3{2] autovector 2

x(t)= C1 X1+ G2 X2 Fe1fi]e e+ ez [P e i)
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Controlabilidad y observabilidad.

Una funcion de transferencia desarrollada en fracciones simples muestra al sistema de manera
desacoplada, es decir, que las variables de estado son afectadas directamente por la funcién de
entrada U(s) y cada una de ellas afecta individualmente la salida Y(s). El equivalente matricial de un
sistema desacoplado es cuando se presenta la matriz de estado A, como una matriz diagonal. Si en un
sistema cuya ecuacion de estado homogénea es:

é%xtr:&*xﬁ] p, 0 0 0 O]

0 p, 0 0 O
fiT*Xﬂuzﬂ*T*Xﬂu T"*A*T=/0 O 0 0
dt N o 0 0 0 .. 0
d ) 0 0 p,

— Xo(t)= T * A*T*X°t -
dt

realizamos una transformacion lineal del vector de estado X(t) a un nuevo vector X°(t), mediante una
matriz cuadrada T (recordar que hay muchas matrices de transformacién, pero so6lo una hara que A
se convierta en una matriz diagonal) Puede verse que esta ecuacion es igual a la ecuacién (4.11), a
diferencia de que al haber llevado a cabo una transformacion lineal, la nueva matriz A diagonalizada
esta representada en la ecuacion (4.13) como el producto de 3 matrices: T-1 *A* T.

S*[—T*A*T =T '*(s*[-A)*T

T *(s*I-A)* T| =|is*I-A)|=0
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0 1 s+3
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-3 1 0 1 00 v, vi =2 Ly
A-p*I*vi=[| 2 -3 2 |—(-1)*|0 1 O||*|vi|=0
1 1 _
lo 1 -3 0 0 1)) |vy vs=1 ]
-2 1 of |wv; 1
A-p,**vi=|2 -2 2|*vi|=0 Z=lo v =
1
0 1 -2 Iv; _1
—2*yi+1*vi+0*vi =0
2*yl_o+ylpo+yl =0
. i ) f . f 1 1 -1
0*v;+1*v,—2*v; =0 T2 o 2
1 -1 -1
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Analizar si el sistema es estable.
Analizar observabilidad y controlabilidad

Fll: 2 37(%17, [0
*2 [_1 4][HE]+[1]R raices=3ij? = inestable
pl=01 o]

Observabilidad: [ 1,:_'!::q]z B 3 det= 3 | es observable

D 3 det=-3 es controlable

Controlabilidad: (8 451= [] 3

El rango de una matriz es el orden de la mayor submatriz cuadrada cuyo
determinante es distinto de O.

El rango de A se escribe como Rag A o rg(A).
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Movimiento en el espacio de estado.
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