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Objetivo de la clase:

se espera que el estudiante comience a familiarizarse con el concepto de
derivada de una funcién, con sus propiedades basicas y con los procesos
[6gicos involucrados en demostraciones.
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Pendiente de una recta

Recordar:

\J

Pendiente de la recta:

Ay _y2—xn

m=tan 0 = .
Ax X0 — X1

Observar que la pendiente de una recta es la misma en cada punto de la
misma.
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Pendiente de una recta

Recordar:

Pendiente de la recta:

Ay _y2—n

m=tan 0 = .
Ax  x0 —Xx1

Observar que la pendiente de una recta es la misma en cada punto de la
misma.

Ahora, jcémo se determina la pendiente de una curva y = f(x) en
un punto (xp, f(xo)) de dicha curva?
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Célculo la pendiente de una curva y = f(x) en un punto P(xp, f(x0))

Ahora bien, dada una curva suave y = f(x), queremos definir el concepto de
pendiente en cualquier punto P(x, f(x)) de dicha curva. Para ello, realizamos el
siguiente procedimiento.

Primer paso: se escoge un punto Q(x + h,f(x + h)) cercano a P(x, f(x)) y se
traza la recta que une a dichos puntos. Esta recta se llama recta secante.

Ay

(x+h)

s S S NS QQx+h, (x+h))

P(x, f(x))
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Célculo la pendiente de una curva y = f(x) en un punto P(xp, f(x0))

Segundo paso: calcular la pendiente de la recta secante. Dicha pendiente
m es:

X+ h—x h
Tercer paso: como lo indica la siguiente figura, a medida que el punto Q
se acerca al punto P, es decir, cuando h — 0, las rectas secantes parecen
tender a la recta roja (recta tangente).

. f(x+h)—f(x) f(x+h)— f(x).

y

P(x, f(x)
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en un punto P(

Célculo la pendiente de una curva y

La pendiente m de la recta roja sera el limite de las pendientes de las rectas
secantes cuando h — 0, siempre y cuando dicho limite exista. Es decir:
. f(x+h)—f(x
m = lim ( ) ( )
h—0 h
En el siguiente grafico se ilustra sélo la recta roja:

by

P(x, f(x)
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Pendiente de una curva en un punto

Pendiente de una curva en un punto

La pendiente de una curva y = f(x) en un punto (xp, f(xo)) se define

como sigue:
fim f(xo+ h)— f(xo),
h—0 h

siempre que el limite exista.
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Pendiente de una curva en un punto

Pendiente de una curva en un punto

La pendiente de una curva y = f(x) en un punto (xp, f(xo)) se define

como sigue:
fim f(xo+ h)— f(xo),
h—0 h

siempre que el limite exista.

Observar que el cociente:

f(XO =+ h) — f(Xo)
h

es la pendiente de la recta secante que une los puntos (xp, f(x0)) ¥
(Xo + h, f(Xo + h))
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Pendiente de una curva, ejemplo.

1

Ejemplo: Determine la pendiente de la curva y = 5 cuando x = —1.
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Pendiente de una curva, ejemplo.

Ejemplo: Determine la pendiente de la curva y = % cuando x = —1.
Solucién: observar que:

1 1 —h
Fcl+m—fF-1)  “i1h —1_ (Cleh(D -1
h h h (—1+ h)(—-1)

Por lo tanto:

. f(=1+h)—f(-1) _ -1

I =lm ——=-1.

ho0 h o0 (—1 + hY(—1)
Luego, la pendiente de la curva en x = —1 es —1.
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Pendiente de la recta tangente

Recordar:

Definicion de recta tangente

La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (xp, f(x0)) es
aquella recta que tiene pendiente:

lim f(Xo -+ h) = f(Xo)
h—0

(siempre que el limite exista)

y pasa por el punto (xp, f(x0)).
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Pendiente de la recta tangente

Recordar:

Definicion de recta tangente

La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (xp, f(x0)) es
aquella recta que tiene pendiente:

lim f(Xo -+ h) = f(Xo)
h—0

(siempre que el limite exista)

y pasa por el punto (xp, f(x0)).

Dado que el limite:

im f(xo+ h) — f(x0)
h—0 h

aparece con mucha frecuencia, recibe un nombre especial.
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Ecuacién de la recta tangente

PROBLEMA: ;Cémo se determina la ecuacion de la recta tangente
al grafico de f en un punto dado (xo, f(xp))?
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Ecuacién de la recta tangente

PROBLEMA: ;Cémo se determina la ecuacion de la recta tangente

al grafico de f en un punto dado (xo, f(xp))?
SOLUCION:

@ Determinar la pendiente m de la recta tangente en el punto
(x0,f(x0)): ®

. (siempre y cuando el limite exista)
h—0 h

@ Construir la ecuacién de la recta que tiene pendiente m y pasa por el
punto (xo, f(x0)):

y = m(x — xp) + yo. ( Ecuacién de la recta tangente)

Ejemplo: Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva y = %
cuando x = —1.
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Derivada de una funcidn

Derivada de una funcion

La derivada de una funcién f en un punto x = xp se simboliza como f’(xg)
y se obtiene como:

f(Xg aF h) = f(Xo)

)

F(x0) = I
(o) = Jim,

siempre que el limite exista.

Asi:

[Derivada de f en xp]= [Pendiente de la curva y = f(x) en
(x0, f(x0))]= [Pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en
el punto (xp,(x0))] = [Tasa de cambio instantanea de f en xp]
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Derivada de una funcidn: forma alternativa.

Derivada de una funcién
La derivada de una funcién f en un punto x se obtiene:
f(z)—f
f'(x) = lim —(Z) (X),
Z—X Z— X

siempre que el limite exista.

1(2)-4(x)
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Notacién para las derivadas

Si y = f(x), entonces la derivada de f con respecto a x en un punto xp se
puede simbolizar como:

] f/(Xo)

f
° %(xo) (notacién de Leibniz)

° y'(x0)

Marzo, 2023
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La derivada como una funcidn

Considere la funcién f(x) = *5. El dominio de f es:

D(f) =R\ {1}.
Utilizando la definicién de derivada se obtiene:
1

)= Gmie

para todo x en D(f). Asi, f’ es una nueva funcién, llamada funcién
derivada, que en este caso, tiene el mismo dominio que f.
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La derivada como una funcidn

Considere la funcién f(x) = *5. El dominio de f es:

D(f) =R\ {1}.
Utilizando la definicién de derivada se obtiene:
1

"= oy

para todo x en D(f). Asi, f’ es una nueva funcién, llamada funcién
derivada, que en este caso, tiene el mismo dominio que f.

La derivada como funcién

Sea f una funcién y sea D(f") el conjunto de los x en el dominio de f
donde f es derivable. Entonces, la nueva funcion:

f': D(f') —» R

que a cada x € D(f) le asigna f'(x), se denomina funcién derivada.

™ = —y = —a

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Marzo, 2023



Grafica de la funcién derivada para una funcién y = f(x)
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Teorema (algunas propiedades de la derivada)

© Si f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en c.

@ Si f(x) = c para todo x, entonces f’(x) = 0 para todo x.

© Sine Ry f(x) = x", entonces f'(x) = nx"~! para todo x donde x”
y x"~1 estén definidas.

Q Si f es derivable en c y si k € R, entonces (kf)(c) = kf'(c).

© Si f y g son derivables en ¢, entonces f + g y f.g son derivables en ¢
y ademas:

° (f+g)(c)=f'(c) +&'(c).
o (f.g)(c) = f'(c)g(c) + f(c)g’(c)-

@ Si f y g son derivables en c y g(c) # 0, entonces /g es derivable en

c y ademas:
F\' . f(e)g(e) — f(c)g'(c)
(§) @ "

g
Ejemplos: derivar f(x) = 3x* —2x+ 1y g(x) = (x> — 1)/(x + 3).
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e Para derivar f(x) = 3x* — 2x + 1, utilizamos primero la regla 5 para
derivar cada uno de los términos:
o La derivada de 3x* es 3.4.x3 por las reglas 3 y 4.
o la derivada de —2x es —2 por las reglas 3y 4
o la derivada de 1 es cero por la regla 2.

Luego,
f'(x) = 12x3 — 2.
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e Para derivar f(x) = 3x* — 2x + 1, utilizamos primero la regla 5 para
derivar cada uno de los términos:
o La derivada de 3x* es 3.4.x3 por las reglas 3 y 4.
o la derivada de —2x es —2 por las reglas 3y 4
o la derivada de 1 es cero por la regla 2.
Luego,
f'(x) = 12x3 — 2.

e Para derivar g(x) = (x> —1)/(x + 3), vamos a utilizar en primer lugar
la regla 6 de la derivada de un cociente. La regla del cociente dice
derive el numerador (obtenemos 2x) multiplique por el denominador
sin derivar, reste el numerador sin derivar multiplicado por la derivada
del denominador (en este caso dicha derivada da 1), finalmente divida
todo por el denominador al cuadrado. Asi:

by 2xX(x+3)—(x2—1).1  x?+6x+1
g0 = (x+3)? T (x+3)
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Ejemplo a resolver en clases por los alumnos: derive
y=(x—-3)(x>+2x-2).
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Demostracion de 1: supongamos que f es derivable en x = ¢. Vamos a
probar que:
lim f(x) = f(c).

X—C
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Demostracion de 1: supongamos que f es derivable en x = ¢. Vamos a

probar que:
lim f(x) = f(c).

X—C

Entonces:
lim f(x) = )!i_r>r1€(f(x) — f(c) + f(c))

(x=¢)

lim [(f(x) gt f(c)]

= lim r(x))(:z(c).(x —c)+ f(c)}
_ i [O) = (<)

im (x = ¢) + lim f(c) = f'(¢).0 + f(c) = f(c)

donde se ha utilizado que f’ existe en c y las propiedades del producto y

suma de limites. Asi f es continua en x = c.
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