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Funciones crecientes y decrecientes

Vamos a considerar funciones crecientes o decrecientes con desigualdades
estrictas:

@ Decimos que f es creciente en D si:

f(x) <f(y)

para todo x y y en D tales que: x < y.
@ Decimos que f es decreciente en D si:

f(x) > f(y)

para todo x y y en D tales que: x < y.
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Funciones crecientes y decrecientes

La funcién de la siguiente figura es creciente en [a, b]:

Observar que si trazamos las rectas tangentes en cada punto de la gréfica de

y = f(x) para x € (a, b) se tiene que las pendientes de dichas rectas son
positivas. Es decir, f'(x) > 0 para todo x € (a, b). Basado en esta observacidn,
se da ahora un criterio para determinar dénde crece o decrece una funcién
derivable en términos del signo de f.
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Funciones crecientes y decrecientes

Prueba de la derivada primera para funciones crecientes o decrecientes

Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces:
e Si f'(x) > 0 para todo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].

e Si f/(x) < 0 para todo x en (a, b), entonces f es decreciente en [a, b).

Observacion: si en el teorema anterior f es continua solamente en (a, b),
entonces se debe reemplazar [a, b] por (a, b) en las dos implicaciones.
Ademas, el teorema puede aplicarse a funciones con dominios que no
consisten solamente en un intervalo como veremos en el préximo ejemplo.
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Demostracién de la prueba de la derivada primera para

funciones crecientes y decrecientes

Demostracion: vamos a probar el primer item. El segundo queda como
ejercicio para el estudiante. Supongamos que f/(x) > 0 para todo
x € (a,b). Sean x,y € [a, b] tales que:

x <y.

Entonces f satisface las hipdtesis del teorema del valor medio en [x,y] y
por ende existe ¢ € (x,y) tal que:

Fly) = f(x) = f'(c)(y — ).
Como por hipétesis f'(c) > 0 y ademds y — x > 0, obtenemos que:
Fly) = f(x) =f'(c)ly =x) > 0
y entonces:
f(y) > f(x),

lo cual prueba que la funcién f es creciente en [a, b].
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Funciones crecientes y decrecientes

Ejemplo: determine los intervalos donde f(x) = x3 — 12x — 5 es creciente
y donde es decreciente.

Antes de resolver el problema tener en cuenta que: para determinar
los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, vamos a determinar
los intervalos donde f’ es positiva y donde es negativa. Para ello, se deben
distinguir los puntos donde ' cambia de signo. Estos se encuentran, en
los casos que abordaremos en este curso, en:

@ los puntos criticos, es decir, puntos interiores del dominio de f donde
la derivada es cero o no existe

@ los extremos o puntos frontera del dominio de f

@ los puntos de discontinuidad de f.
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Funciones crecientes y decrecientes

Solucién del ejemplo: observar que f tiene por dominio R y que es
continua en todo R. Por ende, los tnicos puntos que se deben considerar
para analizar el cambio de signo de f’ son los puntos criticos.
Calculamos la derivada:

f'(x) = 3x* =12 = 3(x — 2)(x + 2).

Dado que f’ existe para todo x € R, los tinicos puntos criticos son aquellos
donde f’ es cero. En este caso:

x1 =2 y Xo = —2.

Analizamos los signos de f’ en los intervalos (—oo, —2), (—2,2) y (2, +00).
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Funciones crecientes y decrecientes

. (—o00,—2) (—2,2) (2, 400)
valor de prueba -3 0 3
signo de f’ + - +
Conclusién f es creciente | f es decreciente | f es creciente
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Observar que en el ejemplo anterior no se dijo que f es creciente en
(—00, —2) U (2,400). De hecho, si consideramos el grafico de f:

y= f(z)

/N

concluimos que f no es creciente en (—oo, —2) U (2, +00) pues hay puntos
cercanos a 2 donde f asume valores mds chicos que en puntos cercanos a —2.
Asi, los intervalos donde una funcién crece o decrece deben colocarse de forma
separada:

la funcion f es creciente en (—oo, —2) y en (2, +00).
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Criterio de la primera derivada para localizar extremos

relativos

Considere los siguientes graficos. Observe en cada situaciéon cémo cambia
el signo de f’ alrededor del punto critico x = ¢ :

. ) )
E(—) - (+)E /—\

L f@e<o F0>0 >0 £ <0

a [ b a ¢ b

Minimo relativo Méaximo relativo

@ )

fH=0 x>0 fx<0 fx<0

a ¢ b a ¢ b

Ni minimo relativo ni maximo relativo
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Criterio de la derivada primera para extremos locales

Criterio de la derivada primera para extremos

Sea f una funcién continua en [a, b] y sea ¢ € (a, b) un punto critico de f.
Supongamos que f es derivable en (a, b), excepto posiblemente en c. Al
aumentar el valor de la variable independiente x,

@ si f/ cambia de positiva a negativa alrededor de c, entonces f tiene
un maximo local en x = c,

@ si f' cambia de negativa a positiva alrededor de ¢, entonces f tiene
un minimo local en x = c,

@ si f/ no cambia de signo alrededor de c, entonces f no tiene extremo
local en x = c.
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Criterio de la derivada primera para extremos locales

Criterio de la derivada primera para extremos

Sea f una funcién continua en [a, b] y sea ¢ € (a, b) un punto critico de f.
Supongamos que f es derivable en (a, b), excepto posiblemente en c. Al
aumentar el valor de la variable independiente x,

@ si f/ cambia de positiva a negativa alrededor de c, entonces f tiene
un maximo local en x = c,

@ si f' cambia de negativa a positiva alrededor de ¢, entonces f tiene
un minimo local en x = c,

@ si f/ no cambia de signo alrededor de c, entonces f no tiene extremo
local en x = c.

Observacidn: el criterio de extremos locales también se aplica a los
extremos del intervalo a y b, pero sélo hay que analizar el signo de f/(x) a
un lado (derecho o izquierdo) de a o de b y para toda x suficientemente
cercana a estos puntos (utilizar la siguiente figura para explicar).
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Criterio de la primera derivada para localizar extremos

relativos
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Criterio de la primera derivada para localizar extremos

relativos

Ejemplo: sea f(x) = x'/3(x — 4). Determine los intervalos donde f crece
y/o decrece, y los extremos relativos de f.
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Criterio de la primera derivada para localizar extremos

relativos

Ejemplo: sea f(x) = x'/3(x — 4). Determine los intervalos donde f crece
y/o decrece, y los extremos relativos de f. Solucién: primero calculamos
la derivada de f usando la regla del producto:

f'(x) = %x_2/3(x —4)+ x1/3,

Observar que ' no existe en x = 0 y que este punto pertenece al dominio

de f. Luego, x = 0 es un punto critico. Analizaremos si f’ se anula en
algln punto:

flix)=0
1
§X72/3(X o 4) +X1/3 — 0
Multiplicamos por x2/3 ambos miembros:

1
§(X—4)+X:0
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x=1.

Asi, x = 1 es también un punto critico.
Para analizar los intervalos donde f crece o decrece tenemos en cuenta los

puntos criticos de f y los extremos del dominio. Dado que el dominio de f
es R, los Unicos intervalos a considerar son:

(=0,0), (0,1) vy (1,00).
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intervalos (—00,0) (0,1) (1,400)
punto de andlisis -1 1/2 2

signo de f’ f'(-1) <0 f'(0) <0 f'(2) >0

Conclusién f es decreciente | f es decreciente | f es creciente

En base a la tabla anterior y al criterio de la derivada primera para

extremos tenemos que f tiene un minimo local en x = 1.
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y=xB -4

(1, =3)
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Uso de la primera derivada

Recordar: la primera derivada de una funcién nos sirve para:
@ determinar los intervalos donde la funcién crece y/o decrece.

@ decidir si en un determinado punto critico se tiene un maximo local,
un minimo local o ninguno de los dos.
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Concavidad

Para introducir el concepto de concavidad de funciones, vamos a comenzar
observando las siguientes gréficas:

y=In(z)
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Concavidad
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Concavidad

Tanto la funcién logaritmica como la exponencial son funciones crecientes.
Sin embargo, la funcién y = In(x) desacelera su crecimiento a medida
que x aumenta, mientras que y = e* acelera su crecimiento cuando nos
movemos en la direccidn de las x positivas. En ambos casos las derivadas
son positivas, pero no permiten distinguir el ritmo de crecimiento (o
decrecimiento) de una funcién. Veremos que esta distincién la brinda la
derivada segunda.

Comencemos trazando algunas rectas tangentes a las funciones logaritmica
y exponencial.
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En el caso de y = In(x), se observa a partir de la comparacién de las
pendientes de las rectas tangentes en Py Q que a medida que x aumenta,
la derivada de y = In(x) decrece.
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Por otro lado, en el caso de y = €*, se deduce que la derivada de la
funcidén exponencial es creciente.
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Concavidad

Concavidad: el comportamiento de la derivada de una funcién (en cuanto
a si es creciente o decreciente) nos indica si la grafica se curva hacia arriba
o hacia abajo. Definimos entonces el concepto de concavidad como sigue:

Definiciéon de Concavidad

Sea f una funcién derivable en (a, b). Tenemos:

e si f’ es creciente en (a, b), entonces decimos que f es céncava hacia
arriba en (a, b),

@ si f’ es decreciente en (a, b), entonces decimos que f es céncava
hacia abajo en (a, b).

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anidlisis Matemadtico | Abril, 2023



Concavidad

Criterio de la segunda derivada para concavidad:

Sea f una funcién dos veces derivable en (a, b), Entonces:

@ Si f” >0 en el intervalo (a, b), entonces f es céncava hacia arriba en
(a, b).

@ Si f” < 0 en el intervalo (a, b), entonces f es céncava hacia abajo en
(a, b).

Observacién: la notacién f” indica derivada segunda de f. Otras formas
de escribir la derivada segunda son:

" d2y

dx?’
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Concavidad: ejemplo

Dado que para determinar los intervalos de concavidad de una funcién f se
deben analizar los signos de f”, tenemos que encontrar los puntos
alrededor de los cuales f” cambia de signo. Estos puntos se localizan en:

@ los puntos interiores del dominio de f donde f” es cero o no existe;

@ los puntos de discontinuidad de f;

@ los extremos o bordes del dominio de f.

Ejemplo: determinar los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia
abajo de la funcién:
6

T X213

f(x)
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Concavidad: ejemplo

Solucién: observar que el dominio de f es R, por ende no hay puntos
borde para el dominio. También, f es continua en R pues es funcién
racional y no hay ninglin x que anule el denominador. Asi, los tinicos
puntos a considerar para obtener los intervalos de concavidad son los
puntos donde f” es cero o no existe.
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Concavidad: ejemplo

Solucién: observar que el dominio de f es R, por ende no hay puntos
borde para el dominio. También, f es continua en R pues es funcién

racional y no hay ninglin x que anule el denominador. Asi, los tinicos

puntos a considerar para obtener los intervalos de concavidad son los

puntos donde f” es cero o no existe. Calculamos -

—12x

f'(x) = m

" —12(x? +3)% + 12x.2(x?> +3).2x  —12x> — 36+ 48x>  36x% — 36
(x2+3)* (x2+3)3 (x2+3)3
Observar que f” siempre existe. Luego los tnicos puntos de interés son
aquellos donde:

f'x)=0= x=1,-1.
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Construimos una tabla con los intervalos definidos por 1 y —1:

intervalos (—o0,—1) (-1,1) (1,4+00)
punto muesta -2 0 2
signo de 1" + +
Conclusién Conc. hacia arriba | Conc. hacia abajo | Conc. hacia arriba
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Concavidad: ejemplo

¥
i xXl=
; ) 43
v 3T ;
x>0 L =0
Céncava . Concava
hacia arriba 4 e hacia arriba

: Céncava
: hacia abajo

-2 -1 1 2
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Punto de inflexién

Punto de inflexion

Sea f una funcién continua en (a, b) y sea ¢ un punto de ese intervalo.
Decimos que (c, f(c)) es un punto de inflexién de f si es posible trazar la
recta tangente al grafico de f en el punto (c, f(c)), y si la grafica de f
cambia de concavidad en (c, f(c)).

¥
1 flx) =x* - 4x?

Puntos de
inflexién

_2? =+
Céncava Céncava Cdncava
hacia arriba  hacia abajo hacia arriba
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Punto de inflexién

El siguiente teorema nos dice dénde se deben buscar los puntos de
inflexion:

Teorema

En un punto de inflexién (c, f(c)), o bien f”(c) no existe, o bien
f"(c) = 0.

PRECAUCION: NO SIEMPRE QUE f"’(c) =0, TENEMOS UN PUNTO
DE INFLEXION. TAMBIEN, NO SIEMPRE QUE f"(c) NO EXISTA HAY
UN PUNTO DE INFLEXION. Ver ejemplos en las préximas dos
diapositivas.
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Punto de inflexién

- Un ejemplo donde f”(0) = 0 pero (0, f(0)) no es punto de inflexién.

X

- Un ejemplo donde f”(0) no existe y (0, f(0)) es punto de inflexion.

y
F’untolde ¥ =1
inflexién

T

=
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Puntos de inflexidon

- Un ejemplo donde f”(0) no existe y (0, f(0)) no es punto de
inflexion.

-2
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Puntos de inflexidon

Ejemplo: f(x) = x%/3. Entonces:
1
f'(x) = gxz/3 y f(x) = 790X—1/3.

Observar que f” no existe en x = 0. No hay puntos donde " sea cero.
Asi, (0,£(0)) es candidato a ser punto de inflexién. Observar que:

f"(x) < 0 cuando x < 0 — f es céncava hacia abajo en (—o0,0).

f”(x) > 0 cuando x > 0 — f es cdncava hacia arriba en (0, +00).

Hay cambio de concavidad en (0, 7(0)) y ademds, es posible trazar la recta
tangente en ese punto ya que '(0) = 0. Luego, (0, f(0)) es un punto de
inflexion.
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Puntos de inflexidon

.
. 3
2k YT F
1 -
| | I L >y
-2 -1 D.q\ 1 2
i Punto de
" inflexién
2k
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