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Optimizacién

Problema 2: se desea disefiar una lata metalica cerrada con capacidad de
1 litro y con la forma de un cilindro circular recto. Determine las
dimensiones de la lata que permitan utilizar la menor cantidad de material.
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Problema 2: se desea disefiar una lata metalica cerrada con capacidad de
1 litro y con la forma de un cilindro circular recto. Determine las
dimensiones de la lata que permitan utilizar la menor cantidad de material.
Solucién al problema 2:

@ Dibujo y variables: r = radio, h = altura. Ambos en centimetros.

—2r

@ Funcién a minimizar: area superficial A.

A =21r? 4+ 2rrh.
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Solucién al problema 2:

@ Relacién entre r y h: utilizamos los datos del problema sobre el
volumen de 1 litro= 1000cm?:

V = 7r’h = 1000

de donde se obtiene:
b 1000

wr’
Reemplazando en la funcién A se obtiene:
2000

1000
A(r) = 2nr® + 27r 5 = 21r? 4 .
r r

Observe que r tiene que ser positivo.
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Solucién al problema 2:
@ Buscamos dénde A alcanza su minimo: encontramos primero los

puntos criticos.
2000

A(r)=4nr— 2

Observar que A’ existe para todo r > 0. Buscamos r tal que
A'(r) = 0. Obtenemos:
(500)1/3
r=— ,
T
es el tnico punto critico.
@ Para determinar si A tiene un minimo local en el punto critico,

determinamos la segunda derivada y vemos qué signo tiene en el

punto critico (es decir, usamos el criterio de la derivada segunda para
extremos relativos). Se obtiene:

V()] o
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Solucién al problema 2:

1/3
Luego, A tiene un minimo local en r = (570) . La altura
correspondiente es:

b 1000 _ 2(500)1/3_

wr2
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Ejemplos de Economia

Sean:
r(x) = ingresos por la venta de x articulos

¢(x) = costo de producir x articulos

p(x) = r(x)—c(x) = utilidad (ganancia) por producir y vender x articulos.

En economia, las derivadas reciben nombres especiales: r’'(x) ingreso
marginal (variacién en el ingreso total por aumento en una unidad de la
cantidad producida), ¢/(x) costo marginal y p’(x) utilidad marginal.

En un punto xp donde la utilidad es méxima tenemos:

p'(x) =04 r'(x) = c(x)-
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Ejemplos de Economia

Sean:
r(x) = ingresos por la venta de x articulos

¢(x) = costo de producir x articulos

p(x) = r(x)—c(x) = utilidad (ganancia) por producir y vender x articulos.

En economia, las derivadas reciben nombres especiales: r’'(x) ingreso
marginal (variacién en el ingreso total por aumento en una unidad de la
cantidad producida), ¢/(x) costo marginal y p’(x) utilidad marginal.

En un punto xp donde la utilidad es méxima tenemos:

p'(x) =04 r'(x) = c(x)-
Asi:

En un nivel xy de utilidad maxima, el ingreso marginal es igual al
costo marginal.
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Ejemplos de Economia

Costo cix)

Ingreso rix)

Ddlares

Punto de |
exquilibrio ‘ | Utilidad mdxima, ¢'(x) = r'(x)
l
|
|

|
: Méximo local para pérdidas (minimo de utilidades), ¢'(x) = rfx)

| | .1
1] Articulos producidos
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Ejemplos de Ingenieria

Ejercicio del trabajo practico 3 a resolver en practica: la resistencia R
(capacidad para resistir esfuerzos y fuerzas aplicadas sin romperse, adquirir
deformaciones permanentes o deteriorarse) de una viga de madera, de
seccion transversal rectangular, es proporcional a su ancho por el cuadrado
de su espesor:
R = Kdw?, K >0.

Problema: determine las dimensiones de la viga de madera mas resistente
que se puede cortar de un tronco cilindrico de 12" (pulgadas) de didmetro.
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Ejemplo para Licenciatura en Cs. de la Computacién

Redes neuronales: el algoritmo de aprendizaje de una red consiste en un
mecanismo mediante el cual se van adaptando o modificando los
pardametros de la red de acuerdo a criterios. En el caso de la red neuronal
PERCEPTRON se trata de un algoritmo supervisado, es decir, la
modificacidén de los pardmetros se realiza para que la salida de la red sea lo
mds préxima posible a la salida deseada. Asi, se plantea el problema de
optimizacién:

min E(w), we W
donde E es la funcién que evalta la diferencia entre las salidas de la red y

las salidas deseadas, sobre un conjunto de parametros de red W, que
constituyen las restricciones del problema.

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matemadtico | Abril, 2022



Definicién de antiderivada
Decimos que una funcién F es una antiderivada de f en (a, b) si:

F'(x) = f(x) para todo x € (a, b).

Dar ejemplos.
Observacion: si F es una antiderivada de f en (a, b), entonces:

G(x) = F(x)+ C,

donde C es cualquier constante, es también una antiderivada de f.
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Antiderivadas

Recordar la siguiente consecuencia del teorema del valor medio:

Teorema

Si F y G son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b) tales que:

F'(x) = G'(x)
para toda x de (a, b), entonces existe una constante C tal que:

G(x) = F(x)+ C

para todo x en [a, b].

Asi, dos antiderivadas de una funcion difieren en una constante.
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Sea f una funcién definida en (a, b). El simbolo:

/ f(x)dx

representa una antiderivada general de f en (a, b) y se denomina integral
indefinida de f.

Ejemplos:
n+1
o [x"dx =375 + Cparan# —1.
o [ cos(x)dx = sen(x) + C
o [sen(x)dx = —cos(x)+ C
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Propiedades de la integral indefinida

Sean f y g funciones definidas en (a, b), y sea ¢ € R. Entonces:
o [(f(x) x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.
o [(f(x)—g(x))dx = [ f(x)dx — [ g(x)dx
o [cf(x)dx = c [ f(x)dx

Ejemplos:
° f(x4+5x—l)dX:fx4dx+5fxdx—f1dX:%S—i—%—x—i— C.
o [(sen(x) — 4cos(x))dx = —cos(x) — 4sen(x) + C
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Preparacién para la integral definida: notacién para sumas

finitas

Sea la siguiente suma finita:
atataz+-+an
Utilizamos la notacién sigma para representar la suma finita:
n
Zak=a1+32+33+~--+an.

k=1
Ejemplo:

10
Zkzz1+22+32+42+52+62+72+82+92+102.
k=1

Finalmente, una férmula atil es la siguiente:

n
suma de los primeros n nimeros naturales = E k=
k=1

n(n+1)
s
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INTEGRAL DEFINIDA
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Motivacién geométrica de la integral

Problema. Determine el drea de la regién sombreada:

f

y=a’+2

¢ Area de la region sombreada?
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Motivacién geométrica de la integral

Como primera aproximacién, tomamos un rectdngulo de base igual al

intervalo considerado y altura igual al valor de la funcién en x = 0, en este
caso f(0) = 2.

y:w2+2

Area del rectangulo = 6 x f(0)= 12
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Una mejor aproximacién se obtiene tomando mds rectdngulos:

y=a"+2

-3 ! ' 3

Observar que los rectangulos tienen la misma base y la altura de cada uno
la da el valor de f en -1, 0 y 1. Por supuesto, se podrian haber elegido
otros puntos. Suma de las areas de rectdngulos: 16.
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En la siguiente figura se han tomado n = 6 rectangulos:

N\

y

y=ax+2

-3

3

Observar que los rectangulos tienen la misma base y la altura de cada uno
la da el valor de f en -2,-1, 0, 1 y 2. Por supuesto, se podrian haber
elegido otros puntos.Suma de las dreas de rectdngulos: .22.
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En la siguiente figura se han tomado n = 15 rectdngulos:

y=x"+2

Suma de las dreas de rectdngulos: 26.5.
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En la siguiente figura se han tomado n = 30 rectdngulos:

f

\ |l v

Suma de las areas de rectangulos: 28.5. Se espera que a medida que se
tomen todos los rectdngulos cada vez mas finos, la aproximaciéon mejore.
De hecho, el drea buscada es 30.
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En las préximas diapostivas vamos a formalizar el proceso de aproximacién
mediante rectangulos de una regién delimitada por el grafico de una
funcion f > 0:

@ Primero, formalizaremos el proceso de divisién de un intervalo en
otros mds pequefios (que constituyen las bases de los rectangulos)
introduciendo el concepto de Particién.

@ Luego, introduciremos una medida que nos dird que tan finos son los
rectangulo utilizados, definiendo la nocién de Norma de una
particion.

@ Se formalizard la idea de sumas de dreas de rectangulos a través de la
definicién de sumas de Riemann.

@ Finalmente, mediante un proceso de limite se obtendra el area
buscada a través del concepto de Integral Definida.
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Nocidén de Particion

Particion de un intervalo: si /| = [a, b] es un intervalo, una particién P
de | es una coleccién de puntos distintos: xg, x1, ..., X, con la propiedad:

a:Xo<X1<-~~<Xn:b.

Escribimos: P = {xo, x1, ..., Xn}. Asi, una particién P se utiliza para dividir
un intervalo [a, b] en subintervalos:

[a, Xl], [X1, X2], [X2, X3], ceey [X,,,l, b]
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Nocién de Particién: ejemplo

Por ejemplo en el gréfico:

f

y=a*+2

hemos tomado la particién:
P= {_3) _27 _1a 07 17 27 3}

del intervalo [-3, 3].
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Nocién de Norma de una Particion

Norma de una particion: si P = {xp, x1, ..., X5} es una particién de /,
entonces la norma de P es:

[|P|| = max {xl — X0y X2 — X1y eeey X — anl} = max {Axk tk=1,.., n}

donde: Axy = X — Xk_1.
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Nocién de Norma de una Particién: ejemplo

Por ejemplo en el gréfico:

f

y=a"+2

donde:
P={-3,-2,-1,0,1,2,3}

se tiene ||P|| = 1.
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Nocién de Norma de una Particién: mds ejemplos

Ejemplo: sea | = [0, 1], entonces podemos formar las siguientes
particiones:
1
P:{O,z,l}, [|IP|| =1/2.
afIPl=172

12 n—1
P,,:{O,,,..., ,1}, [|Pnl| = 1/n.
n'n n

Observacion: en el ultimo caso:

Blw

I

T

Il
—N—
\.o
N =

lim ||P,|| = 0.
n—o0

En la préxima diapositiva vamos a formalizar la idea de sumas de dreas de
rectangulos.
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Sumas de Riemann

Sea f :[a,b] = R, f(x) > 0 para todo x € [a, b]. Tomemos:
P = {x0, X1, X2, ..y Xn}
una particién del intervalo [a, b]. Seleccionamos puntos c1, ¢, ¢3, ..., Cq:
1 € [xo, xi1]

C € [X1,X2]

Ch € [Xn—lvxn]
La suma:
S(f,P) = f(c1)Ax1 + () Axp + -+ + F(n) Axn = Y _ F(ci) Dxi,
k=1

se denomina suma de Riemann de f en [a, b] con respecto a P.

7 = =
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Sumas de Riemann: ejemplo

f

y=a"+2

-3

3

se tomaron: ¢; = —2 € [-3,-2], o =—-1€[-2,-1], 3 =0 € [-1,0],
ca=0€][0,1, cs=1€[1,2] y ¢ =2 € [2,3]. La suma S(f, P) asociada

€s:

S(f,P) = f(~2).1+ f(—1).1 + £(0).1 4 £(0).1 + £(1).1 + £(2).1
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Se mencioné anteriormente que si se toman todos los rectangulos cada vez
mas finos se obtiene una mejor aproximacién a la regidén considerada. Por
ejemplo:

Z y=a’+2

Observar que lo que se busca es hacer que las longitudes de los
subintervalos en los que se dividié el intervalo [—3, 3] sean
simultaneamente cada vez menores. La forma de lograr esto es haciendo
que la norma de las particiones de [—3, 3] tiendan a cero.
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Asi, se espera que el drea A de la regidn considerada sea:

A= lim S(f,P).
1P[|=0

Ademids, dicho limite recibird un nombre especial.
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Integral Definida

Definicién de integral definida

Sea f :[a,b] = R, f > 0. Decimos que la funcién f es integrable en
[a, b] si el limite:

lim S(f,P)=A
|1P][—0

existe. El nimero A se denomina integral definida de f en el intervalo

[a, b] y escribimos:
b
A= / f(x)dx.
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Calculo de areas para funciones no-negativas

Definicién

Sea f : [a, b] — R tal que f(x) > 0 para todo x € [a, b]. Entonces el drea
de la regién comprendida entre el grafico de f, las rectas x = a, x = b y el
eje x se define como:

b
/ f(x)dx (siempre que la integral exista).
a
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Calculo de areas para funciones no-negativas

Observacidén: por ahora el calculo de areas es dificil pues requiere
calcular integrales mediante la definicién. En la préxima clase
calcularemos una integral utilizando la definicion y luego veremos
cémo calcular integrales de forma mas simple.

También, en la préxima clase extenderemos la definicién de integral a
funciones con valores reales f : [a, b] — R.
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