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En esta clase, vamos a emplear la integral definida para calcular volimenes
de sdlidos en el espacio. En aplicaciones, el calculo de voliimenes se puede
utilizar para estimar la cantidad y costo de materiales en determinadas
construcciones, por ejemplo la cantidad de hormigdn a emplear en una
presa.

Para ello, vamos a introducir primero la nocién de seccién transversal de
un sélido.
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Célculo de volimenes por medio de secciones transversales

Definicidon de seccidn transversal

Una seccidn transversal de un sélido S es la regién plana formada por la
interseccién de S con un plano.

seccidn transversal
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Volumen de un sélido por secciones transversales

Problema: se desea calcular el volumen del siguiente sélido
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Volumen de un sélido por secciones transversales

Observar que para cada x € [a, b], la interseccién del plano correspondiente
con el sélido determina una seccién transversal de drea A(x):

seccion transversal de area A(x)
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Deduccién de la férmula integral para el cdlculo de

voliimenes por medio de secciones transversales

Tomamos una particién P = {xp, x1, ..., Xn } del intervalo [a, b]. Y
consideremos un subintervalo genérico [xx_1, xk|. Los planos x = xx_1 y
Xx = xy definen secciones transversales:
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Deduccién de la férmula integral para el célculo de

voliimenes por medio de secciones transversales

El volumen de la regién comprendida entre los planos x = xx_1 y x = xx
se puede aproximar con:

A(Xk)AXk = A(Xk)(Xk — kal)

donde A(xx) es el drea de la seccién transversal para x = x.
Por lo tanto, la suma de Riemann:

Z A(Xk)AXk
k=1

aproxima el volumen del sélido considerado. Si la funcién A = A(x) es
integrable en el intervalo [a, b], entonces cuando la norma ||P|| tiende a
cero, el volumen del sélido vendra dado por:

/; " A)d
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Calculo de volimenes por medio de secciones transversales

Llegamos a la siguiente definicion

Definicion: Volumen de un sélido por medio de secciones transversales

El volumen de un sélido S con area de seccidn transversal integrable
A = A(x) en un intervalo [a, b], es:

/a ’ A(x)dx
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Calculo de volimenes por medio de secciones transversales

Procedimiento para calcular volimenes de sélidos mediante secciones
transversales
@ Bosqueje el sélido y una seccién transversal representativa
@ Determine una férmula para el drea A(x) de la seccién transversal
representativa

@ Determine los limites de integracion

o Integre A(x) para determinar el volumen
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Calculo de volimenes por medio de secciones transversales

Ejemplo 1: determine el volumen de una piramide de altura 3m, que tiene
una base cuadrada de 3m por lado.
Solucién:
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Si tomamos una seccién transversal arbitraria de la pirdmide obtenemos:

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Andlisis Matemdtico | Mayo, 2023



Entonces, el drea de la seccién trasversal asociada a x es:
A(x) = x°.
Luego, el volumen de la pirdmide es:

3 3
V:/ X2dx:x—‘ =9md.
0

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2023 12 /43



Aplicaremos el método de secciones transversales
al calculo de volimenes de sélidos de revolucion
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Sélidos de revolucidn

Definicion de Sélido de Revolucién

Un Sélido de Revolucién es aquel que se obtiene al hacer girar una porcién
del plano alrededor de una recta fija.

Veremos algunos ejemplos en las préximas diapositivas.
Para calcular el volumen de un sélido de revolucién, vamos a emplear tres
métodos:

@ Método de discos,
@ Método de las arandelas,

@ Método de los cascarones cilindricos.
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Método de discos
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Sélido de revolucién: método de discos

Ejemplo 2: sea y = y/x. Considere la regidn encerrada por la gréfica de
vy, el eje xylasrectas x =0y x = 4:

4
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Sélido de revolucién: método de discos

Al hacer girar la regidn anterior entorno al eje x se obtiene el siguiente
sélido de revolucién:

Reproducir video 1.
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Sélido de revolucién: método de discos

Dado x € [0, 4], la seccién transversal correspondiente es:

3

4

Entonces el drea de la seccién transversal A(x) es m(y/x)%. Es decir:

Ax) =n(Vx)2P=mx = V = /0 mxdx = 78.
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Ejemplo 3: determine el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar
la regidn encerrada por la grificade y = /xylasrectasy =1, x =4
alrededor de la recta y = 1.
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Ejemplo 3: determine el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar
la regidn encerrada por la grificade y = /xylasrectasy =1, x =4
alrededor de la recta y = 1.

2.5
] //
Y= \/E
15
y=1
1
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r=4
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Asi, el volumen viene dado por:

I

V:/147r(\/;—1)2dx: o
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Sélido de revolucién: método de discos

Ejemplo 4: determine el volumen el sélido que se obtiene al hacer girar la
regiéon comprendida entre el grifico de x = 2/y, el eje y y las rectas
y =1, y = 4 alrededor del eje y.
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Sélido de revolucién: método de discos

Ejemplo 4: determine el volumen el sélido que se obtiene al hacer girar la
regiéon comprendida entre el grifico de x = 2/y, el eje y y las rectas
y =1, y = 4 alrededor del eje y.

En este caso:
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Método de las arandelas o anillos
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Método de las arandelas

En ocasiones, al hacer girar una regién alrededor de un eje, es posible que

nos quede un sélido con una cavidad:

a
3
o
E""" ]I } =
0 £W~ y = R®)
~ -0
b sy
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todo de las arandelas

Las secciones transversales perpendiculares al eje de revolucién no son
discos como antes, sino arandelas o anillos.

(x, R(x))
(x, r(x))

Arandela
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todo de las arandelas

Las secciones transversales perpendiculares al eje de revolucién no son
discos como antes, sino arandelas o anillos.

d (x, R(x))
‘|\ \\ (x, r(x))
0 =2 J.HH_'-"“—-—-_ |
-‘-‘—“‘-.\

x k\ s

Arandela

Observar que tenemos un radio mayor R(x) y uno menor r(x). El area
A(x) de las secciones transversales es:

A(x) = TR(x)? — mr(x)?.

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2023



Método de las arandelas

Por lo tanto, el volumen del sélido viene dado por:

Volumen de un sélido de revolucién por el método de arandelas

(alrededor del eje x)

b
V= / s [R(x)2 - r(x)2] dx.
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Sélido de revolucién: método de las arandelas

Ejemplo 5: considere la regién plana encerrada por las curvas y = x? + 1
y y = —x + 3. Determine el volumen del sélido que se obtiene al hacer
girar dicha regién alrededor del eje x.
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Sélido de revolucién: método de las arandelas

Ejemplo 5: considere la regién plana encerrada por las curvas y = x? + 1
y y = —x + 3. Determine el volumen del sélido que se obtiene al hacer
girar dicha regién alrededor del eje x.
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Método de las arandelas

¥
(-2, 5)
Rix)=-x+73
y=-x+3
/
rx) =x* + 1 (1,2)
VT e /)
Intervalo de 1 QJ/’HH“"""‘ X
integracién
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Sélido de revolucién: método de las arandelas

Luego:
1 117
V= / m[(—x 4 3)? — (x® + 1)?]dx = Tﬁ
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Sélido de revolucién: método de las arandelas

Para determinar el volumen de un sélido con cavidad formado al hacer
girar una regién alrededor del eje y, utilizamos la misma expresién de antes
para el calculo de volumen por arandelas pero integramos con respecto a y:

Volumen de un sélido de revolucién por el método de arandelas

(alrededor del eje y)

d
V= / m [R(y)? = r(y)?] dy

donde R = R(y) es el radio mayor, r = r(y) el radio menor y [c, d] es el
intervalo de integracién en y.

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2023



Ejemplo 6: calcular el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la
region acotada por el grafico de y = 1/, la recta x = 4 y el eje x,
alrededor del eje y.
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Representamos la regién a rotar:

3
24 Y= \/E ..-—-""_-_-_-F
a r=4
0

K] ) 1 2 3 h 13
-14
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Trazamos un segmento horizontal de altura y que conecte los extremos de
la regién:

Cuando este segmento gira en torno a eje y, se origina un arandela
(Reproducir video 2).
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El intervalo de interés es ahora [0,2] en y, el radio mayor es 4 y el radio
menor x = y2. Luego, el volumen buscado es:

128

2
V= / (16 — y")dy = ——n.
0 5
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Sélido de revolucién: método de las arandelas

Ejemplo 7 para resolver en el salén por los alumnos: para obtener un
sélido, se hace girar alrededor del eje y la regién acotada por y = x2 vy

y = 2x en el primer cuadrante. Determine el volumen del sélido. Luego,
plantear la misma pregunta pero cuando la regién gira alrededor de eje x.
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Método de los cascarones cilindricos
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Sélido de revolucién: método de los cascarones cilindricos

Problema: calcule el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la
siguiente regién alrededor de la recta x = —1:

| 2 y
@3@ y=3x—x2 ]:
2 -
1 \\ 1!’
A !
I I 1 x L ey v x
=2 -1 0 1 2 3 0 3
-1+
Eje de Eje de
rotacién | -2 rotacién
x=-1 x=-1
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Sélido de revolucién: método de los cascarones cilindricos

Problema: calcule el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la
siguiente regién alrededor de la recta x = —1:

y
y=3x—x2 ]:

-2 =1 0 1
-1+
Eje de
rotacién | -2
x=-1

EY

Eje de
rotacidn
x=-1

S

Los métodos descriptos anteriormente no se aplican facilmente!
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Sélido de revolucién: método de los cascarones cilindricos

A continuacién vamos a describir el método de los cascarones cilindricos
con ejemplos. Observar que este método no es un caso particular del
método de secciones transversales.

Ejemplo 8: calcular el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la
regidn acotada por el grifico de y = 1/x, la recta x = 4 y el eje x,
alrededor del eje y.
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Representamos la regién a rotar:

34

Observar que en este caso, podriamos usar el método de arandelas. A
diferencia de ese método, ahora vamos a tomar segmentos verticales y los
vamos a hacer girar en torno al eje y.

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2023 38/43



Reproducir video 3.
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Radio del cascarén

y y= Vi
@l-% Radit?r del cascarén \ o4 2)
/ y=vx Vx = Altura del
Altura del x
cascardn
- 4
0 Intervalo de

x integracién
r—/'/—lél// i

Intervalo de integracidn
El area del cascarén cilindrico es:

A = 27(radio del cascardn).(altura del cascarén) = 27.x.y/x.
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El volumen buscado es:
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Sélido de revolucién: método de los cascarones cilindricos

En general:

Método de los cascarones cilindricos

El volumen del sélido que se obtiene al hacer girar alrededor de una recta
x = L la regién determinada por el gréfico de una funcién continua
y = f(x), el eje x y las rectas x = a, y = b viene dado por:

b
V = / 27( radio del cascarén )( altura del cascarén)dx
a
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Sélido de revolucién: método de los cascarones cilindricos

El método de los cascarones cilindricos también se puede emplear cuando
la regidn de interés gira alrededor de una recta y = L.

Ejemplo 9 (a resolver en el aula por los alumnos): determine el
volumen del sélido que se obtiene al hacer girar alrededor de la recta y =0
la regién encerrada por el grafico de y = 1/, el eje x y la recta x = 4.
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