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Longitud de una curva

Problema: determine la longitud de la curva dada por una funcién
y = f(x) con derivada continua en el intervalo [a, b].

y= f(z)
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Longitud de una curva

Solucién: tomamos una particién P = {xo, ..., x,} del intervalo [a, b].
Consideramos los segmentos que unen: (xg, f(xp)) con (x1, f(x1)),
(x1, f(x1)) con (x2, f(x2)), ..y (Xn—1, F(xn—-1)) con (xn, f(xn))-
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Longitud de una curva

Observar que la longitud del arco de la curva que va desde (xx—1, f(xk—1))
a (xk, f(xk)) se puede aproximar con la longitud del segmento rectilineo
que une dichos puntos:

Entonces si Ly es la longitud del segmento, tenemos:

L = 1/ (8%0)% + (Ayi)? = /(B2 + (F(x) — F(xe-1))?
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Longitud de una curva

L = /(B + (Byi)2 = /(B2 + (F(x0) — Fxa1))?

Por el teorema del valor medio, existe ¢k € (xk—_1, Xk) tal que:

f(Xk) — f(Xk_l) = f/(Ck)(Xk — Xk—l) = f/(Ck)AXk.

Reemplazando en la expresién para Ly obtenemos:

L = /(B2 + F1()2(Bxi)? = /1 + () Ax

Si sumamos las longitudes de los segmentos, ontendremos una
aproximacién de la longitud de la curva L. Luego:

L~ Zn: [—k = zn: \/ 1+ f/(Ck)zAXk
k=1 k=1
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Longitud de una curva
L~ Z L, = Z \/ 1+ f'(ck)?DAxk
k=1 k=1

Cuando ||P]| tiende a cero, obtenemos (ya que /1 + f/(x)? es continua en

[a, b]):
L= /ab\/l + (f(x))?dx

Asi:

Longitud de curva

Sea y = f(x) una funcién tal que f’ es continua en [a, b]. Entonces la
longitud de la curva y = f(x) desde el punto (a,f(a)) al punto (b, f(b))

es:
L= /b\/l + (f/(x))2dx
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Longitud de una curva

Determine la longitud de la curva:

para 1 < x < 4.
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Longitud de una curva

La longitud de una curva también se puede calcular en términos de la
variable y:

Longitud de curva

Sea x = g(y) una funcién tal que g’ es continua en [c, d]. Entonces la
longitud de la curva x = g(y) para ¢ <y < d es:

-/ )Ry

Ejemplo: determine la longitud de la curva y = (x/2)?/3 para 0 < x < 2.
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Longitud de una curva

La longitud de una curva también se puede calcular en términos de la
variable y:

Longitud de curva

Sea x = g(y) una funcién tal que g’ es continua en [c, d]. Entonces la
longitud de la curva x = g(y) para ¢ <y < d es:

-/ )Ry

Ejemplo: determine la longitud de la curva y = (x/2)?/3 para 0 < x < 2.
Observar que la funcién no tiene derivada continua en x en el intervalo
dado. Veamos qué sucede si lo planteamos en términos de y.
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Longitud de una curva

i y= (%)m 2

k]
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Aplicacion de la integral al calculo
de areas de superficies de
revolucion
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Problema: determinar la cantidad de vidrio necesario para construir una
bombilla eléctrica como se ilustra

Lol 3

con 0.01 < x <1/3, x en metros. Observar que en la base, la bombilla no
se cierra totalmente. Para determinar la cantidad de vidrio, vamos a
determinar el drea de la superficie de la bombilla.
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Area de una superficie de revolucion

Superficie de revolucion: una superficie de revolucion es una superficie
obtenida al hacer girar una curva en torno de una recta fija.
Por ejemplo, la curva:

fx)=vz

ok B —mmmm——————
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Area de una superficie de revoluciéon

produce la siguiente superficie de revolucién al girar en torno del eje x:

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Andlisis Matemdtico | Mayo, 2023



Area de una superficie de revoluciéon

Si la curva gira en torno al eje y se obtiene la siguiente superficie de
revolucion:
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Area de una superficie de revolucion

Area de una superficie de revolucion

Sea f una funcién tal que f(x) > 0 para todo x en [a, b]. Supongamos
que f’ es continua en [a, b]. Entonces el drea de la superficie obtenida al

hacer girar el grafico de f alrededor del eje x es:

S= /27# )1+ [F/(x)]Pdx.

v

Observar la analogia con la férmula de longitud de una curva. Se agrega el
factor 2m.f(x)
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Area de una superficie de revolucion

Ejemplo: determine el drea de la superficie obtenida al hacer girar el
grafico de y = 24/x alrededor del eje x en [1,2].
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Area de una superficie de revolucion

Ejemplo: determine el drea de la superficie obtenida al hacer girar el
grafico de y = 24/x alrededor del eje x en [1,2].

<L
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Area de una superficie de revolucion

Rotacién alrededor del eje y:

Area de una superficie de revolucién
Sea x = g(y) una funcién tal que g(y) > 0 para todo y en [c, d].
Supongamos que g’ es continua en [c, d]. Entonces el drea de la superficie

obtenida al hacer girar el grifico de g alrededor del eje y es:

d
5= / 2rg(y)v/I+ [8/(y)Pdy.
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Area de una superficie de revolucion

Problema: determinar la cantidad de vidrio necesario para construir una
bombilla eléctrica como se ilustra

F

con 0.01 < x <1/3.
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Integral definida: aplicaciones

El drea de la superficie de revolucién es:

S=2r /1/3 (%xl/2 — x3/2> \/1 + [éxflp — §X1/2rdx
0.01
=27 /0.10/13 (% — X) \/;(\/1 + [%X—l/2 _ gx1/2rdx

:zﬂ/;of (2-2) Gt Dyae—2e[ - Lo s L 1|17

~ 0.112.

Asi, se requiere una cantidad de vidrio de aproximadamente 0.112 m?.
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