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Aplicaciones de la integral a la fisica e ingenieria: Trabajo

Trabajo realizado por una fuerza constante

Si un objeto se desplaza una distancia d como resultado de la aplicacién
de una fuerza de magnitud constante F y con direccién igual a la direccién
del movimiento del objeto, entonces decimos que el trabajo realizado por
la fuerza es:

W = Fd.

Si la fuerza estd dada en Newtons y la distancia en metros, entonces la
unidad de medida del trabajo es N - m, que es el Joule (J).
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Aplicaciones de la integral a la fisica e ingenieria: Trabajo

i Qué sucede si la fuerza es variable? Por ejemplo, la fuerza necesaria
para comprimir un resorte varia de acuerdo a la deformacién de éste.

Comprimido

of I Sin comprimir 1

Este es un ejemplo de una fuerza variable F = F(x). Para calcular el
trabajo realizado por una fuerza variable, vamos a utilizar integrales.
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Aplicaciones de la integral a la fisica e ingenieria: Trabajo

Supongamos que la fuerza F depende de x y que actida sobre un objeto a
lo largo del eje x. Asi, F = F(x). Ademads, supongamos que F es continua
en un intervalo de accién de la fuerza [a, b].
Si tomamos una particién P = {xg, x1, ..., x,} de [a, b], y elegimos puntos
1 € [xo0,x1], @ € [x1,x2], ..., €n € [Xn—1, Xn|, entonces si la norma de P es
lo suficientemente chica podemos suponer que

F(x) =~ F(c1) en [xo,x1],

F(x) = F(c2) en [x1,x],

F(x) ~ F(cn) en [Xn—1,Xn]-

Luego, el trabajo total efectuado por F es aproximado por:

Z F(ck)Axx (Es una suma de Riemann)
k=1
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F(cg)

F(cy)
F(cy)
F(c,)

F(c,)
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Aplicaciones de la integral a la fisica e ingenieria: Trabajo

Por lo tanto, cuando la norma de P tiende a cero, obtenemos que el
trabajo efectuado por F es:
b
/ F(x)dx.
a

Asi, tenemos la siguiente definicién:
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Aplicaciones de la integral a la fisica e ingenieria: Trabajo

Por lo tanto, cuando la norma de P tiende a cero, obtenemos que el
trabajo efectuado por F es:
b
/ F(x)dx.
a

Asi, tenemos la siguiente definicién:

Trabajo realizado por una fuerza variable

El trabajo realizado por una fuerza variable F(x) en la direccién del
movimiento, a lo largo del eje x, en el intervalo [a, b] viene dado por:

w— / " F(x)d.
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Aplicaciones de la integral a la fisica e ingenieria: Trabajo

Ley de Hooke. La fuerza F que se requiere para comprimir o alargar un
resorte x unidades desde su posicién de equilibrio es proporcional a x. Es

decir:
F(x) = kx

para alguna constante k > 0.

Ejemplo: determine el trabajo requerido para comprimir un resorte cuya
longitud en el equilibrio es de 1m a una longitud de 0.75m. Supongamos
que la constante del resorte es k = 0.14N/m.
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Aplicaciones de la integral a la fisica e ingenieria: Trabajo

Comprimido
. x
0 : Sin comprimir 1
i@
F i
1
. |
2 :
g ! F = 16x
2 |
= |
4 Trabajo realizado por F
A desde x = 0 hastax = 025
0 025 (@)
Magnitud de la compresién

(b)

Solucién: El trabajo es:

0.25
W = / kxdx.
0
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Aplicaciones de la integral: Presiones y fuerzas de fluidos

En esta seccién, vamos a utilizar la integral para calcular la presién que
ejerce un liquido sobre una pared. La siguiente figura ilustra la situacién
en una represa:
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Aplicaciones de la integral: Presiones y fuerzas de fluidos

Conocimientos previos:

Ecuacién de presion-profundidad

La presidn p ejercida por un fluido en reposo a una profundidad h es:
p = wh,

donde w es la densidad especifica del fluido (es decir el peso por unidad de
volumen).

o

Fuerza ejercida por un fluido sobre una superficie a una profundidad h

Si A es el area de la superficie sumergida horizontalmente a una
profundidad h en un fluido, entonces la fuerza ejercida por el fluido de
densidad especifica w sobre la superficie es:

F = pA = whA.

.
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Aplicaciones de la integral: Presiones y fuerzas de fluidos

i Qué sucede si la superficie se sumerge verticalmente?
Consideramos el intervalo [a, b] en el eje y. Tomamos una particién de
[a, b] y consideramos las franjas de la superficie correspondientes a esa
particién. Si la franja es muy delgada, podemos suponer que la presién se

mantiene constante.

:
Superficie del fluido
Placa vertical [
| . sumergida Profundidad
de la franja
Yr— —I. | \ TA}-‘
b= -
L(y)
Longitud de la franja en el nivel y
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Aplicaciones de la integral: Presiones y fuerzas de fluidos

En dicha franja, tenemos que la fuerza AF ejercida por el fluido es:
AF = ( presién en la franja) x (drea)

= w x (profundidad de la franja) x L(y)Ay.

¥
Superficie del fluido
Placa vertical I
Bl ——— sumergida Profundidad
' ~ de la franja
Y- . ITM‘
ab—4-——==2
L(y)
Longitud de la franja en el nivel y
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Aplicaciones de la integral: Presiones y fuerzas de fluidos

Si sumamos AF en cada franja obtenemos que la fuerza F ejercida por el
fluido sobre la superficie puede aproximarse como:

n
F =~ Z w(profundidad de la franja yx) x L(yk)Ayk
k=1

Haciendo tender la norma de la particién a cero, obtenemos:

Fuerza ejercida por un fliudo sobre una placa

Si se sumerge una placa verticalmente en un fluido en reposo con densidad
especifica w, que va desde y = a hasta y = b en el eje y y si L(y) denota
la longitud horizontal de la placa a una altura y, entonces la fuerza
ejercida por el fluido contra la superficie es:

b
F= / w(profundidad de la franja y) x L(y)dy.
a
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Aplicaciones de la integral: Presiones y fuerzas de fluidos

Aplicacién: una placa con forma de tridngulo isésceles de 3 m de altura y
6 de base se sumerge, con la base hacia arriba, 2 metros por debajo de la
superficie del agua en una piscina. Determine la fuerza ejercida por el
agua contra una de las caras de la placa (la densidad especifica del agua es
62.4 libras por pies®).
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Aplicaciones de la integral: Presiones y fuerzas de fluidos

Aplicacién: una placa con forma de tridngulo isésceles de 3 m de altura y
6 de base se sumerge, con la base hacia arriba, 2 metros por debajo de la
superficie del agua en una piscina. Determine la fuerza ejercida por el
agua contra una de las caras de la placa (la densidad especifica del agua es
62.4 libras por pies®).

y (ft)
Superficie de | y=x0x=y
la piscina en y=35
i .
Profundidad: =y
5—y. P y=3
T2 G.3)
L .
¥ '~ 6.5)
Ay
0 » x (ft)
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Solucién: siguiendo la figura, ubicamos el eje x en el vértice inferior de la
placa (otras elecciones son posibles). Entonces la superficie del liquido
queda a una altura de y = 5. Eligiendo una seccién delgada,
representativa, de la placa a altura y, obtenemos que la profundidad de la

misma es
5—y
y su longitud
L(y) =2x = 2y.
Luego,

3
F= / 62.4.(5 — y).2ydy = 1684.8 libras.
0
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FUNCIONES INVERSAS
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Nocidn de funcién

Recordar:

Definicion de funcidn

Sean Ay B conjuntos de niimeros reales. Una funcién f : A — B es un
conjunto de pares (a,b), a€ A, b€ B, tal que: si (a,b) € fy (a,c) €f,
entonces b = c.

El dominio de f es el conjunto de todos los a € A tales que existe b € B
con la propiedad: (a,b) € f. El rango de f es el conjunto de los b € B
tales que existe a € A con la propiedad (a, b) € f.

Notacion: Si D es el dominio de f y R su rango, entonces escribimos:
f:D— R.

También: f : D — R para indicar que f asume valores reales.
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Nocidn de funcién inversa

Tomemos la siguiente funcién:
f=14(1,2),(3,4),(5,9),(13,8)} .

Se nos puede ocurrir la brillante idea de invertir los pares ordenados. Asi,
obtendriamos:

g=1{(2,1),(4,3),(9,5),(8,13)}.
Observar que g es una nueva funcién (llamada funcién inversa).

Sin embargo, invertir los pares ordenados de una funcién no siempre da
por resultado una nueva funcién. Por ejemplo:

F = {(17 2)7 (37 4)7 (57 9): (131 4)} )
entonces al invertir los pares obtenemos:
G ={(2,1),(4,3),(9,5),(4,13)}.

Este dltimo conjunto no es una funcién.
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Nocidn de funcién inversa

Tomemos la siguiente funcién:
f=14(1,2),(3,4),(5,9),(13,8)} .

Se nos puede ocurrir la brillante idea de invertir los pares ordenados. Asi,
obtendriamos:

g=1{(2,1),(4,3),(9,5),(8,13)}.
Observar que g es una nueva funcién (llamada funcién inversa).

Sin embargo, invertir los pares ordenados de una funcién no siempre da
por resultado una nueva funcién. Por ejemplo:

F = {(17 2)7 (37 4)7 (57 9): (131 4)} )
entonces al invertir los pares obtenemos:
G ={(2,1),(4,3),(9,5),(4,13)}.

Este dltimo conjunto no es una funcién. OBSERVAR QUE LA
DIFICULTAD RESIDE EN QUE F(3) = F(13) = 4,
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Nocidn de funcién inversa

Para poder definir la funcidn inversa de f, necesitamos evitar que la
funcién f asigne el mismo valor a dos elementos distintos del dominio.
Asi, introduciremos las funciones inyectivas:

Definicién de funcién inyectiva

Una funcién f : D — R es inyectiva en D si:

fF(x) # f(y)

siempre que x € D, y € D, y ademds x # y.
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Prueba de la recta horizontal para funciones inyectivas

Observar la grafica de f : R — R, f(x) = x3. Es una funcién inyectiva.

1 3

Toda recta horizontal corta en a lo sumo un punto a la grafica de una
funcién inyectiva.
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Prueba de la recta horizontal para funciones inyectivas

Existe una recta horizontal que corta a la grafica en dos puntos. Luego,
y = x? (con dominio R) no es inyectiva. Sin embargo, al modificar el
dominio podemos construir una funcién inyectiva.
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Prueba de la recta horizontal para funciones inyectivas

La funcién f : [0, +0c) — [0,00), f(x) = x? es inyectiva:
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Nocidn de funcién inversa

A continuacidn, introduciremos la nocién de funcién inversa:

Definicion de funcién inversa

Sea f : D — R una funcién inyectiva en D, donde R es la imagen o rango
de f. La funcién inversa f ! : R — D se define por:

f~X(y) = x si y solo si f(x) =y

para todo y € R.

Observar que:

FHfFx)=x y f(fx))=x

Ejemplo: determine la funcién inversa de y = %x +1,ydey=x% x>0.
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Ejemplo: determinaremos la funcién inversa de f : [0,00) — R,

f(x) = x2. A partir de la grafica de f, sabemos que es inyectiva y que el
rango de la funcién es [0,00). La funcién inversa es f~1 : [0, 00) — [0, o0)
y para calcular f~%(x) procedemos como sigue:

@ primero despejamos x en la expresién de f(x):

y:xzjx:ﬁ.

@ dado que generalmente expresamos a las funciones con variable
independiente x, intercambiamos los simbolos de x e y en la ecuacién

anterior:
y =Vx.

o Asi:
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Veremos graficamente cémo determinar la funcién inversa y cémo se
relacionan las graficas de fy f~1:
1-primero hacemos el grafico de f y trazamos la recta y = x con un trazo

tenue:
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2-tomamos un punto de la grafica de f y trazamos un segmento
perpendicular a la recta y = x que tenga como un extremo el punto

elegido y el otro extremo en la recta y = x:
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3-prolongamos el segmento del item anterior en direccién perpendicular a
la recta y = x hasta cubrir una longitud igual al segmento original:

64
/
.

K
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4-realizamos el procedimiento anterior varias veces, resaltando (en este
caso con rojo) los extremos de los segmentos construidos:

-2
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5-La gréfica de f~1 es la curva que conecta a todos los puntos construidos

(puntos rojos).

Observar que la grafica de la funcién inversa es simétrica con respecto la
Mayo, 2022
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Derivacidn de funciones inversas

Recordar que:
f1(f(x)) = x.

Si f y f~1 son derivables, entonces la regla de la cadena implica:
(FH(F(x) - f'(x) = 1.
Luego si y = f(x) y f'(x) # 0 entonces:

Ly = 1

Recordando que x = f~!(y) obtenemos la férmula:
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Ejemplos: determinar la derivada de la funcién inversa de
f:(0,00) — (0,00), f(x) = x2.
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Ejemplos: determinar la derivada de la funcién inversa de
f:(0,00) — (0,00), f(x) = x2.
Solucidn: observar primero que f'(x) = 2x # 0 para x € (0,00). Recordar
que F~1(y) = VY- Luego:
1 1
fY(y) = = .
CI =550 " 2
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Observacién: la funcién inversa y su derivada suelen denotarse usando a x
como variable independiente. Asi, la férmula anterior para la derivada se
puede escribir:
1

Y (x) = ——.

RN GO
En la clase siguiente utilizaremos la férmula anterior para obtener la
derivada de varias funciones inversas (funciones trigonométricas,
exponenciales, hiperbdlicas, etc.)
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