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Teorema de la compresién para sucesiones

Teorema de la compresién para sucesiones

TEOREMA 2: EL teorema de la compresion para sucesiones Sean {a,}, {b,} ¥
{cn} sucesiones de numeros reales. Si a, = b, = ¢, se cumple para toda n
mayor que algin indice N y si limy e @y = limy—sec €, = L, entonces también
lim,—.ec b, = L.
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Teorema de la compresién para sucesiones

Teorema de la compresién para sucesiones

TEOREMA 2: EL teorema de la compresion para sucesiones Sean {a,}, {b,} ¥
{cn} sucesiones de numeros reales. Si a, = b, = ¢, se cumple para toda n
mayor que algin indice N y si limy e @y = limy—sec €, = L, entonces también
lim,—.ec b, = L.

Ejemplos:
(a) _cosn_)o ya que —% = cc—:n = %;
® 150 yaque o=2Ll=Ll,
o yag ==
nl 1 nl 1
(e) (-1)",—0 ya que —y =)=
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Sucesiones mondtonas y acotadas

Sucesidn acotada

Decimos que una sucesién a, es acotada si existe M > 0 tal que

|an| < M, para todo n.

Sucesién mondtona

Sea a, una sucesién. Entonces

@ decimos que a, creciente si a, < a1, para todo n.
@ decimos que a, decreciente si a, > a,+1, para todo n.

Finalmente, una sucesién es mondtona si es o bien decreciente, o bien,
creciente.

Pablo Ochoa (Fac. de Ing.) Andlisis Matemdtico | Junio, 2023



1 (@} = 3+ 1)

Figure: Sucesién no monétona
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Figure: Sucesiéon mondtona no decreciente
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Convergencia de sucesiones mondtonas y acotadas

El siguiente teorema serd utilizado mas adelante

Teorema
Si una sucesién es mondtona y acotada, entonces es convergente.

y
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SERIES NUMERICAS
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Comenzamos con una sucesion de nimeros reales

[e.9]
{an}n:1
Deseamos extender el concepto de suma finita de nimeros a sumas
infinitas.
Idea y definicion de Serie: Consideramos las siguientes sumas parciales

Q s1=a1

QO sx=a+a

©Q s3=a1+a+ a3

Q su=a1+a+a3+a
Q

QOsy=a1+ -+apn
(7]
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NS

Asi, hemos construido una nueva sucesidn

o0
{sn}n=1,
denominada sucesion de sumas parciales. La sucesidn de sumas parciales
se denomina serie y se simboliza

)
g an.
n=1

Si:
lim SN
N—ro0
existe, entonces decimos que la suma de {a,} es el valor del limite y

escribimos
o
ap = lim sp.
Z n N—oo
n=1

En este caso, decimos que la serie converge. Si el limite de las sumas

parciales no existe, entonces decimos que la serie diverge.
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Ejemplo: considere la serie

Observar que
1 1

n n+1

Para saber si converge, planteamos la sucesién de sumas parciales
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Ejemplo: considere la serie

Observar que
1 1

n n+1
Para saber si converge, planteamos la sucesién de sumas parciales

Qsi=1—3

5= (1-1)+(-1)=1-1
0 5= (1-1)+(h- 9+ (-1 =1-}

0 u=(-9+G-DrG-HrG-p=1-}
o :

QO sv=1-g7

Q:
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Asi

lim sy =1
N—oco
“—~\n n +1
converge y podemos escribir

i(rl,_njd):l

n=1

Por lo tanto la serie
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Serie geométrica

Serie geométrica

Una serie geométrica tiene la forma:

o
Zar”_1:a+ar+ar2+ar3+~-.
n=1

El nimero r recibe el nombre de razén. Este nimero puede ser positivo,
negativo o cero.
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Serie geométrica

Serie geométrica

Una serie geométrica tiene la forma:

o
Zar”_1:a+ar+ar2+ar3+~-.
n=1

El nimero r recibe el nombre de razén. Este nimero puede ser positivo,
negativo o cero.

Otra forma de escribir la serie geométrica es:

o
Zar”:a+ar+ar2+ar3+---.
n=0

La serie geométrica es muy importante, veremos algunas aplicaciones mas
adelante en la teoria de aproximacién de funciones.
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Serie geométrica: con

Sea la serie:

Entonces la suma parcial n-ésima es:
— 2 n—1
Ssp=a+ar+tar" +---+ar .
Si multiplicamos la expresién anterior por r obtenemos:
— 2 3 n
rs, =ar—+ar-+ar’+---+ar.

Luego:
Sn—rsp=a—ar"=a(l—-r"),

asi, si r # 1:
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Serie geométrica: con

Si |r| < 1, entonces:

ar”

n||—>rgos":nh—>nclo(1—r_1—r>:1—r'

Luego, si |r| < 1, entonces:

> a

E ar" 1 = .
1—r

n=1

Si |r| > 1, entonces la serie diverge.

Pregunta para el estudiante: jQué sucede cuando r =1 o r = —17 Debe
convencerse que en esos casos también diverge (excepto cuando a = 0).
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Ejemplo: analizar la convergencia de

S

n=1
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Ejemplo: analizar la convergencia de

Solucién: observar que la serie es una serie geométrica con a=1/3y

razon
r=—.
5

Como |r| < 1, la serie dada converge y, de hecho, converge a

3 5
1 — I
l—g 12
Por lo tanto
i1<1>"—1 _5
3\5 127
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Combinacién de series

Volviendo al contexto general de series, tenemos el siguiente resultado.

Teorema

Sean ), any Y., bn dos series convergentes. Entonces:
o Laserie > (an+ by) converge a >, an+ >, bn.
o La serie > (an — bn) converge a > an— >, bn.
@ Si k € R, entonces la serie ) (kan) converge a k) an.
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Criterios de Convergencia

Como se mencioné en la clase anterior, en muy pocos casos es posible
hallar una expresién de las sumas parciales de una serie. En vista de lo
estudiado anteriormente, la serie geométrica es uno de esos casos.
Para la gran mayoria de las series, la convergencia se analiza mediante
criterios. En este curso veremos los siguientes:

@ Criterio del término n-ésimo.

@ Criterio de la integral.

© Criterio de comparacién.

@ Criterio de la convergencia absoluta.

© Criterio del cociente y la raiz.

Q@ Criterio de Leibnitz para series alternantes.

Los criterios nos ayudan a decidir si una serie converge 0 no, pero no nos
dice cudl es el valor de la suma.
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Criterio del término n-ésimo

Comenzamos con la siguiente observacion: supongamos que la serie
>
n

converge. Entonces se espera que a medida que n aumenta, los términos
ap que se estdn sumando sean cada vez mas chicos (si no, no tendriamos
suma finita). De hecho, se tiene el siguiente teorema.

Teorema
Si

o

> an

n=1
converge, entonces

lim a, =0.
n—oo

La forma mas util del resultado anterior es la siguiente, que constuye su
contrarreciproco y que llamaremos Criterio del término n-ésimo.
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Criterio del término n-ésimo

Criterio del término n-ésimo

Si lim,_so an no es cero o no existe, entonces la serie

diverge.

. . 00 2 oo  n+1l
Ejemplos: Y00, 2, Y00, L,
Observacion: si lim,_,., a, = 0, entonces no podemos emplear el criterio
para decir que la serie dada converge o diverge. es necesario aplicar un
criterio diferente.
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Criterio de la integral

Criterio de la integral

Sea a, una sucesién de términos positivos. Supongamos que:
a, = f(n),

donde f : [1,00) — R es una funcién positiva, decreciente y continua para todo
x > 1. Entonces:

@ Si [ f(x)dx converge, entonces 3, a, converge.

o Si fl f(x)dx diverge, entonces ) a, diverge.

Ejemplo: series p

o0

Z,}p, p>0.

n=1

Cuando p = 1, se obtiene la serie arménica: > 00 ; 1.
Nota: El criterio de la integral se probard en la dltima clase.
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Criterio de Comparacion

Teorema de comparacién de series
Sean a,, b, y ¢, sucesiones de términos no negativos. Supongamos que:
an < b, < cp, para todo n > 1. (1)

Entonces:

@ Si ). ¢ converge, entonces ) b, converge.
e Si ) an diverge, entonces ) b, diverge.

. . . . . 00 5 .
Ejemplo: determine si la serie ) 7 °; = converge o diverge.
Observacidn: el criterio de comparacién se utiliza para series de términos

no negativos.
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Convergencia absoluta

Convergencia absoluta

@ Decimos que una serie ) a, converge absolutamente si:

Z|an’

n

es una serie convergente.

Criterio de la convergencia absoluta

Si una serie converge absolutamente, entonces converge.

Ejemplo: Zi‘;l(—l)"%.
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Criterio de la razén

Cuando los términos de una serie contienen potencias n'-ésimas o

factoriales, el siguiente criterio es muy (til.

Criterio de la razdn

Sea ), an una serie dada. Sea:

an+1
an

p = lim

n—o0

Entonces:
@ Si p < 1, entonces la serie converge.
@ Si p > 1, entonces la serie diverge.

@ Si p =1, entonces el criterio no decide.

Mostrar por qué el criterio no decide en el dltimo caso.

Ejemplos: >0, 2.
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Criterio de la raiz

Alternativamente al criterio del cociente, también se puede utilizar el

siguiente criterio cuando aparecen potencias n-ésimas en la expresién de
los ap.

Criterio de la raiz

Sea ), an una serie dada. Sea:

p= lim /|an|

n—oo
Entonces:

@ Si p < 1, entonces la serie converge.

@ Si p > 1, entonces la serie diverge.

@ Si p =1, entonces el criterio no es concluyente.

Mostrar por qué el criterio no decide en el dltimo caso.
. n
Ejemplo: 9%, 2

n=1 p3°
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Criterio de Leibniz

Cuando la serie considerada tiene términos que alternan en signos, el
siguiente criterio es de gran utilidad.

Criterio de Leibniz
Sea la siguiente serie alternante:

Z(—l)”“un: v —uptus—ugt--- .

n=1
Entonces esta serie converge si se satisfacen las siguientes condiciones:
@ Todos los términos u, son positivos.

@ u, es una sucesién decreciente.

@ u, — 0 cuando n — oo.
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Criterio de Leibniz

El criterio de Leibniz también se aplica si la serie esta escrita como:

S (1) "up, 0 Y (1) tup.
n=1 n=1

Ejemplo: S°°° (—1)"11

n
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