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Cinemática inversa

Coordenadas del 
extremo operativo

Coordenada Articulares

CINEMATICA  DIRECTA ESPACIO CARTESIANOESPACIO ARTICULAR

CINEMATICA  INVERSA

Cinemática estudia la posición del robot sin tener en cuenta las fuerzas y pares que causan el movimiento. 

Encontrar la localización del extremo del robot teniendo en cuenta en la posición de las articulaciones 

Encontrar la posición de las articulaciones del robot teniendo en cuenta  la localización del extremo
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Matriz de transformación homogénea.

𝒒𝒌 = 𝒇 𝒃𝒂𝒔𝒆𝑻𝒆𝒙𝒕𝒓𝒆𝒎𝒐 , 𝒌 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒏
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Cinemática inversa

• Conociendo la posición y orientación del extremo operativo se busca obtener 
el valor de cada una de variables articulares, que llevaron al extremo a esa 
posición final.

• Este problema como es de esperar puede tener una única solución, más de 
una o no estar garantizada la solución.

• Problemas del planteo del problema de la cinemática inversa:

• Multiplicidad de Soluciones: 
Una, ninguna, múltiples, infinitas

• Multiplicidad de Formulaciones:
Según el método planteado



Multiplicidad de formulaciones:

◦ Soluciones cerradas:

• Solución Algebraica.

• Solución Geométrica.

• Solución mediante método de Pieper.

◦ Soluciones abiertas: 

◦ Soluciones Numéricas.



Multiplicidad de soluciones:

◦ Depende de:

◦ Estructura del robot.

◦ Formulación adoptada.

◦ Espacio de trabajo

◦ Límites articulares.

◦ Posibilidades:

◦ Ninguna (fuera del espacio de trabajo, orientación imposible, etc.).

◦ Única (normalmente el caso buscado).

◦ Múltiple (el caso más común).

◦ Infinitas (siempre en robots redundantes).
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Multiplicidad de soluciones:
◦ Estructura o configuración del robot, ejemplo:
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o No hay un método sistemático para encontrar las 
soluciones en robots tipo serie, por lo tanto depende 
de cada caso y tipo de robot.

o Soluciones numéricas iterativas (normalmente dan una 
única solución a partir de una estimación inicial).

Cinemática inversa: Métodos de solución



Cinemática inversa: Solución Algebraica 

0𝑇𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜 =

𝑥𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 𝑥𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜

0 𝑥𝑧𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜

0

𝑦𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 𝑦𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜

0 𝑦𝑧𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜

0

𝑧𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 𝑧𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜

0 𝑧𝑧𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 𝑧𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜

0

0 0 0 1

𝒒𝒌 = 𝒇 𝟎𝑻𝒆𝒙𝒕𝒓𝒆𝒎𝒐 ,

𝒌 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒏

Vector  Pos.Matriz de Rot.

EscaladoVector de Perspectiva

Partiendo de la matriz de transformación homogénea:



Cinemática inversa: Solución Algebraica 

𝒒𝒌 = 𝒇 𝟎𝑻𝒆𝒙𝒕𝒓𝒆𝒎𝒐 , 𝒌 = 𝟏, 𝟐,… , 𝒏

𝒒𝟔 = 𝒇 𝟎𝑻𝟔 → 𝟏𝟐 𝒆𝒄. 𝒚 𝟔 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒈𝒏𝒊𝒕𝒂𝒔

→ 𝟑 𝒆𝒄. 𝒔𝒐𝒏 𝒊𝒏𝒅𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝒍𝒂𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝒅𝒆 𝑹𝒐𝒕.

+ 𝟑 𝒆𝒄. 𝒅𝒆𝒍 𝒗𝒆𝒄𝒕𝒐𝒓 𝒅𝒆 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒄𝒊ó𝒏 ⇒ 𝟔 𝒆𝒄. 𝒄𝒐𝒏 𝟔 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒈𝒏𝒊𝒕𝒂𝒔

Una igualdad entre dos expresiones matemáticas en las que aparecen una o más 
incógnitas relacionadas mediante operaciones matemáticas, que no son 
únicamente algebraicas  y cuya solución no puede obtenerse empleando solo las 
herramientas propias del algebra.

NO LINEALES y TRASCENDENTALES



Cinemática inversa: Solución Algebraica

• Obtener n ecuaciones cerradas a partir del conocimiento del 
modelo cinemático directo:

0𝑇𝑛 =
0𝑇1

1𝑇2…
𝑛−1𝑇𝑛 , 𝑐𝑜𝑛: 𝑖−1𝑇𝑖 = 𝑓 𝑞𝑖

0𝑇1
−1
. 0𝑇𝑛

𝐼𝑔𝑢𝑎𝑙𝑎𝑟 𝑎𝑙 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑏𝑢𝑠𝑐𝑎𝑑𝑜

= 1𝑇2…
𝑛−1𝑇𝑛

𝐵𝑢𝑠𝑐𝑎𝑟 1 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

• Ejemplo:

θi di ai αi

1 90º q1 l1 0

2 q2 0 l2 0

3 q3 0 l3 0



𝟎𝑻𝟑 =
𝟎𝑻𝟏

𝟏𝑻𝟐
𝟐𝑻𝟑

0𝑇1 =

0 −1 0 0
1 0 0 𝑙1
0 0 1 𝑞1
0 0 0 1

1𝑇2 =

𝑐 𝑞2 −𝑠 𝑞2 0 𝑙2𝑐 𝑞2
𝑠 𝑞2 𝑐 𝑞2 0 𝑙2𝑠 𝑞2
0 0 1 0
0 0 0 1

2𝑇3 =

𝑐 𝑞3 −𝑠 𝑞3 0 𝑙3𝑐 𝑞3
𝑠 𝑞3 𝑐 𝑞3 0 𝑙3𝑠 𝑞3
0 0 1 0
0 0 0 1

Cinemática inversa: Solución Algebraica
θi di ai αi

1 90º q1 l1 0

2 q2 0 l2 0

3 q3 0 l3 0

𝟎𝑻𝟏
−𝟏 𝟎𝑻𝟑 =

𝟏𝑻𝟐
𝟐𝑻𝟑

• Se deben realizar los productos 
y obtener 12 ecuaciones.

• El lado izquierdo solo depende 
de 𝑞1.

• De las 12 ecuaciones posibles 
resulta que solo una depende 
de 𝑞1:

𝑞1 = 𝑧𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0



Cinemática inversa: Solución Algebraica

𝟏𝑻𝟐
−𝟏 𝟎𝑻𝟏

−𝟏 𝟎𝑻𝟑 =
𝟐𝑻𝟑

• Se deben realizar los productos y obtener 12 ecuaciones.

• Se conoce 𝑞1, el lado izquierdo solo depende de 𝑞2.

• De las 12 ecuaciones posibles no se puede despejar ni 𝑞2 ni 𝑞3, 
pero con las ecuaciones resultantes se puede obtener un sistema 
de 2 ecuaciones trigonométricas que al elevarlas al cuadrado y 
sumarlas permiten despejar 𝑞3:

𝑞3 = acos
𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 2

+ 𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 − 𝑙1

2 − 𝑙2
2 − 𝑙3

2

2𝑙2𝑙3

• Conocida 𝑞3 se puede despejar 𝑞2 del mismo sistema:

𝑞2 = acos
𝑙2 + 𝑙3 cos 𝑞3 𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜

0 − 𝑙1 − 𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 𝑙3 sin 𝑞3

𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 2

+ 𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 − 𝑙1

2
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𝒒𝟏 = 𝒛𝒆𝒙𝒕𝒓𝒆𝒎𝒐
𝟎

𝒒𝟐 = 𝒃 − 𝒄

𝑏 = atan
𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0

𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 − 𝑙1

𝑐 = atan
𝑙3 sin 𝑞3

𝑙2 + 𝑙3 cos 𝑞3

Cinemática inversa: Solución Geométrica

Plano de 𝒒𝟐 y 𝒒𝟑

d

d
𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0

𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 − 𝑙1b

𝑙3 sin 𝑞3

𝑙2 + 𝑙3 cos 𝑞3

c
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• 𝒒𝟑:

𝑑2 = 𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 2

+ 𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 − 𝑙1

2

𝑑2 = 𝑙2 + 𝑙3 cos 𝑞3
2 + 𝑙3 sin 𝑞3

2

𝑑2 = 𝑑2

𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 2

+ 𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 − 𝑙1

2 =
𝑙2
2 + 𝑙3

2 cos2 𝑞3 + 2𝑙2𝑙3 cos 𝑞3 + 𝑙3
2 sin2 𝑞3

= 𝑙2
2 + 𝑙3

2 + 2𝑙2𝑙3 cos 𝑞3

𝒒𝟑 = 𝐚𝐜𝐨𝐬
𝒙𝒆𝒙𝒕𝒓𝒆𝒎𝒐
𝟎 𝟐

+ 𝒚𝒆𝒙𝒕𝒓𝒆𝒎𝒐
𝟎 − 𝒍𝟏

𝟐
− 𝒍𝟐

𝟐 − 𝒍𝟑
𝟐

𝟐𝒍𝟐𝒍𝟑

Cinemática inversa: Solución Geométrica

Plano de 𝒒𝟐 y 𝒒𝟑

d

𝑥𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0

𝑦𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜
0 − 𝑙1b

d

𝑙3 sin 𝑞3

𝑙2 + 𝑙3 cos 𝑞3

c
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Método aplicable en robots con “muñeca” (cruce de 3 ejes de rotación),  de 6gdl.

Se realiza un desacople cinemático entre el brazo y la muñeca para resolver por 
separado ambos problemas.

Posición extremo: ҧ𝑝6
0

Posición muñeca: ҧ𝑝5
0 = ҧ𝑝6

0 − 𝑑6 Ƹ𝑧6

Problema 1:
◦ 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 = 𝑓 𝑥5

0, 𝑦5
0, 𝑧5

0

Problema 2 (Pieper):
◦ 0𝑅𝑜𝑡6 =

0𝑅𝑜𝑡3
3𝑅𝑜𝑡6

◦ 3𝑅𝑜𝑡6 =
0𝑅𝑜𝑡3

𝑇
. 0𝑅𝑜𝑡6

Cinemática inversa: Solución mediante Pieper
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Propuesta por Corke:

Método “ikine” de la clase “SerialLink”
◦ Formulación: ഥ𝒒 = 𝒇 𝑻

◦ Uso básico: q = robot.ikine(T)

◦ Parámetros opcionales:

◦ q0: vector inicial (nulo por defecto). Define la convergencia y el 
resultado

◦ m: máscara (1x6 de 0 y 1, ignora el gdl en 0)

◦ ilimit: iteraciones límite (1000 por defecto)

◦ tol: tolerancia (1e-6 por defecto)

◦ alpha: ganancia (1 por defecto)

◦ Sensible a parámetros, no asegura convergencia.

Cinemática inversa: Solución Numérica Matlab
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Soluciones Cerradas o Analíticas:
◦ Geométrica.

◦ Algebraica (Ec.).

◦ Pieper (6DOF).

Soluciones Numéricas:

La CD siempre tiene solución se parte de una posición     
final del extremo conocida (EF).

Si conocemos la posición deseada del extremo del 
robot (ED)

EF→ED

Problema de Optimización

Cinemática inversa: Resumen



CI: Solución Numérica Matlab – Ejemplo robot Planar RR

© Peter Corke
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© Peter Corke
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© Peter Corke
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© Peter Corke
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CI: Solución Numérica Matlab – Ejemplo Puma 6R

© Peter Corke
25

Inverse_kinematics_for_a_general_purpose_robot_arm_that_moves_in_3D.mp4


© Peter Corke
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Soluciones codo arriba

Robot_arm_configuration_change.mp4


© Peter Corke
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Soluciones codo abajo



© Prof. Alessandro De Luca
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Análisis cinemática inversa PUMA 500 - Unimate



Análisis cinemática inversa UR5 – Universal Robots

© Prof. Alessandro De Luca
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© Prof. Alessandro De Luca 30



Soluciones Cerradas o Analíticas:
◦ Geométrica.

◦ Algebraica (Ec.).

◦ Pieper (6DOF).

Soluciones Numéricas:

Cinemática inversa: Resumen

Ventajas:  
• muestra explícitamente las 

múltiples configuraciones.
• Soluciones compactas y rápidas 

de ejecutar.

Ventajas:  
• Siempre se puede plantear como un 

problema de optimización que busca 
minimizar el error entre la posición 
deseada y la posición donde se 
encuentra el EF resolviendo la CD

EF→ED



Soluciones Cerradas o Analíticas:
◦ Geométrica.

◦ Algebraica (Ecc.).

◦ Pieper (6DOF).

Soluciones Numéricas:

Desventajas:  
• Complejas de plantear a 

medida que aumentan las 
articulaciones.

Desventajas:  
• No siempre convergen.
• No se puede garantizar una 

configuración específica.
• Tienen un costo computacional, se debe 

tener en cuenta al trabajar en tiempo 
real

EF→ED



Muchas gracias por su atención

Preguntas?



Cinemática inversa: Solución Numérica Matlab

© Peter Corke

Función atan2   
𝑎

𝑏
𝜖 −𝜋, 𝜋
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