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Ejemplos de aplicaciones

INGENIERIA DE SISTEMAS

Sistemas Arquitectura Inteligencia
Operativos de Sotware Artificial
Medicion en la capacidad Analisis de datos y Resolucion de ecuaciones
y uso de la memoria, disco variables para determinar para toma de decisiones y
y Red resultados autornaticos autoaprendizaje
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo

orden
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo

orden

P(x)y"(x) + QE)Y'(x) + R(x)y(x) = G(x)
Supuestos: P, Q, R continuas en un intervalo abierto /. P(x) # 0 para
todo x € /.
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo

orden
P(x)y"(x) + Q(x)y'(x) + R(x)y(x) = G(x)

Supuestos: P, Q, R continuas en un intervalo abierto /. P(x) # 0 para
todo x € /.

La ecuacién
P(x)y"(x) + Q(x)y'(x) + R(x)y(x) =0

se llama homogénea y

P(x)y"(x) + Q(x)y'(x) + R(x)y(x) = G(x)

se llama no homogénea si G(x) # 0 para alguna x € /.
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo

orden
P(x)y"(x) + Q(x)y'(x) + R(x)y(x) = G(x)

Supuestos: P, Q, R continuas en un intervalo abierto /. P(x) # 0 para
todo x € /.

La ecuacién
P(x)y"(x) + Q(x)y'(x) + R(x)y(x) =0

se llama homogénea y

P(x)y"(x) + Q(x)y'(x) + R(x)y(x) = G(x)

se llama no homogénea si G(x) # 0 para alguna x € /.
La ecuacion homogénea asociada a

P(x)y"(x) + Q(x)y'(x) + R(x)y(x) = G(x)
€s
P(x)y"(x) + Q(x)y(x) + R(x)y(x) = 0.
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© Ecuaciones lineales homogéneas
e PVly PVF
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Existencia de solucién dnica a un PVI

Resuelva: LX) == + @y (X) —= + + + + + ay(x) — 4
- : 12 (1)
Sujeta a: (xg) =) "(x5) = ) ) =1)(, .
TEOREMA 4.1.1 Existencia de una solucién unica
Sean a (x),a, |(x), ... ,a,(x), af(x)y g(x)continuas en un intervalo /, y sea

a (x) # 0 para toda x en este intervalo. Si x = x, es cualquier punto en este
intervalo, entonces una solucion y(x) del problema con valores iniciales (1)
existe en el intervalo y es tnica.

Sin demostrar.
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /
\ NN

©.0 \ (@2.0)
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /
\ NN

©.0 \ (@2.0)

a) x(0) =0, x(3) = 0.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden



Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /
\ NN

©.0 \ (@2.0)
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X
1

=g
=0

t
(0.0) \

. (m/2,0)
i+ 2772

a) x(0) =0, x(3) = 0.
x(0)=c+0=0;
x(5)=c+0=0;
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /
\ NN

©.0 \ (@2.0)
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /
\ NN

©.0 \ (@2.0)

Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /

0.0 \, @2, 0)
14 G=—73
2) x(0) =0, x(§) = 0. b) x(0) =0, x(5) = 0.
x(0)=c+0=0; x(0)=c+0=0;
x(5)=c+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /

0.0\, @/2.0)

1 G=—73
a) x(0) =0, x(3) =0. b) x(0) =0, x(g) =0
x(0) =c1+0=0; x(0)=c+0=0;
x(5)=c+0=0; x(5)=0+c=0

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /
\ NN

0.0 \, @2, 0
1 G=—73
a) x(0) =0, x(3) =0. b) x(0) =0, x(§) =

x(0)=¢c1+0=0; x(0) = +O:O,
x(5)=a+0=0 (%)—O-f-Cz—O
x(t) = cosen(4t). Tiene solucién dnica
Tiene infinitas x = 0.
soluciones.
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /
\ NN

0.0 \, @2, 0
1 G=—73
a) x(0) =0, x(3) =0. b) x(0)=0,x(5) =0. c¢) x(0)=0x(3)=1

x(0)=¢c1+0=0; x(0) = +O:O,
x(5)=a+0=0 (%)—O-f-Cz—O
x(t) = cosen(4t). Tiene solucién dnica
Tiene infinitas x = 0.
soluciones.
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

14 2=

0.0\, (@12, 0)
1 G=—73
a) x(0)=0,x(3)=0. b) x(0)=0,x(5)=0. c) x(0)=0x(5)=1
x(0) =c1+0=0; x(0) =c1+0=0; x(0)=c+0=0;
x(5)=c+0=0; x(5)=0+c=0.
x(t) = casen(4t). Tiene solucién Unica
Tiene infinitas X =
soluciones.
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

14 2=

0.0\, (@12, 0)
1 G=—73
a) x(0) =0, x(3)=0. b) x(0)=0,x(5)=0. c) x(0)=0x(5)=1.
x(0)=c+0=0; x(0)=c+0=0; x(0)=c+0=0;
x(5)=c+0=0; x(5)=0+c=0. x(5)=ca+0=1,
x(t) = casen(4t). Tiene solucién Unica
Tiene infinitas X =
soluciones.
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Problema con valores en la frontera

Ejemplo: x”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
x(t) = c1 cos(4t) + cp sen(4t).

X

1+ Q=7

(-Zio /
\ NN

0.0\, (@12, 0)
1 G=—73
a) x(0) =0, x(3)=0. b) x(0)=0,x(3)=0. «¢) x(0)=0x(3) =
x(0) =c1+0=0; x(0) =c1+0=0; x(0)=c1+0=0;
x(5)=c+0=0; x(5)=0+c=0. x(5)=ca+0=1,
x(t) = casen(4t). Tiene solucién Unica No tiene solucién.
Tiene infinitas x =0.

soluciones.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Si y1 y y» son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
an(x)y D (x) + 30-1(x)y"I(x) + ... + a0 (x)y(x) = 0,

entonces la funcion y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) también es una solucion de
la misma e.d. cualesquiera sean los nimeros reales c¢1 y c».
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Si y1 y y» son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
an(x)y D (x) + 30-1(x)y"I(x) + ... + a0 (x)y(x) = 0,

entonces la funcion y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) también es una solucion de
la misma e.d. cualesquiera sean los nimeros reales c¢1 y c».

Demostrar.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden



Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Si y1 y y» son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
an(x)y D (x) + 30-1(x)y"I(x) + ... + a0 (x)y(x) = 0,

entonces la funcion y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) también es una solucion de
la misma e.d. cualesquiera sean los nimeros reales c¢1 y c».

Demostrar.
Observaciones:
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Si y1 y y» son soluciones de la ecuacién lineal homogénea

an(x)y(x) + an-1(x)y " (x) + ... + a0(x)y (x) = 0,

entonces la funcion y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) también es una solucion de
la misma e.d. cualesquiera sean los nimeros reales c¢1 y c».

Demostrar.

Observaciones:

1) La solucién trivial y = 0 siempre es una solucién de cualquier e.d. lineal
homogénea.

2) Combinaciones lineales.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Si y1 y y» son soluciones de la ecuacion lineal homogénea
an(x)y " (x) + ap-1(x)y" I (x) + .. + a0(x)y(x) = 0,

entonces la funcion y(x) = c1y1(x) + coy2(x) también es una solucion de
la misma e.d. cualesquiera sean los nimeros reales c¢1 y c».

Demostramos el caso n = 2;
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Si y1 y y» son soluciones de la ecuacion lineal homogénea
an(x)y " (x) + ap-1(x)y" I (x) + .. + a0(x)y(x) = 0,

entonces la funcion y(x) = c1y1(x) + coy2(x) también es una solucion de
la misma e.d. cualesquiera sean los nimeros reales c¢1 y c».

Demostramos el caso n = 2; veamos que y(x) = c1y1(x) + cay2(x)
satisface la ED.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema
Si y1 y y» son soluciones de la ecuacion lineal homogénea

an(x)y ™ (x) + an-1(x)y " (x) + ... + a0(x)y (x) = 0,

entonces la funcion y(x) = c1y1(x) + coy2(x) también es una solucion de
la misma e.d. cualesquiera sean los nimeros reales c¢1 y c».

Demostramos el caso n = 2; veamos que y(x) = c1y1(x) + cay2(x)
satisface la ED. Derivando y sustituyendo en la ED:

Y'(x) = ayi(x) + eay(x);  y'(x) = ayi (x) + cys (x).
a2 (x)y" (x) + a1(x)y'(x) + ao(x)y(x) =
= ay(x)(c1yy (%) + cay5 (x)) + a1 (x)(ewyi (x) + cays(x)) + ao(x)(crya(x) + ¢
= c1(a(x)y1' (x) + a1(x)y1(x) + ao(x)y1(x)) + ca(a2(x)y5 (x) + a1(x)ya(x) -
=0



Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

O La familia de funciones {fi, ..., f,} es linealmente dependiente (LD) en
| sii existen ¢y, ..., c, no todos nulos tales que
afi+..+c,f, =0

cafi(t)+...+cfp(t) =0, t €l

@ La familia de funciones {f1, ..., f,} es linealmente independiente (LI)
en | en otro caso.

© Ejemplo: {f1,} en [0,1], Ai(x) = x; fa(x) = |x].
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

O La familia de funciones {fi, ..., f,} es linealmente dependiente (LD) en
| sii existen ¢y, ..., c, no todos nulos tales que
afi+..+c,f, =0

cafi(t)+...+cfp(t) =0, t €l

@ La familia de funciones {f1, ..., f,} es linealmente independiente (LI)
en | en otro caso.

© Ejemplo: {fi, £} en [0,1], i(x) = x; fa(x) = |x|. {1, 2} es LD en
[0,1].
O Mismo ejemplo en [—1,1].
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

O La familia de funciones {fi, ..., f,} es linealmente dependiente (LD) en
| sii existen ¢y, ..., c, no todos nulos tales que
afi+..+c,f, =0
cfi(t)+ ...+ cafa(t) =0, t € /.
@ La familia de funciones {f1, ..., f,} es linealmente independiente (LI)
en | en otro caso.
© Ejemplo: {fi, £} en [0,1], i(x) = x; fa(x) = |x|. {1, 2} es LD en
[0,1].
O Mismo ejemplo en [—1,1]. {fi,fr} es LI en [-1,1].
@ {fi.h,fi}, fi(x) =1; fH(x) = sen®(x); f5(x) = cos(2x).
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

O La familia de funciones {fi, ..., f,} es linealmente dependiente (LD) en
| sii existen ¢y, ..., c, no todos nulos tales que
afi+..+c,f, =0

cafi(t)+...+cfp(t) =0, t €l
@ La familia de funciones {f1, ..., f,} es linealmente independiente (LI)
en | en otro caso.
© Ejemplo: {fi, £} en [0,1], i(x) = x; fa(x) = |x|. {1, 2} es LD en
[0, 1].
O Mismo ejemplo en [—1,1]. {fi,fr} es LI en [-1,1].

Q {f,h, K}, A(x)=1; h(x) = sen?(x); f(x) = cos(2x). No es LI (en
ningin | C R).
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Wronskiano

El Wronskiano de una familia {fi, ..., f,} de n funciones derivables hasta el
orden n — 1 al menos, es la funcién dada por el determinante

W(fl,...,f,,)(x) = ' ’ n
A0 70 AR
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Propiedades del Wronskiano

Si {fi,..., o} es una familia LD en [ y las funciones son suficientemente
derivables, entonces W(g, . £)(x) = 0 para toda x € I.

Contrarreciproco: si existe una x € / tal que Wz r)(x) # 0, entonces
{f, ..., fn} es una familia Ll en /.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden



Teorema

Teorema

Sean y1,y»,- -+, yn soluciones de la e.d.
an(x)y"M(x) 4 - - - 4 a1(x)y’(x) + ao(x)y(x) = 0 en I. Entonces
{v1, -+ ,yn} esLlen | siy solo si Wy, ... ,y(x) # 0 para todo x € .

Sin demostrar.
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Teorema

Teorema

Sean y1,y»,- -+, yn soluciones de la e.d.
an(x)y"M(x) 4 - - - 4 a1(x)y’(x) + ao(x)y(x) = 0 en I. Entonces
{v1, -+ ,yn} esLlen | siy solo si Wy, ... ,y(x) # 0 para todo x € .

Sin demostrar.

Conjunto fundamental de soluciones de una e.d. de orden n: una familia
LI de n soluciones de la e.d. en un intervalo /.
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Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ Teorema solucién general e.d. lineal homogénea
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Teoremas (e.d. lineal homogénea)

Teorema (Existencia de conjunto fundamental)

Para una ecuacién apy(" + --- + a1y’ + agy = 0, tal que cada una de las
funciones coeficientes ay es continua en un intervalo | y an(x) # 0 en I,

existe un conjunto fundamental de soluciones en I, {y1,- - yn}.
(Sin demostrar.)

Teorema (Teorema de solucidn general de e.d. lineal homogénea)

Para una ecuacién apy("™ + --- + a1y’ + agy = 0, tal que cada una de las
funciones coeficientes ay es continua en un intervalo | y an(x) #0 en [, si
{y1, - yn} es un conjunto fundamental de soluciones de la ED en I, la
solucion general se puede expresar como

y=ayi+ -+ chyn

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 18 /38



Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ ED lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos
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E.d. homogénea con coeficientes constantes

ay"(x) + by'(x) + cy(x) = 0
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E.d. homogénea con coeficientes constantes

ay"(x) + by'(x) + cy(x) = 0

ar’e™ + bre™ +ce™ =0
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E.d. homogénea con coeficientes constantes

ay"(x) + by'(x) + cy(x) = 0

ar’e™ + bre™ +ce™ =0

(ar® + br+c)e™ =0
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E.d. homogénea con coeficientes constantes

ay"(x) + by'(x) + cy(x) = 0

ar’e™ + bre™ +ce™ =0

(ar® + br+c)e™ =0

ECUACION AUXILIAR

ar’ +br+c=0
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E.d. homogénea con coeficientes constantes

ay"(x) + by'(x) + cy(x) = 0

ar’e™ + bre™ +ce™ =0

(ar® + br+c)e™ =0

ECUACION AUXILIAR

ar’ +br+c=0

. —b—+/b? —4ac . —b++Vb? —4ac
1= D =
2a 2a
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Caso 1: b2 —4ac >0

ay"(x) + by'(x) + cy(x) =0
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Caso 1: b2 —4ac >0

ay"(x) + by'(x) + cy(x) =0

_ —b—+/b?—4ac
B 2a

_ —b+Vb%—4ac

ar’+br+c=0 n
2a

r
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Caso 1: b2 —4ac >0

ay"(x) + by'(x) + cy(x) =0

5 —b—Vb?—4ac —b+Vb%—4dac
ar“+br+c=0 n= > rh = 5
a a

nXx

Verificamos que y; = "Xy y, = e"* son soluciones de la ED (solos) y

que son Ll en | =R:
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Caso 1: b2 —4ac >0

ay"(x) + by'(x) + cy(x) =0

5 —b—Vb?—4ac —b+Vb%—4dac
ar“+br+c=0 n= > rh = 5
a a

nXx

Verificamos que y; = "Xy y, = e"* son soluciones de la ED (solos) y

que son Ll en | =R:

nx (9224

e
ne

e

o | = € (=) £ 0.

Wiys.yo)(X) =

nx nx
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Caso 1: b2 —4ac >0

ay"(x) + by'(x) + cy(x) =0

—b —/b? — 4ac . —b+Vb? —4ac
p— 2 p—
2a 2a

Verificamos que y; = "Xy y, = e"* son soluciones de la ED (solos) y
que son Ll en | =R:

ar’+br+c=0 n

nx (9224

e
ne

e

W(Y17}’2)(X) = r2e

nx nx

Solucién general:

y = Clel’lx + C2er2x

es solucién general de ay” + by’ + cy = 0.
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ +4y = 0.
@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ +4y = 0.
@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.

@ Resuelva:
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ +4y = 0.
@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.

O Resuelva: r2 +5r+4=0:;
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ +4y = 0.
@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.

O Resuelva: r2+5r+4=01r=—4r=—1;
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ + 4y = 0.

@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.

O Resuelva: r2+5r+4=01r=—4r=—1;
y(t) = e ¥ + et
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ + 4y = 0.

@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.

O Resuelva: r2+5r+4=01r=—4r=—1;
y(t)=ae " +taoehy0)=a+a=1
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ + 4y = 0.
@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.
Q Resuelva: r2 +5r+4=0;rn=—4,rn =—1;
yt)=ce M+ et y(0)=ca+ca=1

y'(t) = —4cre ™ — et
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ + 4y = 0.
@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.
O Resuelva: r2+5r+4=01r=—4r=—1;
y(t)=cae M+ et y(0)=ca+c=1
Y'(t) = —4cie ¥ — et y/(0) = —4a1 — = 0;

c1+ o =1
—461—C2 =0
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Ejemplo Caso 1: b> —4ac > 0

Se tiene y” + 5y’ + 4y = 0.
@ Sabiendo que y(0) =1y y’(0) = 0, indique si se trata de un PVl o
un PVF.
O Resuelva: r2+5r+4=01r=—4r=—1;
y(t)=cae M+ et y(0)=ca+c=1
Y'(t) = —4cie ¥ — et y/(0) = —4a1 — = 0;

c1+ o =1
—461—C2 =0
1 _ 4 _
Y(t):—ge 4t+§e "
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Caso 2: b2 —4ac =0

ay”(x) + by'(x) + cy(x) = 0;
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Caso 2: b2 —4ac =0

ay”(x) + by'(x) + cy(x) =0; ar*+br+c=0
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Caso 2: b2 —4ac =0

ay’(xX) + by (x)+cy(x)=0; ar’+br+c=0;, r=rn=rn= ;—:.
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Caso 2: b2 —4ac =0

ay’(xX) + by (x)+cy(x)=0; ar’+br+c=0;, r=rn=rn= ;—:.

y1 = e™(solos) y y» = xe™ son soluciones de la ED y son Ll en | = R:
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Caso 2: b2 —4ac =0

ay’(x)+ by'(x) +ey(x)=0; ar*+br+c=0;, r=n=rnr= ;—:.
y1 = e™(solos) y y» = xe™ son soluciones de la ED y son Ll en | = R:

yo = xe™;

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden



Caso 2: b2 —4ac =0

—b
2a°
y1 = e™(solos) y y» = xe™ son soluciones de la ED y son Ll en | = R:

ay’(x)+ by'(x) +ey(x)=0; ar*+br+c=0;, r=n=rnr=

rx

yo=xe™;  ys = (14 x)e™;
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Caso 2: b2 —4ac =0

—b
2a°
y1 = e™(solos) y y» = xe™ son soluciones de la ED y son Ll en | = R:

ay’(x)+ by'(x) +ey(x)=0; ar*+br+c=0;, r=n=rnr=

rx

yo=xe™;  yb=(1+m)e™; y) = (2r+ r’x)e™;
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Caso 2: b2 —4ac =0

—b
2a°
y1 = e™(solos) y y» = xe™ son soluciones de la ED y son Ll en | = R:

ay’(x)+ by'(x) +ey(x)=0; ar*+br+c=0;, r=n=rnr=

yo =xe™; yh=(1+m)e™; yi=(2r+ r2x)erx;

ay” + by’ + cy = (a(2r + r’x) + b(1 + rx) 4 cx)e™
= ((2ar + b) + (ar® + br + c)x) ™
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Caso 2: b2 —4ac =0

—b
2a°
y1 = e™(solos) y y» = xe™ son soluciones de la ED y son Ll en | = R:

ay’(x)+ by'(x) +ey(x)=0; ar*+br+c=0;, r=n=rnr=

yo =xe™; yh=(1+m)e™; yi=(2r+ r2x)erx;

ay” + by’ + cy = (a(2r + r’x) + b(1 + rx) 4 cx)e™
= ((2ar + b) + (ar® + br + c)x) ™

rx rx

€ xe N 3
Wi yo) () = re™ (14 xr)e™ |~ e>™(1 + xr — xr) = e # 0.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden



Caso 2: b2 —4ac =0

ay’(x)+ by'(x) +ey(x)=0; ar*+br+c=0;, r=n=rnr= ;—:.

y1 = e™(solos) y y» = xe™ son soluciones de la ED y son Ll en | = R:

yo =xe™; yh=(1+m)e™; yi=(2r+ r2x)erx;

ay” + by’ + cy = (a(2r + r’x) + b(1 + rx) 4 cx)e™
= ((2ar + b) + (ar® + br + c)x) ™

rx rx

€ xe N 3
Wi yo) () = re™ (14 xr)e™ |~ e>™(1 + xr — xr) = e # 0.

Solucién general:

y = c1e™ + cpxe™

es solucién general de ay” + by’ + cy = 0.
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Caso 3: b2 —4ac <0

ay"(x)+by'(x)+ey(x) = 0;
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Caso 3: b2 —4ac <0

ay”(x)+by'(x)+cy(x) =0; ar’4+br+c=0; n=a+if; n=a—if

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden



Caso 3: b2 —4ac <0

ay”(x)+by'(x)+cy(x) =0; ar’4+br+c=0; n=a+if; n=a—if

—b 5 Véac — b?

az?a 2a
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Caso 3: b2 —4ac <0

ay”(x)+by'(x)+cy(x) =0; ar’4+br+c=0; n=a+if; n=a—if

—b Vdac — b?
o= — /B = -
2a 2a

71 = elOFIX — e(cos(Bx)+isen(Bx)); zp = e(cos(Sx)—isen(Sx))
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Caso 3: b2 —4ac <0

ay”(x)+by'(x)+cy(x) =0; ar’4+br+c=0; n=a+if; n=a—if

—b Vdac — b?
o= — /B = -
2a 2a

71 = elOFIX — e(cos(Bx)+isen(Bx)); zp = e(cos(Sx)—isen(Sx))

1 I /
=52 + 52 = e cos(Bx); y2 = —52 + ézz = ™ sen(fx)
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Caso 3: b2 —4ac <0

ay”(x)+by'(x)+cy(x) =0; ar’4+br+c=0; n=a+if; n=a—if

—b 5 Vdac — b?

az?a 2a

71 = elOFIX — e(cos(Bx)+isen(Bx)); zp = e(cos(Sx)—isen(Sx))

1 I /
=52 + 52 = e cos(Bx); y2 = —52 + ézz = ™ sen(fx)

Verifiquemos que y; = e** cos(8x) y y» = e*sen(fx) son soluciones de
la ED y que son Ll en | = R.
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Caso 3: b2 —4ac <0

—b _ Vdac — b?

~ a3 2a

y1 = €™ cos(Bx);  y» = €™ sen(fx)

ay"(x) + by'(x) + cy(x) =0;  «
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Caso 3: b2 —4ac <0

—b _ Vdac — b?

~ a3 2a

y1 = €™ cos(Bx);  y» = €™ sen(fx)

ay"(x) + by'(x) + cy(x) =0;  «

y1 = €% cos(fx)

y; = ae* cos(fx) — Be* sen(fx)

Y= (02— ) cos(fx)
—2afe* sen(fx)
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Caso 3: b2 —4ac <0

—b Vlac — b2
() + by () + () =0 a= o p=EE

y1 = €™ cos(Bx);  y» = €™ sen(fx)

y1 = €% cos(fx)

y; = ae* cos(fx) — Be* sen(fx)

Y= (02— ) cos(fx)
—2afe* sen(fx)

ay; + by; + oy =
= (a(a® — B?) + ba + c) cos(Bx)+
(a(—2a8) + b(—p)) sen(Bx)
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Caso 3: b2 —4ac <0

—b
ay”(x) + by'(x) +cy(x) =0; a= 273;

2a

}/1 = eaX COS(BX), y2 = eax sen(ﬁx)

y1 = e* cos(fx) a(a® — %)+ ba+c=

Vi = e cos(fix) — Be™ sen(fix) R dac— 2\ B

y{/: (OZZ—ﬁz)eaXCOS(IBX) _a<432_¢22>_2a+c
—2a5e* sen(fx) 0

ayl +b+on =
= (a(a? — %) + ba + c) cos(Bx)+
(a(=2ap) + b(—p)) sen(px)
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Caso 3: b2 —4ac <0

b VP
ay'(x) + by () + y(x) =0 a= % g= T

y1 = €™ cos(Bx);  y» = €™ sen(fx)

y1 = e* cos(fx) a(a2 - 52) + ba+c =
V= aecos(Bx)— fesen(Bx) (B2 dac— B\ B2
yy = (a? — 3%)e™* cos(x) =4 <432 - %2> 2 +c
—2a5e* sen(fx) 0
ay; + by; + o1 = a(—2aB) + b(—B) =
= (a(a® — B?) + ba + c) cos(Bx)+ = (2aa + b)(—p)
(a(—2a3) + b(—p)) sen(5x) = (_2(;3 + b)(—B) = 0.

2a




Caso 3: b2 —4ac <0

—b Vlac — b2
() + by () + () =0 a= o p=EE

y1 = €™ cos(Bx);  y» = €™ sen(fx)

y1 = e* cos(fx) a(a2 - 52) + ba+c =
V= aecos(Bx)— fesen(Bx) (B2 dac— B\ B2
yy = (a? — 3%)e™* cos(x) =4 <432 - %2> 2 +c
—2a5e* sen(fx) _o.
ay; + by; + o1 = a(—2aB) + b(—B) =
= (a(a® — B?) + ba + c) cos(Bx)+ = (2aa + b)(—p)
(a(—2a3) + b(—p)) sen(5x) = (_2(;3 + b)(—B) = 0.

2a

Luego y; es solucidén de la ED.
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Caso 3: b2 —4ac <0

—b 4ac — b?
()4 b () + erl) =0 a= 0 =

y1 = €™ cos(Bx);  y» = €™ sen(fx)

y1 = e* cos(fx) a(a2 - 52) + ba+c =
V= aecos(Bx)— fesen(Bx) (B2 dac— B\ B2
yy = (a? — 3%)e™* cos(x) =4 <432 - %2> 2 +c
—2a5e* sen(fx) _o.
ay; + by; + o1 = a(—2aB) + b(—B) =
= (a(a® — B?) + ba + c) cos(Bx)+ = (2aa + b)(—p)
(a(—2a3) + b(—p)) sen(5x) = (_2(;3 + b)(—B) = 0.

2a

Luego y; es solucidén de la ED.
Similarmente se verifica que y» es solucién (solos).
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Caso 3: b2 —4ac <0

_ —b, _ V4ac — bp?
- 2a’ N 2a

y1 = e cos(fx); yo» = e sen(fx)

ay”(x) + by'(x) + cy(x) =0; «
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Caso 3: b2 —4ac <0

_ —b B 4ac — b?
23’ - 2a

y1 = e cos(fx); yo» = e sen(fx)

ay"(x) + by'(x) + ¥ (x) = 0;

W(YlaYQ)(X) =
e cos(fx) e sen(fx)
ae® cos(fx) — fe™ sen(fx) ae* sen(fSx) + [Se™* cos(fx)
= €2 (cos(Bx)(asen(Bx) + B cos(fx)) — sen(Bx)(a cos(x) — Bsen(Bx)))
= e?(Bcos® x + Bsen® x) = Be*** £ 0




Caso 3: b2 —4ac <0

_ —b B 4ac — b?
23’ - 2a

y1 = e cos(fx); yo» = e sen(fx)

ay"(x) + by'(x) + ¥ (x) = 0;

W(Yl ¥2) (x) =
e cos(fx) e sen(fx)
ae® cos(fx) — fe™ sen(fx) ae* sen(fSx) + [Se™* cos(fx)

= e®**(cos(Bx)(asen(Bx) + B cos(Bx)) — sen(Bx)(a cos(8x) — Bsen(Bx)))

= e?(Bcos® x + Bsen® x) = Be*** £ 0

Solucién general:
y = e*(cy cos(fBx) + casen(fBx)) es solucién general de
ay” + by’ +cy =0.
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Ejemplos

1) y"—y —6y =0
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Ejemplos

1) y"—y —6y =0

rP—r—6=0,n=3mn=-2
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Ejemplos

l)y//_y/_6y:0

rP—r—6=0: rn =3; n=-2; solucion general:
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Ejemplos

l)y//_y/_6y:0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .
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Ejemplos

1) y"—y —6y =0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .

2)y”+4y’—|—4y:0
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Ejemplos

1) y"—y —6y =0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .

2)y”+4y’—|—4y:0

rP4+4r+4=0; r=-2

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden



Ejemplos

l)y//_y/_6y:0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .

2)y"+4y'+4y =0

r>4+4r+4=0; r=—-2; solucién general:
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Ejemplos

l)y//_y/_6y:0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .

2)y"+4y'+4y =0

P +4r+4=0 r=—2: solucién general: y = cre > + coxe .
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Ejemplos

l)y//_y/_6y:0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .

2)y"+4y'+4y =0

P +4r+4=0 r=—2: solucién general: y = cre > + coxe .

3) y" =4y’ +5y =0
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Ejemplos

1) y"—y —6y =0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .
2)y"+4y'+4y =0
P +4r+4=0 r=—2: solucién general: y = cre > + coxe .

3) y" =4y’ +5y =0

rP—4r45 =0; rp = 2+i;
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Ejemplos

Ny =y —6y=0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .
2)y"+4y'+4y =0
P +4r+4=0 r=—2: solucién general: y = cre > + coxe .

3) y" =4y’ +5y =0

r2—4r+5 = 0; rip = 2+i; solucién general:
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Ejemplos

Ny =y —6y=0

rP—r—6=0rn=3rmn=-2. solucién general: y = e + e .
2)y"+4y'+4y =0
P +4r+4=0 r=—2: solucién general: y = cre > + coxe .

3) y" =4y’ +5y =0

r’—4r45 = 0; ri» = 2=%i; solucién general: y = e2X(C1 cos x+¢p sen x).
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Recorrido

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
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Recorrido

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas
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Funcién o solucién complementaria

FUNCION O SOLUCION COMPLEMENTARIA

Dada una e.d. no homogénea, ay” + by’ + cy = G(x), la solucién de la
e.d. homogénea asociada

ay’ + by +cy=0

se llama FUNCION O SOLUCION COMPLEMENTARIA. )
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Teorema de solucién general de e.d. lineal no homogénea

Teorema

Dada una e.d. lineal ap(x)y(™(x) + - - - + a1(x)y’(x) + ao(x)y(x) = G(x)
donde las funciones coeficientes ax, 0 < k < n, y G son continuas en
algun intervalo abierto | y a,(x) # 0 en I, la solucién general de la e.d.
tiene la forma y = y. + y, donde y. es la funcion complementaria y y, es
cualquier solucion particular de la ecuacion no homogénea.

Demostrar.
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Teorema (Principio de superposién para ED no homogéneas)

Sean las k ecuaciones diferenciales no homogéneas de n-ésimo orden

an(x)y " (x) + a1 ()Y (x) + -+ a1 (x)y(x) + a0(x)y(x) = &1(x),

an(x)y D (x) + an-1(x)y "I (x) + ... + a1(x)y(x) + a0(x)y(x) = gk (),

donde sélo cambian los términos independientes. Supongamos que
Yp1» > Yp, Son soluciones particulares de cada una de las ecuaciones
anteriores, en un mismo intervalo |. Entonces,

Yp = CYp + -+ CkYpy

es una solucién particular de

any™ 4+ an_1y"Y 4 a1y + ay = cigr + ... + Ckgk.

Demostracién dejada como ejercicio.
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Principio de superposicion ecuaciones lineales no homogéneas: caso

especial
Sean las k ecuaciones diferenciales no homogéneas de n-ésimo orden

an(x)y(M (x) + ap—1(x)y" D (x) + ... + a1(x)y’(x) + a0(x)y(x) = g1(x),
an(x)y D (x) + an-1(x)y "I (x) + ... + a1(x)y(x) + a0(x)y(x) = gk (),

donde sélo cambian los términos independientes. Supongamos que
Ypis -1 Yp, son soluciones particulares de cada una de las ecuaciones
anteriores, en un mismo intervalo /. Entonces,

Yp = Yp1 T+ Ypy

es una solucién particular de

any™ + ap_1y" D 4+ a1y’ + agy = g1 + ... + gk

v
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Recorrido

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden

@ Métodos para resolver edo lineales de orden superior con coeficientes
constantes
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

Resolver y" + 4y’ — 2y = 2x?> — 3x + 6.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

Resolver y" + 4y’ — 2y = 2x?> — 3x + 6.

Rta:
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

Resolver y" + 4y’ — 2y = 2x?> — 3x + 6.

Rta: y = cre—(2HVOx 1 cye(-2+VE)x _ 2

Resolver y” — y’ + y = 2sen(3x).

5
~5x-0.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

Resolver y" + 4y’ — 2y = 2x?> — 3x + 6.
Rta: y = cre— (Vo)X | cye(-2+VE)x _ 2 %x -0.
Resolver y” — y’ + y = 2sen(3x).

Rta:
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

Resolver y” + 4y’ — 2y = 2x%> —3x + 6.

Rta: y = cre— (Vo)X | cye(-2+VE)x _ 2 %x -0.
Resolver y” — y’ + y = 2sen(3x).

Rta:y = yc + 3 8 cos(3x) — —3 6 sen(3x).

Resolver y” — 5y’ + 4y = 8e*.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

Resolver y" + 4y’ — 2y = 2x?> — 3x + 6.

Rta: y = cre— (Vo)X | cye(-2+VE)x _ 2 %x -0.
Resolver y” — y' + y = 2sen(3x).

Rta:y = yc + 3 8 cos(3x) — —3 6 sen(3x).

Resolver y” — 5y’ + 4y = 8e*.

Rta:
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

Resolver y" + 4y’ — 2y = 2x?> — 3x + 6.

Rta: y = cre— (Vo)X | cye(-2+VE)x _ 2 %x -0.
Resolver y” — y' + y = 2sen(3x).

Rta:y = yc + 3 8 cos(3x) — —3 6 sen(3x).

Resolver y” — 5y’ + 4y = 8e*.

Rta: y = y. — %xex.
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Tabla

TABLA 17.1 Método de coeficientes indeterminados para ecuaciones seleccionadas

de la forma ay” + by’ + oy = G(x).

Si G(x) tiene un
término que es
un miiltiplo
constante de. ..

Y si

Entonces incluya
esta expresion en la
funcion de prueba

para y,.

e~

sen kx, cos kx

p,\'2 + gx +m
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7 no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

r es una raiz simple de la
ecuacion caracteristica

r es una raiz doble de la
ecuacion caracteristica
ki no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

0 no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

0 es una raiz simple de
la ecuacidn caracteristica
0 es una doble raiz de la
ecuacion caracteristica

AT
Axe™

AxPe™

Bcoskx + Csenkx
Dx*+ Ex + F

Dx* + Ex* + Fx

Dx* + ExX’ + Fx?




Método de variacién de parametros

Dada a(x)y”(x) + b(x)y'(x) + c(x)y(x) = G(x), con
Ye(x) = cy1(x) + c2y2(x), se propone

Yp(x) = ur(x)y1(x) + va(x)y2(x)-

Yp = uiy1 + w2y?
Yo = uly1+ uiy] + uhys + oy}

" __

Yp = Uiyt + uly] + uly] + ] + U ys + ubys + ubyh + woyd
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Método de variacién de parametros

Dada a(x)y”(x) + b(x)y'(x) + c(x)y(x) = G(x), con
Ye(x) = cy1(x) + c2y2(x), se propone

Yp(x) = ur(x)y1(x) + va(x)y2(x)-

Yp = uiy1 + w2y?
Yo = uly1+ uiy] + uhys + oy}

" __

Yp = Uiyt + uly] + uly] + ] + U ys + ubys + ubyh + woyd
ay, + by, + cyp = ur(ayy + by; + cy1) + uz(ayy + bys + cy2)
+a(ufyr + uiyr) + a(ugya + usys) + (auyy + buyyr + ausys + busys)
= ad (ujy1 + ubys) + b(Uiyr + ubys) + a(ufy] + ubys) = G
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Método de variacién de parametros

Dada a(x)y”(x) + b(x)y'(x) + c(x)y(x) = G(x), con
Ye(x) = cy1(x) + c2y2(x), se propone

Yp(x) = ur(x)y1(x) + va(x)y2(x)-

Yp = uiy1 + w2y?
Yo = uly1+ uiy] + uhys + oy}

7

Yp = Uiyr+upy; +upy; +unyy + upys + upys + upys + uays
ay, + by, + cyp = ur(ayy + by; + cy1) + uz(ayy + bys + cy2)
+a(ufyr + uiyr) + a(ugya + usys) + (auyy + buyyr + ausys + busys)
= ad (ujy1 + ubys) + b(Uiyr + ubys) + a(ufy] + ubys) = G

{%n+%m=%
uyp + oy, =5 = 1.




Método de variacién de parametros

Dada a(x)y”(x) + b(x)y'(x) + c(x)y(x) = G(x), con
Ye(x) = cy1(x) + c2y2(x), se propone

Yp(x) = ur(x)y1(x) + va(x)y2(x)-

Yp = uiy1 + w2y?
Yo = uly1+ uiy] + uhys + oy}

7

Yp = Uiyr+upy; +upy; +unyy + upys + upys + upys + uays
ay, + by, + cyp = ur(ayy + by; + cy1) + uz(ayy + bys + cy2)
+a(ufyr + uiyr) + a(ugya + usys) + (auyy + buyyr + ausys + busys)
= ad (ujy1 + ubys) + b(Uiyr + ubys) + a(ufy] + ubys) = G

upyr + tpy2 =0
Uy + ubyh = & =f. Resolver por determinantes.
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" 4 36y = csc(3x)
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" 4 36y = csc(3x)

Ye = c1cos(3x) + c2 sen(3x)

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden



Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" 4 36y = csc(3x)
Ye = c1cos(3x) + c2 sen(3x)

¥p = uy cos(3x) + up sen(3x)
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" 4 36y = csc(3x)
Ye = c1cos(3x) + c2 sen(3x)

¥p = uy cos(3x) + up sen(3x)

E;
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" 4 36y = csc(3x)
Ye = c1cos(3x) + c2 sen(3x)

¥p = uy cos(3x) + up sen(3x)

1  ctg(3x)

. /
L= ® 12
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" 4 36y = csc(3x)
Ye = c1cos(3x) + c2 sen(3x)

¥p = uy cos(3x) + up sen(3x)

1 ctg(3x)
r_ T I
T 2T
1 |
y = c1 cos(3x) + ¢ sen(3x) — o~ cos(3x) + n|se3n6(3x)| sen(3x)

| = (0, g) o subintervalos de éste.
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