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Prélogo

Este material perfectible, que se presenta, esta pensado para ayudar a los docentes a
ensefiar y al estudiante a aprender las ideas bdsicas de algunos contenidos curriculares de
Algebra de la Facultad de Ingenieria de la UNCuyo, a saber: Légica proposicional,
Transformaciones lineales y Autovalores y autovectores.

Se han colocado algunas demostraciones con nivel adecuado para el estudiante de
Ingenieria con el objetivo de ir logrando a generar la competencia de pensamiento critico, y
ejercicios adicionales resueltos al finalizar cada uno de los temas mencionados, con el fin de
ayudarlo en sus practicas de reflexion para el aprendizaje .

Se ha tratado de no perder la esencia que caracteriza a la fascinante rama de la matematica
que es el Algebra Lineal, tan usada actualmente en las ciencias, en general y en las
Ingenierias, en particular.

Agradeciendo el apoyo de la Facultad de Ingenieria para la escritura de este texto y con el
afdn que sea de utilidad, esperamos sugerencias y aportes.

Ana Narvaez



LOGICA PROPOSICIONAL

El gran filésofo y pensador Immanuel Kant, dejé una leyenda de absoluta verdad: “La Légica
es una ciencia de las leyes necesarias del pensamiento, sin la cual no se comprende ni se
razona”.

Asi, todo desarrollo matematico exige razonar en forma valida, de alli que debamos recurrir
a la Ldgica, la cual nos brinda las herramientas necesarias para el estudio de los
razonamientos, deducciones e inferencias y asi poder concluir si éstas son o no correctas.

Por otra parte, la matematica exige un lenguaje claro y preciso, en ella solo se aceptan
razonamientos correctos. Es entonces la légica simbdlica, la que se encarga de dar a cada
expresion un significado exacto y a cada simbolo una interpretacién sin ambigliedades.

Nos interesa entonces saber cuales son los tipos de afirmaciones que deben usarse en los
razonamientos matematicos. Estos enunciados reciben el nombre de proposiciones.

Proposicién

Una proposicion es una afirmacion de la que podemos decir,
sin ambigiiedad que, o es verdadera o es falsa.

Llamaremos valor de verdad de una proposicién a su veracidad o falsedad.

De esta manera, el valor de verdad de una proposicidn verdadera es verdad y el de una
proposicion falsa es falso. Denotaremos verdad con V y falso con F.

Las proposiciones se corresponden con las oraciones declarativas o enunciativas. Como por
ejemplo:

a) “sen150°=%"

3x —4y =
b) “El sistema de ecuaciones { 3 by =2 tiene solucion unica.”
4

c) “Existen valores de n € IN que verifican que n®+1=0"

Estos tres enunciados son proposiciones, de los cuales, el primero es verdadero y los dos
restantes son falsos.

Cabe aclarar que no todos los enunciados son proposiciones, por ejemplo, los enunciados
exclamativos, interrogativos, desiderativos y los que contienen variables no cuantificadas, no
son proposiciones.



A continuacion se presentan algunos ejemplos de estos tipos de enunciado:

“éVendran esta noche?” Enunciado interrogativo

“iQué hermoso dia!” Enunciado exclamativo
“Ojala vuelva mafiana.” Enunciado desiderativo
“x>0yx<2” Enunciado que contiene variables no cuantificadas

Estos enunciados no son proposiciones, ya que para cada uno de ellos no es posible
determinar el valor de verdad. La dultima expresiéon puede ser verdadera o falsa
dependiendo del valor de x.

Podemos decir que las proposiciones son los conceptos bdsicos sobre los cuales se construye
la Logica proposicional. Las representaremos con letras minusculas tales comop, q, 1, s, t, etc.

Las proposiciones pueden clasificarse en simples o compuestas.

Las proposiciones simples son aquellas que no pueden descomponerse en otras
proposiciones. Como por ejemplo:

p: “2 es un numero par” (proposicién simple)
g: “3 esun numero impar” (proposicion simple)
En cambio:
r: “2 es un nimero pary 3 es un numero impar”  (proposicion compuesta)
no es una proposicién simple ya que estd compuesta por mds de una proposicién simple.

Desde el punto de vista légico, el contenido material de los enunciados resulta irrelevante,
sélo nos interesa su valor de verdad.

Ejemplo 1 - Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones.

p: “2n+1, con n entero, es un numero impar” Vv
“« _— 1 — ”

q: {xEIR/tgx—Ctg(x)}—IR F

r: “x = 2 es solucién de la ecuaciéon x* =2 x = 0” \

s:“{x € IR / sen’x + cos’x = 1} = IR" v

u: “El conjunto imagen de la funcién secante es [-1;1]" F

v: “La ecuacidn x% + 1 = 0 no tiene solucién” F



Tablas de verdad

La tabla de verdad de una proposicion compuesta, nos muestra todos los valores de verdad
gue puede tomar dicha proposicién para cada una de las distintas combinaciones de valores
de verdad de las proposiciones simples que la componen.

El tamafio de la tabla varia de acuerdo a la cantidad de proposiciones simples que la
componen. Teniendo en cuenta que para cada proposicion tenemos dos posibles valores de
verdad, V o F, la cantidad de valores de verdad que se le puede asignar a una proposicién
compuesta, se puede obtener mediante la siguiente féormula:

cantidad de asignaciones de valores de verdad : 2"

Siendo n la cantidad de proposiciones simples que componen la proposicién compuesta,
cuya tabla de verdad se quiere construir.

Operaciones Légicas. Conectivos l6gicos

Las proposiciones simples se pueden combinar entre si, mediante el uso de conectivos
légicos, dando asi lugar a proposiciones compuestas.

El valor de verdad de una proposicion compuesta estd completamente determinado por los
valores de verdad de las proposiciones simples que la componen conjuntamente con la
forma en que estén conectadas estas proposiciones.

A estas formas de conectar proposiciones, se las denomina operaciones légicas, aqui
estudiaremos:

® la negacion

® |a conjuncién

@ la disyuncion incluyente

@ |a disyuncidn excluyente o diferencia simétrica
e |a implicacién

@ la doble implicacién.

De todas estas operaciones ldgicas, solo la NEGACION es una operacién unitaria, es decir
requiere de una sola proposicidn para ser aplicada, mientras que las restantes son
operaciones binarias, necesitan de dos proposiciones para su aplicacién.



Negacion

La negacidn de una proposicidn p, le cambia a la misma su valor de verdad. Se simboliza ~p
o —pyselee “nop”

Su tabla de verdad es la siguiente:

p | ~p
Vv F
F \
Ejemplo
Dada la proposicion p: “25 es divisible por 5” \Y
Su negacidén es ~ p: “25 no es divisible por 5” F

Conjuncién
La conjuncidn entre dos proposiciones p y q se simbolizap A g, yselee “pyq”

Esta nueva proposicién p A g es VERDADERA sélo cuando ambas proposiciones componentes
son VERDADERAS.

A continuacion se muestra la tabla de verdad.

P q PAq
Vv Vv Vv
Vv F F
F Vv F
F F F
Ejemplo:
Dadas las proposiciones:
p: “8 es numero par” \Y

g: “8 es divisible por4” V

La conjuncidn entre ambas proposiciones, simbolizada por p A g, puede expresarse:

p A g: “8 es numero par y 8 es divisible por 4”, cuyo valor de verdad es V, ya que tanto p
como g son V. Esta proposiciéon también puede expresarse como:

p A g: “8 es numero par y divisible por 4”



Disyuncion incluyente
La disyuncion entre dos proposiciones p y g se simbolizapv g, yselee “poq”.

Esta nueva proposicion p v g es FALSA sélo cuando ambas proposiciones componentes son
FALSAS o verdadera cuando al menos una de las proposiciones componentes es verdadera.

A continuacion se muestra la tabla de verdad.

< <o
ni<|m|<|R
i< < <<

Ejemplo
Dadas las proposiciones:

p: “5 es el inverso aditivo de - 5” \Y
g: “5 es el inverso multiplicativo de —1/5” F

La disyuncion entre ambas proposiciones, simbolizada por pvq, puede expresarse:
pvg : “5 es el inverso aditivo de — 5 0 5 es el inverso multiplicativo de — 1/5”, cuyo valor de
verdad es V, ya que al menos la proposicidon p es V.

Disyuncion excluyente o diferencia simétrica

La disyuncion excluyente entre dos proposiciones p y g se simboliza pvg, y se lee “opo g” o
bien “po g”

La nueva proposicion p v g, es FALSA cuando ambas proposiciones tienen el mismo valor de
verdad o VERDADERA cuando ambas proposiciones tienen diferente valor de verdad.

A continuacion se muestra su tabla de verdad.

T < |I<|T
ni<|ni< |
ni<|i<|n| K




Ejemplo
Dadas las proposiciones:
p:“2*=6" F
q:“23=8" Vv
La disyuncion exclusiva entre ambas proposiciones, simbolizada por pvg, puede expresarse:

pvg:“2*=6 o 2%=28", cuyo valor de verdad es V, ya que las proposiciones p y q tienen
distinto valor de verdad.

Implicacién o condicional

", u

La implicacion entre dos proposiciones p y g, se simboliza p =q y se lee “Si p entonces q”; “p

" i ", u

implica g”;“q, si p”; “p sélo si q”, etc.

Esta nueva proposicién p=q es FALSA, sélo cuando el antecedente es VERDADERO vy el
consecuente es FALSO.

Su tabla de verdad es:

p q P=aq
Y Y v
v F F
F v v
F F v

Ejemplo
Dadas las proposiciones:

p: “8 es multiplo de 4”
q: “8 es divisible por 2”

La implicacion entre ambas proposiciones, simbolizada por p=q, puede expresarse:

p=>q : “Si 8 es multiplo de 4, entonces es divisible por 2”, cuyo valor de verdad es V, ya que
las proposiciones p y g son ambas V. Esta proposiciéon también puede expresarse como:
p=>q : “Que 8 sea multiplo de 4 implica que 8 es divisible por 2”.

Doble implicacion o bicondicional

La doble implicacién entre dos proposiciones p y g, se simboliza p&q y se lee “p siy solo si

n u n, u

q”, “p es condicidn necesaria y suficiente para g”; “p es equivalente a g”, etc.

La nueva proposicidon p<>q, es VERDADERA cuando ambas proposiciones tienen el mismo
valor de verdad. Su tabla de verdad es:



p q Peq
v v v
v F F
F v F
F F v

Ejemplo
Dadas las proposiciones:

p: “El tridngulo abc es rectangulo”
g: “El triangulo abc tiene un angulo recto”

La dobleimplicacidn entre ambas proposiciones, simbolizada por p<q, puede expresarse:
p<>q : “El tridngulo abc es rectangulo si y sélo si tiene un angulo recto”, cuyo valor de verdad
es V, ya que ambas proposiciones p y g tienen el mismo valor de verdad.

En sintesis:
OPERACION CONECTIVO ) LENGUAIJE
) . PROPOSICION
LOGICA (simbolo) COLOQUIAL
NEGACION ~ ~p, =P no p
CONJUNCION A pAG pyq
DISYUNCION o
INCLUYENTE v pva poq
DISYUNCION opogqg
EXCLUYENTE Y p~q pog
si p entonces q
IMPLICACION = p=q pimplica g
qsip
p sélosiq
DOBLE - p es equivalente a g
IMPLICACION < P4 b siy s6lo sig
Ejemplo

Construya la tabla de valores de verdad de las siguientes proposiciones:

a) [(pva) r~qle (pA~q) b)[pArq) v~qle (pv~q)



a) (kv r~qle (pa~q)
Solucién

Como en la proposiciéon dada aparecen dos proposiciones simples: p y g, la cantidad de
posibles valores de verdad que se les puede atribuira p y ages2?2=4

p | a | ~q|pvg| (vgla~q | pr~q | [(DVv@r~qle (PA~q)
VvV | Vv F Vv F F v
v | F | v Vv Vv Vv v
F | v F Vv F F v
Fl F | v F F F v

b)[pArg) v~qle (pv~q)
Solucién

Como en la proposiciéon dada aparecen dos proposiciones simples: p y g, la cantidad de
posibles valores de verdad que se les puede atribuira p y ages2?=4

p | a | ~q | prqg| Prq)v~q |pv~q| [PA@V~q]le(PVv~q)
V V F \Y V \Y \'/
V F V F V \Y \'/
F |V F F F F vV
F | F |V F v Y v

Jerarquia de los conectivos

Las proposiciones compuestas pueden a su vez volver a combinarse entre si formando
nuevas proposiciones.

Para evitar el excesivo uso de paréntesis, se puede establecer entre los conectivos légicos
definidos, una jerarquia, de manera similar a la establecida entre operaciones matematicas.

Esta convencién indica que la doble implicacion es mas fuerte que la implicacion, ésta a su
vez es mas fuerte que la conjuncion y que la disyuncidn y éstas a su vez lo son respecto de la
negacion.



El siguiente cuadro nos muestra los conectivos ordenados de mayor a menor jerarquia.

CONECTIVO SiMBOLO
Doble implicacion 2=
Implicacidn =
Conjunciény
. . A3V;V
disyuncion =
Negacién ~

Teniendo en cuenta esta jerarquia, la proposicién pvq < pAr esequivalentea (pvq)
< (p A1), la misma podra escribirse de cualquiera de las dos formas.

Es importante destacar que si se desea construir la tabla de verdad de una proposicién, se
deben resolver las operaciones légicas de menor a mayor jerarquia, es decir primero la
negacion, luego las conjunciones y disyunciones, después las implicaciones y por ultimo la
doble implicacién.

En las expresiones que incluyen algunos o todos los operadores: ~; Ay Vv, en la ausencia de
paréntesis, primero se evalla la negacién (~), después la conjuncidn A y por ultimo, la
disyuncidn v. Esta convencién se conoce como PRECEDENCIA DEL OPERADOR.

Segun esta convenciodn, la proposicion ~p A q Vv r debe interpretarse como (~pAq)v r,
al igual que la proposicién ~pv gA r debe interpretarsecomo ~pv(qA r).

Proposiciones l6gicamente equivalentes

Dos proposiciones son légicamente equivalentes cuando toman los
mismos valores de verdad para todos los valores de verdad posibles
de las proposiciones simples que la componen.

Tautologia

Una TAUTOLOGIA es una proposicién que es siempre verdadera, independientemente de los
valores de verdad que se le asigne a cada una de las proposiciones simples que la componen.

Las tautologias se indican con t.



Ejemplos

a)pv~p

Construimos la tabla de valores de verdad de dicha proposicion. Como en la proposicion
dada aparece una sola proposicion simple (p), la cantidad de valores de verdad que se le

puede atribuir a p son dos (2* = 2).

p ~0 | pV~p
Vv F Vv
F Y, Vv

De la tabla se puede ver que la proposicion p v ~p es siempre verdadera, cualesquiera
sean los valores de verdad de p, por lo tanto p v ~p es una tautologia.

b)pv(gap)ep

Como en la proposiciéon dada aparecen dos proposiciones simples: p y g, la cantidad de
posibles valores de verdad que se les puede atribuira p y a ges2?=4.

p | a| grp | pvigap) | pv(gap)S P
v I|v] v Y Vv
V| F| F v v
Fl Vv] F F Vv
F | F F F Vv

La tabla nos muestra que la proposicion pv(gqAp )< p es siempre verdadera, por lo tanto

dicha proposicién es una tautologia.

c) (p=9q) A (q=71) < (p=71)

Como en la proposicidon dada aparecen tres proposiciones simples: p, g y r, la cantidad de

posibles valores de verdad que se les puede atribuirap, gyres23=8

p | q r lp=q | g=>r | @=g9)rlg=rn | p=>r | p=>PAr@=>1r)=>pP=>T1)
\Y \ \Y V \Y \Y \Y \V}
vV |V F % F F F \Y;
\Y F \Y F \Y F \Y \Y
V| F | F F Vv F F \Y;
F Vv \Y Y Vv \ Y \V}
F |V | F Vv F F Vv \Y;
F F \Y Y Vv \ Y \V}
F F F V \Y \Y \Y \Y

Se concluye que la proposicion (p = q) A (q = 1) = (p =) es una tautologia.
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Contradiccion

Una CONTRADICCION es una proposicién que es siempre falsa, independientemente de los
valores de verdad que se le asignen a cada una de las proposiciones simples que la
componen.

Las contradicciones se indican con c.
Ejemplo
a)pA~p

Construimos la tabla de verdad:

P | ~p | prp
F F
F F

Esta tabla nos muestra que la proposicidon p A~ p es siempre F, por lo que dicha proposicion
es una contradiccion.

Contingencia

Si una proposicion compuesta no es ni tautologia ni contradiccidon recibe el nombre de
CONTINGENCIA.

Ejemplo

a) [evaarle[pvigar)]

Construimos la tabla de verdad

(pvanr | garpvigan | [(pv@arie[pvigar)]

\
=

TN I < I<K<IK< |1 K<< <
Q

T T < I <K< 1< <] T
TN |I<|IM M<K | <|Q
NN < N <|M|<
M <N < <
MM <|mmmm<| >
T < I < < 1<

I I K<< [N <

Esta tabla nos muestra que para algunos valores de verdad de las proposiciones simples que
la componen, la proposicion dada es V y para otros valores de verdad de p, gy r, esF. Por lo
gue al no ser ni una tautologia ni una contradiccidn, recibe el nombre de contingencia.

11



Leyes ldgicas

LEY Simbolos
Involucidn ~(~p)erp
Idempotencia de la conjuncién PADES D
Idempotencia de la disyuncidn pvpeDp
Conmutativa de la conjuncion PAQES qAD
Conmutativa de la disyuncién pvqgs qvp

Asociativa de la conjuncidn

PA@AT)S(DAQAT

Asociativa de la disyuncion

pv(@@vr)ye(pvovr

Distributiva de la conjuncién
respecto de la disyuncién

pA(@vTr)S(pA@V(PAT)

Distributiva de la disyuncion
respecto de la conjuncion

pv@ar)e(pvn(pvr)

Elemento neutro para la

. Ny At
conjuncién P p
Elemento neutro
. . pves p
para la disyuncion
Elemento absorbente para la
S PACSC
conjuncion
Elemento absorbente para la
. L s pvtot
disyuncién

De Morgan para la conjuncién

~(prq)e~pv~q

De Morgan para la disyuncion

~pve~par~q

Transitividad de la implicacién

(= Ar(g=1)]=(p=T1)

Transitividad de |la doble
implicacion

(peopr(gen)]=(per)

Negacidn de la doble implicaciéon

pvae~(peq)

Equivalencia implicacién

pP=q=~pvq

Negacidn de la implicacion

~(p=pe pA~q

Equivalencia doble implicacion

p=qe[(p=pr(g=Dp)]
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pA(pvg)ep
pviprg)ep

Consistencia

PA~D &C

pv~p St

Simplificacién de proposiciones

Las leyes légicas permiten simplificar proposiciones compuestas en proposiciones mas
simples.

Ejemplo
Simplifique las siguientes proposiciones:

a) (pAgQ)v~p
b) (pAr~@)Vv[ qg=~{PArq)]

Solucidn
a) (pArq)v~p por prop. distributiva de la disyuncidon respecto de la conjuncion
(pv~p)A(qv~p) por pv~pt
tAn (@qv~p) por prop. elemento neutro para la conjuncién
qv-~p

Concluimos que [(pAq@)v~ple (g v~p)

b) (pAr~q)v[ q=~{(p A q)] expresando la implicacién como disyuncién
A~V [~qv~(pArq)] por De Morgan
(» A~q)v [~q v(~pv~q)] por propiedad asociativa de la disyuncién

[(pA~q)v~q] v(~pVv~q) porleyde consistencia

~qVv(~pv~q) por prop. asociativa y conmutativa de la disyuncién
(~qv~q)v~p por idempotencia de la disyuncién
~qv~p

Concluimos que {(pA~@)V[ g=>~P A} & (~qv~p)

13



La implicacion

En toda implicacidon de la forma p = q, la proposicidon p recibe el nombre de hipdtesis o
ANTECEDENTE de la implicaciéon y la proposicién g recibe el nombre de conclusién o
CONSECUENTE de la implicacidn.

P=4d
Yo o’
ANTECEDENTE CONSECUENTE

Condicién necesaria, condicién suficiente y condicion necesaria y suficiente.

En este curso trabajaremos exclusivamente con implicaciones verdaderas. Teniendo en
cuenta esto, dada una implicacién verdadera, el antecedente p es condicidn suficiente para
el consecuente g, mientras que el consecuente g es condicién necesaria para el antecedente

p.

—
p es condicién / p q \ q es condicién

SUFICIENTE paraq NECESARIA para p

Una condicidn necesaria es una condicion que se necesita para lograr un resultado o
conclusién en particular, es decir, si no se cumple la condicién no se puede lograr la
conclusién, pero que la condicidon se cumpla no garantiza que dicho resultado se logre, este
puede lograrse o no.

Ejemplo

p: “8 es multiplo de 4”
q: “8 es numero par”

p =>q: “Si 8 es multiplo de 4, entonces 8 es un niumero par.” V
Dada la implicacion verdadera, podemos afirmar que:

p es condicidn suficiente para g, esto quiere decir que saber que un nimero es multiplo de
4 es suficiente para afirmar que dicho nimero es par.

g es condicidn necesaria para p, es decir que para que un numero sea multiplo de 4 es
necesario que dicho nimero sea par. En otras palabras, si un nimero no es par no puede ser
multiplo de 4.

14



Cabe aclarar que el hecho de que g sea condicién necesaria no implica que sea suficiente
para p, pues un numero puede ser par como por ejemplo el nUmero 6, pero no ser multiplo
de 4.

Implicaciones asociadas

Dada una implicaciéon p=q, a dicha implicacién es posible asociarle otras implicaciones:

Implicacion reciproca: aquella que se obtiene a partir de la implicacion dada intercambiando
antecedente y consecuente. Es decirg = p

Implicacion contraria: aquella que se obtiene a partir de la implicacién dada negando
antecedente y consecuente. Es decir ~p = ~q

Implicacion contrarreciproca: aquella que se obtiene a partir de la implicacion dada
negando e intercambiando antecedente y consecuente. Es decir ~g =~p.

p : q reciproca
S q=p
’)(,.0,
7 2
e( O('
/»Oro (;\Q‘
9 (3\‘
contraria o™ contraria
recipr
~ p : ~ q eqproca

~q=>~p

Toda implicacion con su implicacidon contrarreciproca siempre tienen el mismo valor de
verdad. Es decir se trata de implicaciones equivalentes. Simbdlicamente
r=q9<=(~q=>~p)

Aplicacién: circuitos l6gicos digitales

En 1930 Claude Shannon un estudiante del Instituto Tecnolégico de Massachusetts, observd
la analogia entre el funcionamiento de ciertos dispositivos y los conectivos légicos.

El siguiente dibujo muestra las dos posiciones de un interruptor.

e ———

Interruptor abierto

Interruptor cerrado
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Cuando el interruptor se cierra, la corriente puede fluir por el circuito, mientras que cuando
el interruptor esta abierto, la corriente no fluye.

Grafico de circuitos

j/'_/'_® h::ﬂ

_Tr

circuito en serie circuito en paralelo

En el primer circuito, la corriente fluye y por lo tanto la lampara se enciende si y sélo si,
ambos interruptores estdn cerrados. En este caso se dice que los interruptores estan en
serie.

En el segundo circuito, la corriente fluye y por lo tanto se enciende la [dmpara si y sélo si, al
menos uno de los interruptores estd cerrado. En este caso se dice que los interruptores
estan en paralelo.

Si consideramos la siguiente asignacion

Interruptores Ldmparas
Circuito cerrado o circulacion de corriente: 1 Encendida: 1
Circuito abierto o no circula corriente: 0 Apagada: 0

De esta manera, para un circuito en SERIE, se puede construir la siguiente tabla de entradas
y salidas.

Interruptores ESTADO

H/OAJ — ”
4 @ !1) (11 Lamfam La lampara se enciende
-1 1 0 0 solo si, ambos interruptores
S 0 1 0 estan cerrados
circuito en serie 0 0 0
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Para un circuito en PARALELO, la tabla de entradas y salidas sera la siguiente.

r—‘"‘ ﬁ»—
[ b " |
T &

circuito en paralelo

Si ahora consideramos:

Interruptores ESTADO
p q Ldmpara
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

1 equivalente a V
0 equivalente a F
circuitos
p Circula

< = corriente

No circula
~Pp—— coITiente

La lampara se enciende
cuando al menos uno de los
interruptores esta cerrado.

Podemos observar que la tabla de entradas y salidas de un circuito con interruptores en

serie, se corresponde con la tabla de verdad de una proposicién de la forma pAag
(conjuncion), de la misma manera que la tabla de entradas y salidas de un circuito con

interruptores en paralelo, se corresponde con la tabla de verdad de una proposicién de la

forma pvg (disyuncion).

P Circuito en serie PAQ
Circula
\Y) O > O P - Vv .
corriente
No
\Y; R / _, F circula
' "y L J .
corriente
No
F / : v F circula
v » w ld .
corriente
No
F / / F circula
' B . v .
corriente
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p q Circuitos pvqg
ircul
Vv Vv n E Vv C|r_cu a
corriente
ircul
Vv F _ - Vv C|r_cu a
/ corriente
o
ircul
F Vv . - Vv C|r_cu a
corriente
/ ’ No
F F | . F circula
/ corriente

NOTA: Por simplicidad en la construccidn de los graficos de los circuitos, en algunos casos,
en lugar de distinguir los interruptores como abierto o cerrado mediante los graficos

— — S

Interruptor abierto

Interruptor cerrado

es aceptable la representacién en la cual a los interruptores cerrados por los que circula
corriente se los indica con una proposicién sin negar ( p ) y a los interruptores abiertos, por
los que no circula corriente se los indica con una proposicion negada (~ p).

De esta manera, los circuitos siguientes son equivalentes.

A ~p

Circuito légico que representa un condicional

Para representar un condicional por medio de un circuito légico, nos basamos en la siguiente
ley ldgica:

rP=>q9) < (pVvy

18



Segun esta ley, la implicacién p = g es equivalente a la disyuncién, ~ p v q, por lo tanto, el
circuito que representa a p = q es el siguiente:

~p

Circuito l6gico que representa un bicondicional
Para representar un bicondicional por medio de un circuito légico, nos basamos en las
siguientes leyes ldgicas:

p<qe[(p=r(q=p)]

p < qe[(~pvnr(~qvp)]

De esta manera, un bicondicional es equivalente a la conjuncidon de dos disyunciones. El
circuito que representaa p < q, es:

~p p

Circuito logico de la disyuncion excluyente

Por ultimo para representar una disyuncion excluyente por medio de un circuito ldgico,
debemos tener en cuenta lo siguiente:

pvge-~(pea)
pva <-~[(p=0a)a@=p)]
pY qe~[(~pvaenl~qvp)]
PV g [~(~pvav~(~qvp)]

PV qe[(pAa~qv(qgar~p)]
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Esta ley nos dice que toda diferencia simétrica es equivalente a la conjuncién de dos
disyunciones. El circuito que representa a p v g es:

b ~q

—1q ~D

En particular, los ingenieros electrénicos utilizan el lenguaje l6gico para simplificar circuitos
complicados.

Ejemplo

Dados los siguientes circuitos:
1) r I1) ~q
S [ -
q
P
— {1
_

~q

a) Escriba la proposicion equivalente al circuito dado.
b) Simplifique dicha proposicion mediante el uso de las leyes légicas.
c) Construya el circuito légico mas simple equivalente al dado.

Solucién

RS

a) La proposicién equivalente al circuito I) es: [p A(r v~ @) v (@ A~T)

b) Simplificando la proposicién

[ p /\( Vv~ q)] \Y (q A~ T) por Ley de De Morgan y ley conmutativa de la disyuncién
[pA(rv~@)]v~( v~q) porley [(pAq)v~qlep v ~q (ejemplo 2)
pv~(rv~q) por Ley de De Morgan

pv(rAQq)
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c) El circuito 1) es equivalente a:

1) ~q
—p |
ED
~q
Solucion

a) La proposicion equivalente al circuito ll) es {~pA[~gVv (~pAQ)]} vV [(pVv~qg)A~p]

b) Simplificando la proposicién:
{~oAnl~gVv(~oArq)l} v I(pv~g)A~p] por prop. distributiva de la v respecto de la A
{~onl(~qv~p)A(~qVvq)l}vI(pVv~q)A~p] porpv~pet
{~oAnl(~gv~p)Atl} vIipv~qg)A~p] por Elem. Neutro de la A
{~oAl(~qv~p)]} vI(pv~q)A~p] por prop. conmutativa de la A
[~oA(~gVv~p)lVI~pA(pVv~q)] por prop. distrib. de la A respecto de la v (factor comun)
~oA[(~gv~p)Vv(pVv~q)] por prop. conmutativa y asociativa de la v
~oAl(~gv~q)Vv(pVv~p)l por idempotencia de porlav ypor pv~p<t
~oA(~gvt) por elemento absorbente de la v

~p At por prop. elemento neutro de la A

~p

c) El circuito Il) es equivalente a:

A

—
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Funcién proposicional

En matematica se suelen emplear expresiones tales como “x* - 1 > 0”. Este enunciado no es
una proposicién, ya que si no conocemos el valor de x, no podemos atribuirle un valor de
verdad. Es decir su valor de verdad depende del valor de |a variable x. Por ejemplo, six =2 la
expresion es verdadera, pero si x = 1, la expresion es falsa.

A estas expresiones en las cuales el valor de verdad depende del valor que se le asigne a la
variable x, se las llama funciones proposicionales. Se designan con letras mayusculas, de la
siguiente forma P(x); Q(x); ....., etc.

Podemos escribir entonces: P(x): “x?-1>0".

Definicion:

Se llama FUNCION PROPOSICIONAL a todo enunciado que contiene un
numero finito de variables.

Toda funcion proposicional se convierte en una proposicidon cuando se le atribuyen a cada
una de las variables un valor especifico.

Al conjunto de valores que pueden tomar la o las variables se lo llama dominio de la funcién
proposicional.

Asi por ejemplo son funciones proposicionales:
P(x,y): “x+y>0" Dominio: IR?

Q(x): “x es un numero par” Dominio: Z

Donde P(2;3): “2 + 3 > 0” resulta ser una proposicién verdadera. Y P(- 5;2): “-5+ 2 > 0” es una
proposicion falsa.

De igual manera, Q(12): “12 es un numero par” es una proposicién verdadera y Q(7): “7 es
un numero par” resulta ser una proposicion falsa.

Otra forma de lograr que una funcién proposicional se convierta en una proposicidon, es
cuantificandola.
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Cuantificadores

Hay dos tipos de cuantificadores:

CUANTIFICADOR | Simbolo Se lee: Su esquema es:
“existe”;
EXISTENCIAL 3 “para algun”’; 3x/P(x)
para al menos
uno”

“para todo”;

UNIVERSAL \v » o,
para cualquier

Vx: P(x)

En toda funcion proposicional P(x) la variable x recibe el nombre de variable libre. Si
cuantificamos una funcidon proposicional, decimos que la variable estd acotada por el
cuantificador, es decir, la variable deja de ser libre.

Toda afirmacidn sin variables libres es una proposicion. Es decir toda funcion proposicional
cuantificada es una proposicion.

Negacion de una funcion proposicional cuantificada

Para negar que una proposicién es verdadera para todo elemento x de un conjunto X, es
suficiente encontrar un valor de x del conjunto X para el cual, la proposicién no se verifica.

~[Vx: P(x)]=[3x /~P(x)]

Para negar que una proposicién es verdadera para algunos valores x de X, debemos
demostrar que la proposicidn es falsa para todo valor x de X.

~[Fx/P(x)][vx s ~P(x)]

Ejemplo
Niegue la siguiente proposicion: (Vxe IR)(3y e€IR)/x+y =0
Solucidn

a) (vxelR)(3yelR)/x+y=0

La negacidon de (Vxe IR)(3y €IR)/x+y =0 sera:
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~[(vxelIR)(Fy €IR)/ x+y =0] < (IxelIR)/~[(Fy €IR)/ x+y = 0]
~[(vxelIR)(Fy €IR)/ x+y =0l <= (IxclR)(Vy €IR): ~[x+y = 0]
~[(vxelIR)(Fy €IR)/ x+y =0] < (FxelR)(Vy €lIR): [x+y # 0]

La negaciones: (7xelR)(Vy €IR): [x+y # 0]

Métodos de demostracion

La Légica es la herramienta que nos permite analizar las demostraciones.
Conceptos previos

Axioma: es una proposicion evidente en si misma y que por lo tanto, no necesita
demostracién. Por ejemplo: “Por dos puntos pasa una Unica linea recta”.

Postulado: es una proposicion que se admite sin demostracion, aunque sin la evidencia del
axioma. Por ejemplo: “Por un punto exterior a una recta sélo se puede dibujar una sola
paralela a la recta”.

Teorema: es una proposicidén que para ser evidente necesita demostracién. Por ejemplo:

“La suma de los angulos interiores de un tridngulo es igual a dos angulos rectos”.

Lema: es un teorema preliminar que sirve de base para demostrar otras proposiciones.

Corolario o consecuencia: es un teorema cuya verdad se deduce simplemente de otro ya
demostrado.

En Matematica, es comun, que se pida probar la veracidad o falsedad de un enunciado.

Si un enunciado es falso, la falsedad del mismo se muestra mediante un contraejemplo. Es
decir con un ejemplo que muestre que dicho enunciado no se cumple. Por ejemplo:

El enunciado (V ac IR) (V be IR): (a + b)? =a? + b? es FALSO
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Mostramos su falsedad mediante el siguiente contraejemplo.

Seaa=2yb=3

(a+b)?=(2+3)2=52=25 Esto muestra que (a + b)? # a® + b?,
es decir, que el enunciado es FALSO

a’+b? =22+32=4+9=13

Si un enunciado es verdadero, la forma de probar la veracidad del mismo es sélo por medio
de una demostracion.

Una demostracion es una sucesiéon de afirmaciones que permiten argumentar la validez de un
enunciado matematico. Alguna de estas afirmaciones pueden ser axiomas, definiciones o
resultados establecidos previamente.

* Si dicho enunciado tiene forma de condicional, entonces el antecedente es la hipdtesis
(verdades de las que partimos) y el consecuente es la tesis (conclusién a la que debemos
llegar partiendo de la hipdtesis).

P =4

HIPOTESIS TESIS
(Premisa) (Conclusidn)
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VERDADERA

DEMOSTRACION CONTRAEJEMPLO

METODO METODO
DIRECTO INDIRECTO

Por contradiccion o Por contrarreciproco

reduccion al absurdo

Existen varios métodos de demostracion:
. Demostracion directa
. Demostracion indirecta por contrarreciproco

. Demostracion indirecta por reduccion al absurdo

1) Demostracion directa:

La demostracién directa de un enunciado condicional, de la forma p=q, comienza
suponiendo que p es verdadera y concluyendo que g es verdadera.

Ejemplo: Demuestre que:

“Si ay b son numeros pares, entonces a + b es también un nimero par”
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Demostracion por el método directo

”

“Siayb son numeros pares, entonces a + b es también un nimero par

H) a es nimero par T) a + b es numero par
b es niumero par

D) Por definicion de nimero par:
“Un namero entero a es par si existe un entero n, tal que a=2n"
Por hipotesis sabemos que :

a es par, por lo tanto: a=2n, nel vy
b es par, por lo tanto: b=2m , meZ

Teniendo en cuenta esto:
a+b=2n+2m
a+b=2(n+m) donde n+m=k € Z yaque lasuma de nimeros
enteros es otro entero.
a+b=2k keZ

Por lo tanto:
a+b esunnumero par

Con esto queda demostrada la implicacion por el método directo.

2) Demostracion indirecta

Este tipo de demostracidn se aplica cuando la demostracién directa se complica.
La demostracién indirecta puede ser:

- por contrarreciproco

- por contradiccion o por reduccion al absurdo.

2.1) Demostracion por contrarreciproco

Este tipo de demostracion se basa en la siguienteley (p = q)<=(~q =~p)

La cual nos dice que toda implicacion p = g, es equivalente a su implicacion
contrarreciproca ~q = ~p.

Por lo tanto, la demostracién indirecta, por contrarreciproco del enunciado p =q consiste
en partir de la negacién de g y junto con otros axiomas, definiciones y/o teoremas
demostrados anteriormente, concluir que p también es falso.
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Ejemplo

Demuestre que: “Si a* es par entonces a es un nimero par”

Demostracion por método indirecto: contrarreciproco

“Si a® es par entonces a es un nimero par”
Teniendo en cuenta la siguiente ley:
(p = p=(~qg=>~p)
Sabemos que toda implicacion es equivalente a su implicacidn contrarreciproca.
Por lo tanto, la implicacién anterior es equivalente a:
“Sia no es par entonces a*noespar’” o “Sia esimparentonces a* esimpar”
Este método consiste en demostrar esta ultima implicacién.
H) a es impar T) a% esimpar
D) Por definicidn de nimero impar:
“Un nimero entero a es impar si existe un enteron, talquea=2n+1"
Por hipdtesis sabemos que:
a esimpar, porlotanto: a=2n+1, nelZ

calculamos ahora a?:
a’=(2n+1)?
a’=4n*+4n+1

aZ

=2(2n*+2n)+1 teniendoencuentaque2n®+2n=k € Z
a’=2k+1 conkeZ
Concluimos entonces que:

a’® es impar

De esta manera queda demostrada la implicacion contrarreciproca, pero como esta es
equivalente a la implicacidn directa, queda demostrada también ésta ultima por método
indirecto (contrarreciproco).

2.2) Demostracion por contradiccion o por reduccion al absurdo
La demostracién por contradiccién se basa en la ley
~p=q< pr~q

La cual nos dice que la negacidon de una implicacidon es equivalente a la conjuncién de su
antecedente con la negacidn de su consecuente.

De esta manera, la demostracién por contradiccidn consiste en partir de la suposicion de
gue la implicacidon dada es falsa, es decir, partir de la veracidad del antecedente y la falsedad
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del consecuente, y luego mediante axiomas, definiciones y/o teoremas demostrados
anteriormente, llegar a una contradiccién. Esto implicard que la suposicidon de la que se
partio es falsa por lo que se concluye que la implicacién inicial es verdadera.

Ejemplo
Demuestre que: “Si a? es par entonces a es un nimero par”

Demostracion por método indirecto: Reduccion al absurdo o contradiccion
“Si a* es par entonces a es un numero par”

Para demostrar por contradiccidn, suponemos que la implicacién dada es falsa.
Es decir, suponemos que a*es par y que a esimpar.
Porser aesimpar,secumple: a=2n+1, nel

calculamos ahora a?:
a’=(2n+1)?
a’=4n*+4n+1

aZ

=2(2n*+2n)+1 teniendoencuentaque2n®+2n=k € Z
a’=2k+1 conkeZz
Concluimos entonces que:
a’ es impar
Pero esto contradice nuestro supuesto, lo cual implica que el supuesto es falso. Es decir la
implicacion inicial es verdadera.

“Si a? es par entonces a es un nimero par” es VERDADERA

** Si un teorema tiene la forma de bicondicional p < ¢, teniendo en cuenta la siguiente ley:
pr<=qe[(p=)r(g=p)]

podemos ver que la demostracidn consta de dos partes:

- en una de ellas, se demuestra p = q, es decir partiendo de la veracidad de p llegar a

probar la veracidad de g, vy

- en la otra, se demuestra g = p, es decir, partiendo de la veracidad de g llegar a probar la
veracidad de p.
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Ejemplo

Demuestre que: “ Sea n un nimero entero, n esimparsiysolosi n—1 es par”

“’Sea n un numero entero, nesimparsiysolosi n—1 es par”

= ) implicaciéon a derecha
H) n es impar T)n-1 es par

D) Por definicién de nimero impar:
“Un namero entero n es impar si existe un entero k, tal que n =2k +1”
Por hipdtesis sabemos que:

n es impar, por lo tanto: n=2k+1 , keZ

n-1=2k ,keZ
Por lo tanto:
n-1 esun numero par

& ) implicacion a izquierda
H)n-1 es par T)nes i mpar

D) Por definicion de nimero par:
“Un namero entero a par si existe un entero k, tal que a = 2k”
Por hipdtesis sabemos que:

n - 1 es par, por lo tanto: n-1=2k ,keZ

n=2k+1,keZ
Por lo tanto:
n es un numero impar

*** Para demostrar un teorema de la forma: “Vx € X: P(x)” es necesario tomar un elemento
arbitrario de X y probar que P(x) es verdadera. No basta con probar que P(x) se cumple para
un valor en particular de X.

Si X es el conjunto de los numeros naturales, es decir, el teorema tiene la forma “Vn < IN:
P(n)” entonces podemos demostrarlo usando el método de inducciéon matematica.
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Principio de induccién matematica

Suponga que P(n) es una Funcién Proposicional cuyo dominio de discurso es el
conjunto de los enteros positivos. Si se cumple que:

a) P(1) verdadero
b) Vn, n>1:[ P(n) verdadero, entonces P(n+1) es verdadero].

Entonces P(n) es verdadero para todo entero positivo n.

Ejemplo
Demuestre que: “ (Vne Z*):n+ 2n es miiltiplo de 3”

“(Vne Z'):n3+ 2n es miltiplo de 3”
P(n) : n3+ 2n es multiplo de 3
a) P(1):13+2.1=3 es multiplode 3
b) (Vn>1): {n3+ 2n es miiltiplo de 3, entonces (n+1)3+2(n+1) es multiplo de 3}

H) n3+ 2n es multiplo de 3 T) (n+1)3*+ 2(n+1) es multiplo de 3

D)
(n+1)3+2(n+1)= n®*+3n?+3n+1+2n+2

(n+1)3+2(n+1)=(n®*+2n)+3 (n2+n+1)
Por hipdtesis sabemos que: n®+2n es multiplo de 3
ademas3 (n?+n + 1) también es mdultiplo de 3.
Por otra parte la suma de dos multiplos de 3 es otro multiplo de 3.

Por lo tanto:
(n+1)3 + 2(n+1) multiplo de 3

Se cumple a) y b) con lo que por el principio de induccién queda demostrado:

“(Vne Z' ):n3*+ 2n es multiplo de 3”
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Ejercicios resueltos de l6gica

1) Construya la tabla de verdad de las siguientes proposiciones compuestas y determine si
son tautologias, contingencias o contradicciones.

a p=>~qVr

b) [((p=a) APl =q

o [gr@=~p)=>~PAr@]=q

d pere~[E=>r)A=>p)]

e qV(pA~q) S qVp

Solucion

a)(p=>~q)Vr
Como en la proposicién dada intervienen 3 proposiciones simples, la tabla de verdad debera
contener 2> = 8 filas.

Tabla de verdad

plalr|~q (p=>~q)|(P=>~qQVr
VIVIV|F |F v
V|VIF|F |F F
VIF|V|V |V v
VIF[F|V |V Y
FIV|V|F |V Vv
FIVIF|F |V v
FIF|V|V |V v
FIF|F|Vv |V Vv

De la ultima columna de la tabla se puede observar que la proposicion compuesta toma

valores verdaderos o falsos por lo tanto dicha proposicion es una CONTINGENCIA.
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b)[((p=>q Ap]l=>q

Como en la proposicién dada intervienen 2 proposiciones simples, la tabla de verdad deberd

contener 2% =4 filas

Tabla de verdad

Plgqip=q|(P>qAD

(=@ ApP]=>q

Viv]|v v v
VIF|F F v
Flv|v F v
FIF|v F v

La proposicion dada toma valores verdaderos para cualquier combinacion de valores de

verdad de sus proposiciones componentes. La proposicién compuesta es una TAUTOLOGIA.

Por lo tanto se puede escribir la equivalencia de forma simbdlica como:

Oolgrn@q=~p)=>~@r@]<eq

Como en la proposicién dada intervienen 2 proposiciones simples, la tabla de verdad deberd

contener 2° = 4 filas.

{{p=Apl=>q} &t

TABLA DE VERDAD

~p|a=>~p

qA(q=>~Dp)

~Aq | [ar(@=>~p]=>~@Arq)

[ar@=>~p)=>~@PAr@]eq

< I<| S

< T <| Q
<| <| | ™M
<|I<|<| ™M

M <L| M| M

I <|<| ™
| <1 <1<

Vv
3
Vv
F

La proposicion compuesta resulta ser una CONTINGENCIA.

dper)e~[P=>r)AFT>p)]

Como en la proposicion dada intervienen 3 proposiciones simples, la tabla de verdad debera

contener 2° = 8 filas.

34




Tabla de verdad

plg|r |per| par | r=2p | @=2MAFT=>p) | ~[@=21AT=p)] |pene~[@=>1A0F=>p)]
VIV |V |V \ \" \" F F
VIV I[F[F F v F v F
VIF |V |V \ \" \" F F
VIF[F[F F v F v F
Flv]v]F v F F v F
F |V |F |V \Y \" \" F F
FIF v [F v F F v F
FIF|F |V v v v F F

La proposicion dada resulta falsa para toda combinacion de valores de verdad de sus
proposiciones simples componentes. Por lo tanto, es una CONTRADICCION y en lenguaje

simbdlico se puede escribir

{pene~[=>NAT=>pllec

e)qv(pA~q) S qVp
Como en la proposicion dada intervienen 2 proposiciones, la tabla de verdad debera
contener 2° =4 filas

Tabla de verdad

p ~q|pA~q|qV(PA~q) |qVp | qV(PA~q) S qVDp
V|VIF |F Vv Vv v
VIF|IVv |V Y, Y, v
FIV|F |F Vv Vv v
FIF|V |F F F v

La tautologia aqui obtenida es una ley I6gica que llamaremos “Ley de consistencia parcial de
la disyuncion”

qvV(pA~q) S qVp




2) Determine el valor de verdad de cada proposicién simple p, q y r segun corresponda en
cada caso.

a) (pAr)=~(pVq) esfalsa

b) p = (~pVr)Aq esverdaderay el valor de verdad de p es V

c) (pvq) © (pV q) Aresverdaderay el valor de verdad de g es V.

Soluciéon

a) (pAr)=~(pV q) es falsa
Si la implicacién es falsa entonces el antecedente es verdadero y el consecuente es falso.
Analisis del antecedente:

(pArT) esverdadero

Al ser una conjuncion verdadera, ambas proposiciones, p y r son verdaderas.

Analisis del consecuente:

~(pVq) es falso
La negacién de la disyuncién es falsa, por lo tanto la disyuncién es verdadera. La

proposicion p toma el valor verdadero y entonces q puede ser verdadera o falsa.

Luego, los valores de verdad son pesV,qgesVoFyresV.

Disposicion del célculo (leer de abajo hacia arriba):

(p AN |T) = ~ |(p vV |q)
Vv Vv Vv VoF
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b) p = (~p V1) Aqesverdaderay el valor de verdad de p es V.

Disposicion del célculo (leer de abajo hacia arriba):

p | = |(~p | V |T) | A |q

F \Y

Entonces el valor de verdad de r es verdadero y el de g es verdadero.

c) (pvq) ANr & q esverdaderay el valor de verdad de g es V.

Disposicion del cdlculo (leer de abajo hacia arriba):

(p v a) A r e |q
F vV

Entonces el valor de verdad de r es verdadero y el de p es falso.

3) Simplifique las siguientes proposiciones. Justifique

a)[(~pAq)=> (T A~T)]A~q

b)y[~@=>q) >~@=>p)]A(PVQ

Ol~@vev(iprg@]l=>(CpArq)
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Solucién

a)

[(~pAg) = (rA~D]A~q S [~(~pAqQ V([T A~T)]A~q

(por la equivalencia del condicional)

o [(pVv~q V(@rA~r)]A~q (porley De Morgan para la conjuncion)
S [(pv~q)V c] A~q (porleydel complemento para la conjuncién)
© (pV~q) AN ~q, (porleyelemento neutro para la disyuncion)

& ~q (por ley de consistencia de la conjuncion)

b)

[~P=>a)=>~@=>pIA@Ve S [~(~pVa >~(~qVvp]A(pVaq)
(por la equivalencia del condicional)

o [(~pvq) V ~(~qVvp)]A(PVq) (porlaequivalencia del condicional)
o [(~pvqg) vV (qA~p)] A(pVq) (porley De Morgan de la disyuncion)
e [(~pv@r~plVigVvgAr~p]ArPVa)

(por ley distributiva de la disyuncién respecto de la conjuncidn)

o (~p V q) AV q) (porleyde consistencia de la disyuncién)
e[(~pAVP]V [gAr(pV)]

(por ley distributiva de la conjuncién respecto a la disyuncion)

e (~pAQ) VvV q

(por ley de consistencia de la conjuncion parcial y por ley de consistencia de la conjuncion)

< q (por ley de consistencia de la disyuncidn)

c)

[~V V(i~pA@Q]=>(~pVq) & [(~pA~q) V (~pAq@)] > (~pVq)
(por ley De Morgan de la disyuncion)

S [~pA(~qVq)] = (~pVq) (porleyreciproca de la distributiva)

S (~pAt)= (~pVq) (porleyelemento inverso para la disyuncion)

& ~p = (~pVq) (porley elemento neutro para la conjuncion)
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& p V(~pVq) (porequivalencia del condicional)
< (pV~ p)V q (porley asociativa de la disyuncion)
& t V q (porley elemento inverso para la disyuncion)

&t (por ley elemento absorvente para la disyuncion)

4) Dadas las siguientes proposiciones:

p: 20 es impar y q: 20 no es divisible por 2.

Exprese en lenguaje coloquial las siguientes proposiciones compuestas dadas en forma
simbdlica

a) ~(qVp)

b) ~(~p)

o (@A~q)

Solucion

a) ~(qvp)e ~qA~p
20 es divisible por 2 y es par

b) ~(~p)ep
20 es par

c) (A ~q)
20 es impar y 20 es divisible por 2.

5) Dadas las proposiciones:

p: Las importaciones de electrodomésticos estdn aumentando.

q: Los precios de los electrodomésticos estdn disminuyendo.

Exprese en leguaje simbdlico las siguientes proposiciones y verifique que son equivalentes.
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a) No es verdad que las importaciones de electrodomésticos estan aumentando o los

precios de los electrodomésticos estan disminuyendo.

b) Las importaciones de electrodomésticos no estdn aumentando y los precios de los

electrodomésticos no estan disminuyendo.
Solucién

a) No es verdad que las importaciones de electrodomésticos estan aumentando o los
precios de los electrodomésticos estan disminuyendo.
No es verdad, se refiere a la negacién (~) de todo lo que sigue, es decir, niega que “p: las
importaciones de electrodomésticos estdn aumentando o (V) q: los precios de los

electrodomésticos estdn disminuyendo”. Por lo tanto, resulta:

~(pVvQq)

b) Las importaciones de electrodomésticos no estdn aumentando y los precios de los
electrodomésticos no estan disminuyendo.
Las importaciones de electrodomésticos no estdn aumentando, es la negacion de la
proposicion p (~p) y (A) los precios de los electrodomésticos no estdn disminuyendo, es la

negacion de la proposicion g (~q). En consecuencia, se obtiene,

~PA~q

Para verificar que las proposiciones son equivalentes se arman las tablas de verdad

correspondientes:

p pvq|~({Vaq) P ~p|~q|~PA~q
V|{V|V F V|VIF |F |F
V|F|V F V|F|IF |V |F
FlV]V F FIVIVv |F |F
FIFI|F v FIF|V |V |V

Se concluye que las proposiciones son légicamente equivalentes pues sus tablas de

verdad son iguales.
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6) Exprese las siguientes implicaciones dadas en forma coloquial, en lenguaje simbdlico y
determine su valor de verdad. Para aquellas que sean verdaderas indique condicidn

necesaria y suficiente.

a) Si aumenta el costo fijo o el costo variable de un producto entonces aumenta el costo
total del mismo.
b) Si una funcién es biyectiva entonces es inyectiva.

c) Si un numero es divisible por 2 entonces es divisible por 4y 8.
Solucion

a) Si aumentan el costo fijo o el costo variable entonces aumenta el costo total.

Primero se reconocen las proposiciones:
p: aumenta el costo fijo del producto

g: aumenta el costo variable del producto.
r: aumenta el costo total del producto.

Por lo tanto, la implicaciéon que resulta en lenguaje simbdlico es:
pvq =>r (verdadera)

En consecuencia, decimos que p v q es condicion suficiente para r. Es decir, que aumente el

costo fijo o el costo variable es condicidn suficiente para que aumente el costo total.

Ademas, r es condicion necesaria parap v g, es decir, que si no aumenta el costo fijo o el

costo variable entonces el costo total no puede aumentar.

b)  Siuna funcion es biyectiva entonces es inyectiva
p: la funcidén es biyectiva

g: la funcién es inyectiva
Por lo tanto, la implicaciéon que resulta en lenguaje simbélico es:

P=q (verdadera)
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p es condicién suficiente para g es decir, que una funcidén sea biyectiva es suficiente para

asegurar que la funcion es inyectiva.

g es condicidon necesaria para p es decir, si una funcién no es inyectiva, no puede ser

biyectiva, por lo tanto es necesario que sea inyectiva para que pueda ser biyectiva.

c) Si un numero es divisible por 2 entonces es divisible por 4 y 8.
p: un numero es divisible por 2
g: un numero es divisible por 4

r: un nuimero es divisible por 8
Por lo tanto, la implicacidn que resulta en lenguaje simbdlico es:

pP=>qAr (falso, pues el 2 es divisible por 2 y no por 4 ni por 8).

7) Exprese en simbolos y lenguaje coloquial las implicaciones reciprocas, contrarias y
contrareciprocas de las implicaciones b) y c) del ejercicio anterior, y determine su valor de

verdad.

Solucion

b) Si una funcion es biyectiva entonces es inyectiva (verdadero)

Reciproca

Forma simbdlica: g = p

Forma coloquial: Si una funcidn es inyectiva entonces es biyectiva.

Valor de verdad de la implicacién reciproca: Falso, se requiere que una funcién sea inyectiva

y suryectiva para que sea biyectiva.

Contraria
Forma simbdlica: ~p = ~q

Forma coloquial: Si una funcidn no es biyectiva entonces no es inyectiva.
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Valor de verdad de la implicacién contraria:

Falso, puede ser una funcion solamente inyectiva.

Contrarreciproca
Forma simbdlica: ~q = ~ p
Forma coloquial: Si una funcién no es inyectiva entonces no es biyectiva.

Valor de verdad de la implicacién contrarreciproca: Verdadero

c) Si un nimero es divisible por 2 entonces es divisible por 4 y 8.(falso)

Reciproca

Forma simbdlica: q Ar=p

Forma coloquial: Si un numero es divisible por 4 y es divisible por 8 entonces
es divisible por 2.

Valor de verdad de la implicacién reciproca: Verdadero

Contraria
Forma simbdlica: ~p = ~ (q A1)
Forma coloquial: Si un nimero no es divisible por 2 entonces no es divisible por 4 o por 8.

Valor de verdad de la implicacién contraria: Verdadero

Contrarreciproca

Forma simbdlica: ~(q A1) = ~p

Forma coloquial: Si un ndmero no es divisible por 4 o por 8 entonces no es divisible por 2.
Valor de verdad de la implicacidn contrarreciproca: Falso, el nimero 2 por ejemplo, no es

divisible por 4 o por 8 sin embargo si es divisible por 2.
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8) Escriba los siguientes enunciados formales en diferentes formas equivalentes en lenguaje

coloquial.
a) 3IxeR/x?* = 2.
b)VneZ sin>=2k >5n=2k’, kKeZ
Solucion

a) Jx eR/x? = 2.

Este enunciado puede leerse:

v Algunos numeros reales tienen cuadrado 2.
v El nimero x tiene cuadrado 2, para algin nimero real x.
v Algin nimero real tiene cuadrado 2.

v’ Hay por lo menos un nimero real cuyo cuadrado es 2.

b) VnelZ sin>=2k >n=2%k", k' eZ.
Este enunciado puede leerse:

v’ Dado cualquier nimero entero cuyo cuadrado es par, ese entero en si mismo es par.
v’ Cualquier nUmero entero con cuadrado par es par.
v' Si el cuadrado de un nimero entero es par, entonces ese niumero entero es par.

v Todos los nimeros enteros con cuadrado par, son pares.

9) Niegue las siguientes funciones proposicionales cuantificadas utilizando

cuantificadores logicos.

a) Vx: [~P(x) = Q(x) v P(x)]
b) 3x/[P(x) & Q(x)]
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Solucion

a) Vx: [~P(x) = Q(x) VP(x)] & Ix/~[~P(x) = Q(x) V P(x)]

(por negacién del cuantificador universal)

& x/~{~(~P(x)) V [Q(x) VP(x)]} (por equivalencia del condicional)

& 3x/~{P(x) V[Q(x) vV P(x)]} (por ley de doble negacién)

& Ax/~{[P(x) V P(x)] V Q(x)} (por ley conmutativa y asociativa de la disyuncion)
& 3x/~[P(x) V Q(x)] (por ley idempotencia de la disyuncién)

© Ax/[~P(x) A~Q(x)] (porley De Morgan de la disyuncién)

b) 3x/[P(x) © Q(x)] & Vx:~[P(x) & Q(x)] (por negacion del cuantificador universal)
o Vx: ~{[P(x) = Q(x)] A [Q(x) = P(x)] (por equivalencia del bicondicional)
& Vx: ~{[~P(x) VQ(X)] A [~Q(x) V P(x)]} (por equivalencia del condicional)
© Vx: ~{[~P(x) A (~Q) vV P())] v [Q@) A (~Q(x) v P(O))]}
(prop. distributiva de la conjuncién respecto de la disyuncidn)
& Vx: ~{[~P(x) A~Q()] V[Q(x) A P()]}
(por ley de consistencia parcial de la conjuncion)
& Vx: {~ [~P(x) A~Q(x)]A~[Q(x) AP(x)]} (porley De Morgan de la disyuncién)
& Vx: {[P(x) VQ(x)] A[~Q(x) (por ley De Morgan de la conjuncién)

10) seaA={1,2,3,4,5}. Determine el valor de verdad de cada una de las siguientes

proposiciones.

a) VxeA:x+2>6
b)ixeAd/x—-3=1
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Solucion

a) Como la proposicién V x € A: x + 2 > 6 (contiene un cuantificador universal), resulta
verdadera si lo es para todos los valores de x definidos en su dominio o universo A.
Si bien, x + 2 > 6 es verdadera parax=5yaque 5+ 2 >6; para x=1 x+2=142=3<6, no se
cumple la desigualdad.
Por lo tanto,Vx€eA:x+ 2 > 6 es falsa pues x + 2 > 6 no se cumple para todos los

valores de A.

b) Como la proposicion 3 x € A/x —3 =1 contiene un cuantificador existencial, es
verdadera si lo es para al menos un valor de x definido en su dominio o universo.
Por lo tanto, 3 x € A/x — 3 = 1 es verdadera ya que existe x =4 e Atalque 4 -3 =1.Si
bien, para el resto de los valores del dominio la igualdad no se cumple, basta que sea

verdadera para uno de ellos.

11) Niegue cada proposicidn del ejercicio anterior.
Solucion

a) Dada la proposicion V x € A: x + 2 > 6, sunegacibnesaxe€A/x+ 2 < 6.

b) Dada la proposicion 3 x € A/x — 3 = 1, sunegacionesVxeA:x — 3 # 1.

12) Determine el valor de verdad de las siguientes funciones proposicionales

cuantificadas.

a) Para todo numero real x, si x > - 1. entonces x + 1 > 0.

x
x2+1

b) Para todo numero real x, si x > 1 entonces < §
1
c) IxeR/5>1

d)ElxeR/%z

N | W
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Solucion

a) La afirmacidén cuantificada universalmente para todo numero real x, si x > - 1,
entoncesx+1>0

es verdadera para todo numero real x.

Sea x cualquier numero real. Entonces puede ocurrir que x < - 1 o bien que x > - 1.

v Si x £ - 1, entonces la proposicién condicional: si x > - 1, entonces x + 1 > 0 es
trivialmente verdadera puesto que al tratarse de un condicional, como el antecedente
es falso, cualquiera sea el valor de verdad del consecuente resulta una proposicién
verdadera. (En general, el caso trivial se omite)

v Six>-1, cualquiera sea el valor de x, se cumple que x+1>-1+1

x+1>0 de manera que la conclusién es verdadera. Por lo tanto, como el antecedente
es verdadero y el consecuente resulta verdadero, podemos afirmar que la proposicién
condicional si x> -1, entonces x + 1 > 0 es verdadera.

Por consiguiente, la afirmacion cuantificada universalmente, para todo numero real x,

six>-1, entonces x + 1 > 0, es verdadera.

b) La afirmacién cuantificada universalmente, para todo numero real X,

X

. 1
si x > 1 entonces < 7 €S falsa.

x2+
Para demostrar que una afirmacién cuantificada universalmente es falsa, es suficiente
encontrar un valor de x en el dominio para el que la proposicidn sea falsa. Tal valor, se
llama contraejemplo de la afirmacién cuantificada universalmente.
Para nuestro caso en particular, existe el valor de x = 2 para el cual la proposicidn

condicional es falsa puesto que si bien el antecedente, x = 4 > 1 es verdadero,

el antecedente resulta:
4 1
—_ ')7_
16 + 1 3

4 1
— > - es falso.
17 7 3

Por consiguiente, se ha demostrado que la afirmacidn cuantificada universalmente, para

X
X2+1

P . 1
todo numero real x, si x > 1 entonces < 7 €S falsa.
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c) La afirmacién cuantificada existencialmente,

1
x%+1

IxeR/ > 1, es falsa.

1
x*+1

Para verificar que la afirmacion es falsa, debe demostrarse que > 1 es falsa para

todo numero real x.

1 . 1
> les falsa justamente cuando
x4+1 x*+1

Ahora bien, la expresion < 1 es verdadera.

1 .
Basta entonces, demostrar que x4+1§ 1 es verdadera para todo numero real x.

Para ello: cualquiera sea el nimero real x, se cumple que x* > 0. Sumando 1 a ambos

miembros:
xX*+120+ 1, dividiendo por x*+ 1, resulta:

x* 41 1
>
x*+1 " xt+1

1>
x4+1
1

x4+1
1

x*+1

EntoncesVxeR: < 1 es verdadera. En consecuencia,

hemos obtenido que > 1 es falsa.
Concluimos asi, que la afirmacién cuantificada existencialmente,

1
x*+1

IxeR/ > 1, es falsa.

. . . . 2x 3
d) La proposicién cuantificada existencialmente, 3 x € R/E = es verdadera.

Para demostrar que una proposicién cuantificada existencialmente es verdadera, basta
con encontrar un valor de x perteneciente al dominio que la verifique.

En nuestro caso particular, existe el valor real x =- 9 para el cual:

2.(-9) 3

(-9)—-3 2
-18 _ 3

12 2
3 3
2 2
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. . ey i’ . . 2X 3
Por consiguiente, la proposicidon cuantificada existencialmente, 3 x € R/; = es

verdadera.

13) Exprese los siguientes circuitos légicos en lenguaje simbdlico y simplifique:

a)
p
______//;
a
b)
p q
/,
,
Solucion
a)

Se expresa el circuito en lenguaje simbdlico
(pva)rq
Se simplifica la proposicion utilizando la ley de consistenciay queda (p v g)aq & q

El circuito logico se puede representar entonces,
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b)

Se expresa en lenguaje simbdlico y se simplifica por ley de consistencia

[(pAr@) v~plar & (~pvg)ar
El circuito légico simplificado se representa como,

P

14) Utilizando los axiomas de tricotomia, clausura del producto, e inverso multiplicativo que

se enuncian a continuacion,

e Axioma de tricotomia (Axioma de orden)

V a, b €R; se cumple,
a<b v a=b v b<a

e Axioma de clausura en el producto

(Va,b):(a,bER->a.bER)

e Axioma del inverso multiplicativo

Y a € R- {0}; existe un valor Unico denotado pora "talquea.a'=1=a". a
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Demuestre las siguientes propiedades:

a) a € R—{0}= a? € R*

b) a € R*= a! € R*

Solucién®

a) a € R—{0} = a? € R

Para poder realizar la demostracién se utilizara el método directo que consiste en
considerar la hipdtesis verdadera (antecedente) y a partir de axiomas, leyes légicas,

propiedades, se deduce el consecuente verdadero.

Si a € R — {0} por axioma de tricotomia

a € R*v—a €eR*

Si a € Rt entonces por axioma de clausura del producto a.a € R™, es decir,
a € RY =>a? € R

Si —a € RT entonces podemos decir —a.—a = (—a)? = a? , luego a®> € R*, por

consiguiente queda demostradoa € R — {0} = a? € R™.

b) a € R*= a7 ! € R

Se demuestra la propiedad por el método del absurdo.

El método del absurdo consiste en suponer la negacion de la implicacién original.

Es decir, si decimos, p = q se parte de la suposicion para demostrar ~ (p = q)
0 su equivalente p A ~q, a partir de realizar el andlisis de la implicacion negada,
se obtiene una contradiccion, la que nos permite afirmar que la implicacidon negada es falsa

y por lo tanto la proposicidn original es verdadera.

! Arancibia, S. (2000). Introduccién al cdlculo (2nd ed., p. 31). Valparaiso: Instituto de matematica.
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Seaa € R*.Supongamosque a~! & R*, entonces por axioma de tricotomia

al=0v—(al)eRrt

1 1

Supongamos que a - =0 entonces a.a”- =0 pero por propiedad del inverso

1

multiplicativo a.a™! = 1, esto es una contradiccién y por lo tanto a™! # 0.

Supongamos que —(a”!) € R*. Comoa € R* tenemos por clausura del producto que
—(a™Y.a = —1 € R* que es también una contradiccién pues 1 € R*. Como en ambos
casos obtenemos una contradiccion, no se puede dar ninguna de las dos posibilidades, por lo
tanto, a~! € R™, asi se tiene que el inverso multiplicativo de un nimero positivo es

también un numero positivo.
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