


DEFINICION:

UNA MATRIZ ES UN ARREGLO RECTANGULAR DE NUMEROS. LOS
NUMEROS EN EL ARREGLO SE DENOMINAN ELEMENTOS DE LA

MATRIZ.
/ CONCEPTO DE MATRIZ \
Columnas
Letra l l l l

mayuscula a3 ... A1n ] €—

\ N A3 ... Qzn | €—

= a31 a,32 a33 - a'3‘n, <~ FilaS

Am1 Am2  Ap3 -- <
Dimension: mxn
\ mn Términos /




Las matrices se suelen indicar en la forma:
A= [a,:,-].

Cada a;; representa un elemento de la matriz, donde el subindice i
indica la fila y el subindice j la columna en la cual se encuentra
dicho elemento.

Las matrices se indican con letras mayusculas A, B, C, ...., etc
En algunos libros los corchetes son reemplazados por parentesis.

Ejemplos de matrices:




MATRIZ CUADRADA'Y RECTANGULAR

Si m =n (cantidad de filas igual a cantidad de columnas) la

matriz se llama matriz cuadrada de orden n.
En toda matriz cuadrada, los elementos a,,; a,,; ... ;a,, forman
la diagonal principal.

Las matrices no cuadradas se llaman matrices rectangulares.




Igualdad de matrices
Dos matrices 4 = (a,) y B = (b;) son iguales si

1) son del mismo tamarfio y
2) las componentes correspondientes son iguales.

A=[—58 111‘ [2+3 \/_




ALGUNAS MATRICES ESPECIALES
MATRIZ NULA

Es aquella en la cual todos sus elementos son ceros. Puede ser rectangular
o cuadrada.

0 o GO?' 0 0 0 0O
[(}D]‘ Dﬂ;‘ o 0 0o oFf

o O

MATRIZ FILA O VECTOR FILA

Es aquella matriz de orden 1xn para cualquier n que pertenece a IN.

G=lo 3v3 23]

MATRIZ COLUMNA O VECTOR COLUMNA




MATRIZ OPUESTA

Dada una matriz A de orden m x n se llama matriz opuesta de Ay
se indica — A, a la matriz que tiene el mismo tamafno que Ay cuyos
elementos son los opuestos de los respectivos elementos de A.

1 3 —1 -3




ALGUNAS MATRICES CUADRADAS

MATRIZ DIAGONAL

Una matriz cuadrada en la que todos los elementos fuera de la
diagonal principal son cero se denomina matriz diagonal.

Apxn esmatrizdiagonal < a;; =0 parai #1i
coni=1,2,..,n y j=12,...,n




MATRIZ ESCALAR

Una matriz diagonal en la que todos los elementos de la
diagonal principal son iguales se denomina matriz escalar.

_ aijj=0 parai #j
Apxn €s matriz escalar < _ L
a;; =k parai=j

coni=12,...,.n y j=12,..,n ykreal




MATRIZ IDENTIDAD

Es una matriz cuadrada en la cual los elementos de la diagonal
principal son 1y los elementos restantes son O.

o _ aijj=0 parai #j
Iywn €S matriz identidad < _ .
a;j =1 parai =

coni=12,..,.ny j=12,..,n

' IEIE=(; 2)




MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR

En una matriz triangular superior los elementos situados por
debajo de la diagonal principal son ceros.

1 7 =2 a;=0sii>]j
0 -3 4
g 0 2 coni=12,..ny j=1,2,...n

MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR

En una matriz triangular inferior los elementos situados por
encima de la diagonal principal son ceros.

2 0 O a;; =0 si i<

1 2 0
hﬂ 5 E.“J coni=1,2,..,ny j=1,2,...n




TRAZA DE UNA MATRIZ

Sea A una matriz cuadrada, se llama traza de la matriz Ay se
simboliza tr(A) a la suma de los elementos de su diagonal principal.

a,, Q,, a::; au
A — am az:z a:z:; az-s
Uy U3z Uy Ay
gy Uyo gy Uy

trA=a, +a,+a,+a,
PROPIEDADES DE LA TRAZA DE UNA MATRIZ
Sean Ay B matrices cuadradas de orden ny sea A un escalar real.

1. tr(A+ B) =tr A+ tr B.
2, tr(AAd) = Atr A.

3. tr(AB) = tr(BA).




OPERACIONES CON MATRICES

Suma de matrices

Sean A = (a;)y B = (b;) dos matrices m X n. Entonces la sumade Ay Besla
matrizm X n, A + B dada por

\
r{‘5111"'\"511 aythy - a,th,
b +b +b
A+B=(a,;,-+b!j)= l'1:11'-" b1 Ay | 22 tyy, | T (2.1.4)
kﬂml + bm] ay» +bm2 R/ +bmn )

Es decir, A + B es la matriz m X n que se obtiene al sumar las componentes
correspondientes de A y B.




3/2 2] . [5 1_/21

: —2
Calcular A + B siendo: A= [ 4 1 0 .

3 2 -1
PROPIEDADES A+ B = [4 _4 7 ]
Sean A, By C matrices del mismo orden mxn:
1) Conmutativa: A+B=B+A
2) Asociativa: (A+B)+C=A+(B+C)

3) Elemento neutro: existe la matriz nula O de orden mxn, tal
queA+ O =A

4) Elemento opuesto: Para cada matriz A, existe una unica




MULTIPLICACION DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ

S1 4 = (a;) es una matriz de m X n'y sl a es un escalar, entonces la matriz m X n, aA,

esta dada por
/ N
ﬂﬂll ﬂ'.'ﬂlz e ﬂ.’ﬂln
ad ad cerad
ad=(aa;)=| " 77 2 (2.1.5)
L\ﬂaml ad,, - ad,, )

Esto es a4 = (aa;) es la matriz obtenida al multiplicar cada componente de A4 por . Si
aA =B = (b;),entonces b, = aa;parai=1,2,... myj=1,2,...,n.

1 —3 4 2) 2 —6 8 4
Sea A= 3 1 4 6|. Entonces 2.4= 6 2 8 12|,
—2 3 5 7, —4 6 10 14

b U lad s | =




PROPIEDADES

Sean Ay B matrices del mismo orden mxny seana. y 3
escalares reales.

1) o« (A+B)=aA+aB
2) (oo +B)A=aA+BA

3) (a.B)A=a(BA)
4) 1A=A

(M,;¥; - ) €s un espacio Vectorial Real con las




Resta de matrices
Sean Ay B matrices de orden mxn, llamamos diferencia entre
Ay B a: A-B=A+(-B)

2 3 -5 2 -1 3
“‘=[4 2 1] y B=[3 5 -2]

A—leg _43 N

3




Producto escalar representado como vector renglén por vector columna

vector renglén 1 X n
(5 )
l b,
b, | _ .
(acay. . a)l Sl=abi+ab, + +a,b

\6") T

T Este es un nimero real (un escalar)

vector columna n X 1

@EJEMFLD 2.2.2 Producto escalar de dos vectores

—4 3
Seaa=|—2|yb=|—2|. Calculea-b.
3 -5

sASolucion a-b=(=H3)+ (-2)(-2)+ 3)(-5=—-124+4—15= -23.




Producto de dos matrices

Sea 4 = (a;) una matrizm X n, y sea B = (b&.) una matriz n X p. Entonces el producto
de A y Bes una matrizm X p, C = (¢;), en donde

¢; = (renglon i de A) - (columna j de B) (2.2.3)

Es decir, el elemento ij de AB es el producto punto del renglon i de A y la columna j de
B. S1 esto se extiende, se obtiene

;= agb+azh,+ ... +a,b (2.2.4)

m-ny

La multiplicacion de matrices, solo es posible si el n° de columnas de la 1° matriz
es igual al n° de filas de la 2° matriz.

A B = AB
mx n
X p p xn
|
' iguales
tamaiio de AB




Ejemplos

| j -2
Sifl:( X EJFB=[ E}calculeAB},r'BA.

Sea A:(Z 0 _EJ y B=| 2 5 0 —4|. Calcule 4B.

La multiplicacion de matrices NO ES CONMUTATIVA.

Propiedad asociativa

Sea A = (a;) una matrizde n X m, B = (b;) una matrizde m X py C = (¢;) una matriz
de p X q. Entonces la ley asociativa

A(BC) =(4B)C (2.2.5)




Propiedades distributiva de la multiplicacion respecto de la suma de matrices

Si todas las sumas y todos los productos siguientes estan definidos, entonces

A(B+ C)= AB + AC

(4 + B)C = AC + BC

PROPIEDAD : Siendo A ., Y B ,,, Y @ un escalar real.

nxp

a(A.B)=(aA)B=A. (aB)




IMPORTANTE

* QueA.D =0 (matriz nula) no implica que A= O ni que D =O.

_ 10 1 3 7 _
A_[0 2] D-[O of ap=
* Que C.A=C.B noimplica que A =B.

C

S I




Potencia de una matriz

Sea A una matriz cuadrada y sea n un numero entero positivo,
se llama potencia n-esima de A, al siguiente producto:

A"=4 . 4.4.....4
| | Al=| (matriz ldentidad)

n ‘JEEES
PROPIEDADES

Sean A y B matrices cuadradas de orden ny sean ny m enteros positivos.

1) A™A" = A™"
2] {Am]n :Am.n
3) Sead€EIR: (a A)"=a" A"

IMPORTANTE
La potenciacion de matrices no es distributiva respecto de la multiplicacion
ni respecto de la suma. (A.B)" = (A.B). (A.B). ..... (A.B)

l |

I
nveces




Transpuesta o traspuesta de una matriz

Si A = [ay) es una matriz de m x n, la matriz AT=[a,.§]denxm,dondc

ap=a; (I<isml<j<m)

es la transpuesta de A,

La matriz traspuesta de A se obtiene permutando las filas de A por las
columnas de A.

Si A es de orden m x n, su matriz traspuesta sera de orden n x m.




6 2 -4
A_[g = _g] B=|3 -1 2
0o 4 3

4 0 6 3 0
AT =|-2 5], B =| 2 -1 4}
3 =2 -4 2 3

Propiedades de la transpuesta

Si todas las sumas y productos estan definidos y

(A=A (4B =B'A" (A+B " =A"+B". [aAT=aAT




MATRIZ SIMETRICA

Una matriz cuadrada A de orden n es SIMETRICA si cumple: AT= A

Es decir: ag;; = a;;

Ejemplospara i=1,2, ..... n v j=1, 2, ..... n

i ™

1 2 b= 2 21 i : :

A:[Z 3] B=| —4 7 5 C = 4 3 8 o
2 5 0

MATRIZ ANTISIMETRICA

Una matriz cuadrada A de orden n es ANTISIMETRICA si cumple: AT=- A

Es decir: - _

para i=1,2,...nvy j=1,2,...n




PROPIEDADES

1) SiA,y B, son matrices simétricas , entonces A+B también es simétrica.

2) Si A es una matriz cuadrada, entonces A + AT es una matriz simétrica.

3) Si A es una matriz cuadrada, entonces A - AT es una matriz antisimétrica.




MATRIZ ESCALONADA

Una matriz de orden m x n estd escalonada si cumple:
1) Si tiene una fila nula, esta debe ubicarse en la parte inferior de la matriz
2) El primer elemento no nulo da cada fila debe ser 1.

3) El primer elemento no nulo de la fila i+1 debe ubicarse a la derecha del primer
elemento no nulo de la filai.

Ejemplos
) a) escalonada reducida
1 1 0o 1 1 1 0 0 b) Matriz escalonada
a |0 0 1 I b. {0 1 1 0 ducid
0 0 0 0] 0 0 1 1 no reduciaa
"L o0 0 0 C) no es matriz escalonada
. 1 1 0 0 porque no cumple (3)
1o 1 1 0 :
g 0 1 : d) no es matriz escalonada
0 1 : | | porgue no cumple (2)
o o 2 2 2
0o o o0 o 3
o 0 0 0o 0




MATRIZ ESCALONADA REDUCIDA

Una matriz de orden m x n estara expresada en su forma escalonada reducida si
ademas de ser escalonada, cumple:

- En las columnas donde estan ubicados los primeros elementos no nulos, los
elementos restantes son nulos.

Ejemplos:
1 0 0 0] 1 0o 1 0
a 0 1 0 0 bl 1 1 0| a)Esmatrizescalonada reducida
o 0 1 1] 00 0 1] pb)Es matriz escalonada reducida
1; ? ? g c) No es escalonada, no cumple (1)
“lo o o0 o d) No es escalonada, no cumple (2)
o o0 0 1
1 1 0 1 1]
n 2 o0 2 2
d 0 0 0 3 3
0 0 0 0 4




OPERACIONES ELEMENTALES
1) Intercambiar dos filas entre si
2) Multiplicar una fila por un escalar no nulo.

3) Sumarle a una fila un miltiplo de otra fila.

IMPORTANTE:

- Toda matriz se puede llevar a la forma escalonada o escalonada reducida mediante
la aplicacion de operaciones elementales.

- La forma escalonada reducida de una matriz es Gnica no ocurre lo mismo con la
forma escalonada.

Matriz elemental

Una matriz cuadrada A, sera una matriz elemental si puede obtenerse a partir de la
matriz identidad |, , aplicando sé6lo una operacién elemental.




MATRICES EQUIVALENTES

Una matriz B es equivalente a otra matriz A, si B puede
obtenerse a partir de la matriz A aplicandole a ésta una
cantidad finita de operaciones elementales por filas.

Propiedad
Las matrices elementales son equivalentes por filas a la
matriz identidad




Ejemplos:

1
A:(n
0
1
A=(n
0
1
a=(o
0

Matrices equivalentes

0
1) — A es elemental (intercambio de la fila 2 con la fila 3)
0

0
l’_}) — A es elemental (multiplicacion de la fila 3 por 5)
5

0
2) — Aeselemental (fila2 = fila2 + 2 - fila 3)
1

== o = = = =]

Una matriz B es equivalente a otra matriz A, si B puede obtenerse a partirde la
matriz A aplicandole a ésta una cantidad finita de operaciones elementales por
filas.

Propiedad




RANGO DE UNA MATRIZ

Se llama rango de una matriz A al nimero de filas no nulas que tiene la matriz
expresada en su forma escalonada.

1 3
0o 1 —4
a-lo 1 =[O 1 =
0 0o 0 0 0
Rangode A p(A4)=2 Rangode B p(B)=1
CALCULO DEL RANGO
3 1 —4
A=l—-2 0 1]
1 1 -3




PROPIEDADES DEL RANGO

1) Elrango de la matriz nula es cero.
2) Elrango de la matrizidentidad de orden n, es n.
3) Si Aesdeordenmxn,talquem<n, entonces el p(A)<m.

4) Si Aesdeordenmxn,talquen<m, entonces el p(A)<n.

MATRIZ INVERSA

Dada una matriz A de orden n, decimos que A es inversible, si existe una matriz B de
orden n, tal que:

AB=B.A=I,
La matriz B recibe el nombre de matriz inversa de Ay se indica A1




TEOREMA

SiA ., €s inversible, entonces su inversaes unica.

PROPIEDADES

1) Si A,,, es inversible,entoncesAl tambiénesinversible y(A-1)-1=A.

2) Si A,,, es inversible,entoncesAT también es inversible y (AT)-1=(A-1)T.
3)SiA .., ¥ B, soninversibles,entonces A.B esinversible y(A.B)-1=B-1A-1.
4)Si ke IR -{0} y A, es inversible,entonces kA tambiénes inversible y

(KA)-1=— A-1

&=

Aclaracion: Decirque A es inversible es lo mismoque decirque A esregular o que
A es no singular. De igual manera, una matrizsingular es una matrizno inversible,




MATRIZ ORTOGONAL

Una matriz A ,,, es ortogonal siysélosi A-1 =AT.

CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Sea A, una matriz, si una sucesion de operaciones elementales por filas reduce
a A ala matrizidentidad I, ,entonces la misma sucesién de operaciones
elementales aplicadas a |, ,transforman a esta en A-1

Halle la inversa de:

30 0 5 0 2 2 4 6
0 1/2 n] Ezln —1 :r'] :::I4 5 E]

o 0 2

14 16 18




