COMBINATORIA

Introduccion

La Combinatoria es la parte de la matematica que estudia la formacion de subconjuntos o
agrupaciones de elementos partiendo de un conjunto dado, teniendo en cuenta la ordenacién y
el nimero de esos elementos.

En todo problema combinatorio hay varios conceptos claves que debemos distinguir.
Poblacién: es el conjunto de elementos que estamos estudiando. Denominaremos con n al
numero de elementos de este conjunto.

Muestra: es un subconjunto de la poblacién. Denominaremos con k al nimero de elementos
que componen la muestra.

Los diferentes tipos de muestra vienen determinados por dos aspectos: orden, es decir, si es
importante que los elementos de la muestra aparezcan ordenados 0 no y repeticién que se
refiere a la posibilidad de repeticion o no de los elementos. En primer lugar se estudiara la

combinatoria simple o sin repeticion.

La funcion factorial

Definicion La funcién factorial es la aplicacion f: INg — IR tal que f(n) = n! definida por
f(0)=01=1, f(1)=11=1 y f(n+l) = (n+1)n! sin>1

Nota

El simbolo caracteristico es . La expresion n! se lee “factorial de n” o “n factorial”.

Propiedad EI factorial de un nimero natural n mayor o igual que 2 resulta igual al producto
de los n primeros nimeros naturales.
En efecto, paran=2, 3,4, ...... , Se tiene
nl=n(n-1)!
(n-1)!'=(n-1) (n-2)!
(n-2)!=(n-2) (n-3)!

nN=n(n-1)(n-2)...321

Porejemplo,21=2.1=2; 3!=3.2.1=6; 5!=5.4.3.2.1=120



Variaciones ordinarias o variaciones simples o variaciones

Dados n elementos distintos de una poblacion formada por ay, ay, as, ..., a, e llama variacion
de orden k a todo conjunto ordenado formado con k elementos cualesquiera elegidos entre
ellos, siendo k < n, de modo que se considera como dos variaciones distintas a aquellas que
difieren en un elemento por lo menos o que teniendo los mismos elementos éstos estan

dispuestos en distinto orden.

Ejemplo Dados los cuatro elementos a, b, ¢ y d (n = 4), las variaciones binarias o de orden 2
(k = 2) que se pueden formar son: (a, b), (a, c), (a, d), (b, ¢), (b, d), (c, d), (b, a), (c, a), (d, a),
(c, b), (d, b), (d, c).
Se han obtenido 12 variaciones de orden 2 formadas con los 4 elementos dados. Se dice que
son 12 variaciones de 4 elementos tomados de 2 en 2 (0 de a 2) y se indica

Viyo=12

Formula de Calculo
Dados los n elementos distintos aj, ay, as, ..., a, (n es numero natural)
1°) Las variaciones unitarias o de orden 1 (k = 1) que se pueden formar son:
ag
ay
as
an
Es decir, son n variaciones de orden 1; se escribe V,1 = n.

2°) Las variaciones binarias o de orden 2 (k = 2) que se pueden formar son:

da; adr dj; ds A1 A4 i di; dp
dy dp a3 A2 A4 e do ap
dz adp dz dp A3 A4 e dz dp
an a]_ an a2 an a3 ....................... an an]_

Se observan n filas y n-1 columnas en la disposicion, por lo tanto hay n(n-1) variaciones

binarias, ademas



Vn2=Vh1.(n-1) =n(n-1)
3°) Procediendo como en el caso anterior, colocando en cada grupo un tercer elemento
distinto, por ejemplo (a; a; az), las variaciones ternarias o de orden 3 (k = 3) son

Vnz=Vn2.(n-2)=n(n-1) (n-2)

Y asi siguiendo, se tiene para todo k < n,

Vik = Vaka . (n- (k-1))
Luego, la férmula de célculo es

Vok=n(n-1) (n-2) (n-3) ....(n- k+1) (1)

En otras palabras, “variaciones de n en k o “variaciones de n elementos tomados de k en k” 0
“variaciones de n elementos de orden k”, simbolizado mediante V, es igual al producto de k

nameros naturales decrecientes a partir de n.

Ejemplos Vs53=5.4.3=60; V7;5=7.6.5.4.3=2520; V304=10.9.8.7=5.040

Otra Formula para Variaciones
Si en (1) se multiplica y se divide por (n — k)! se obtiene la siguiente expresién

n!
(n=k)!

Vhk=

Esta formula ofrece la posibilidad de simplificar el numerador y el denominador cuando
aparecen factoriales de numeros grandes.

| |
Por ejemplo, el cociente % _ 171615141 _ 17. 16. 15 =4.080.

141
Ejemplo ¢(Cuantos nimeros de 3 cifras distintas se pueden formar con los digitos 1, 3, 5, 4y
8?
Solucion
Hay 5 elementos poblacionales dados, n = 5y se piden numeros de 3 cifras distintas cada uno,
0sea, k=3.
Es un problema donde interesa el orden porque dos grupos son distintos si por 1o menos
varia un elemento en el grupo. Por ejemplo, el nimero 135 es distinto del 315, por lo tanto, es
un problema que se resuelve con variaciones de 5 elementos tomados de a 3; se indica Vs 3.
Vs53=5.4.3=60
Respuesta: hay 60 nameros distintos de 3 cifras distintas cada uno que se pueden formar con

los digitos dados que son 1, 3,5, 4y 8.



Permutaciones

Son un caso particular de variaciones cuando el tamafio de la muestra o del grupo que se

desea formar coincide con el nimero de elementos de la poblacién dada, k = n. Entonces
Vop=n(n-1)(n-2)....3.2.1=n!

Se acostumbra escribir P, en lugar de V,, para expresar las permutaciones de n elementos y

se indica

Pn=n!

Ejemplo ¢Cuéntas filas distintas pueden formar 10 nifios?
Solucion
Se pueden formar filas usando distintos criterios, por ejemplo la altura, el orden alfabético de
apellidos, edades, etc. Por lo tanto, una fila de 10 nifios difiere de otra (fila de 10 nifios) solo
en el orden de ubicacion de ellos. Se observa que hay 10 nifios, n = 10 y se los desea ubicar en
filas (o grupos) de 10, k = 10, o sea, es un problema donde interesa el orden y n = k. Se
resuelve calculando las permutaciones de 10 elementos,

P1p=10!=10.9.8.7.....3.2. 1 =3.628.800
Respuesta: Se pueden realizar 3.628.800 filas distintas con 10 nifios.

Combinaciones

Combinaciones de n elementos de orden k son los grupos que pueden formarse con k
elementos tomados de los n dados, de modo que dos grupos cualesquiera difieran en un
elemento por lo menos. Se simboliza C,.

A diferencia de las variaciones, solo interesa la naturaleza de los elementos y no su

ordenacion; es decir, en las combinaciones no interesa el orden.

Por ejemplo, si se tienen 4 elementos poblacionales a, b, ¢, d (n = 4), las combinaciones de
orden 3 (k=3)sons6lo4:abc,abd,acdybcd(en cualquier orden), es decir Cy3 = 4.
En cambio, las variaciones de n = 4 elementos tomados de a k, con k = 3, son las
combinaciones de n = 4 de orden k = 3 multiplicadas por las permutaciones de 3 elementos en
cada grupo. Luego,
V43=Cy3.P3 o0bien Cy3= \%
3

Entonces, en general



Vnk = Cnk - P, donde n > k>0 (n, k en IN)

Por lo tanto,
n!
Cous Vik _ n(n=)(n-2)....(n-k +1) _ (n-k)!
" P, k! k!
n!
Chk= ———
" K (n-K)!

Ejemplo Con 12 profesores ¢cuantos tribunales distintos se pueden formar?

Solucion

En este problema n =12 y el grupo es de tamafio 3, k = 3. No interesa el orden, los tribunales
son distintos si por lo menos cambia un profesor, por lo tanto es un problema que se resuelve

con combinaciones de 12 tomadas de 3.

12! _12.11.10.9' _ 12.11.10

- =220
31 (12-3)! 31 9l 3.2.1

Cusz

Respuesta: Se pueden formar 220 tribunales distintos con 12 profesores.

NuUmeros combinatorios

Definicion Sean n y k nameros enteros no negativos tales que n > k. Se llama nimero

. . n . .
combinatorio n sobre k y se anota [kj siendo n el numerador y k el denominador a

nj_ n!
(kj_k!(n-k)!

n
Observacioén: Sik =0, (kj = Cnk

Casos especiales

o _ o . Ny o
(oj_ 01(0-0) (OJ_ 0(n-0) 1nt

nj__n _n(n-1 — n_ n! _ 1
1) (-1 1(n-1)! ’ n) nl(n-nt 7




(n+1j: N+ _ (D0t

n nl(n+1-n)! n

7 1
Ejemplo ¢Cual es el valor de x tal que (4j +2X= (1] -Vy2+ P3—(Cg3 +1)?

Respuesta: no existe valor de x que verifique la expresion dada, pues x debe verificar la

expresion Vy, donde x es un numero natural tal que x> 2.

Otra expresion de numeros combinatorios

(n] nt  _n(-H)(n-2)..(n-k+)(n-k)! _ n(n-1)...(n—Kk+1)
k

T K-k KI(n—K)! K

ny _ nn-2...n—-k+1)
k) k!

(Se observa que en el numerador hay k factores decrecientes a partir de n y en el denominador

aparece el factorial de k.)

NUmeros combinatorios de Ordenes complementarios o numeros combinatorios
complementarios
Definicion Dos nimeros combinatorios son complementarios si tienen igual numerador y la

. : . n n
suma de los denominadores es igual al numerador, es decir son de la forma (k] y ( k) .
n —_

n n 7 7
Ejemplos (0] y (n) son nimeros combinatorios complementarios; (4) y (3) son nameros

combinatorios complementarios.

Propiedades de los nimeros combinatorios
1) Propiedad de Simetria: Los nUmeros combinatorios complementarios son iguales.

ny _( n
k) \n-k
Demostracion

no\_ n! _ nt - _(n
(n—kJ_ (n—K)n—(-K)  (n—K)k! _[k]




n-1 n-1 n
2) Propiedad o lema de Stieffel: [k J + [ " ] = [kJ (existen varias maneras de

escribir la expresion, por ejemplo remplazando n-1 por n y n por n+1, etc.)

e (-3

3) La suma de los n+1 nimeros combinatorios con numerador n y denominador que va

desde 0 a n es igual a 2", es decir

n n n n n(n N
+ + +... + = =2
0 1 2 n oK
Demostracion

n(n ) L A
La suma Z( ] puede considerarse como el desarrollo del binomio cuyos términos son

k=0
ambos 1.
k=0 K k=0 k

Ejemplo )’

5 (=G ) r2earorarsmmans

Actividad Demostrar el lema de Stieffel.

Tridngulo de Pascal o de Tartaglia

Es una representacion de los coeficientes binomiales ordenados en forma de tridangulo. Los
nameros del tridngulo coinciden con los numeros combinatorios. Es llamado asi en honor al
filésofo y matematico francés Blaise Pascal quien introdujo esta notacién en 1654; si bien se
sabe que esta disposicion era conocida por Tartaglia un siglo antes y aun, en 1303 por Tsun-
Tzu. Es un tridngulo de numeros enteros, infinito y simétrico. Si calculamos todos los
nimeros combinatorios desde n = 0 para distintos 6rdenes desde k = 0 y los colocamos en
filas sucesivas, n = 0, 1, 2, ....., forman una figura interesante por las propiedades que se

observan, donde, justamente cada elemento es un niumero combinatorio .



1 1
. )

1 2 1 2

1 3 3 1 [EI]
1 4 6 4 1 3
1 5 1010 5 1 []

Entre las relaciones interesantes, se mencionan las siguientes:

- Los elementos extremos de cada fila son iguales a 1; en otras palabras, los 2 lados
infinitos del triangulo estan formados por 1.

- Se observan las tres propiedades dadas de los niumeros combinatorios: simetria entre
los nUmeros combinatorios equidistantes (son combinatorios complementarios), cada
numero siguiente, desde la fila 3, es la suma de los dos que le anteceden a su izquierda
y a su derecha (lema de Stieffel) y la suma de los nimeros combinatorios por filas es
igual a 2" (n es el nimero de fila y empieza en 0, como se indicé anteriormente).

- La primera linea imaginaria paralela al lado izquierdo del triangulo esta formada por
los nimeros naturales, por simetria coincide con la paralela al lado derecho del

triangulo.

Una aplicacién inmediata de los niUmeros combinatorios se presenta en el desarrollo de la
potencia de un binomio con exponente natural; observando el tridngulo por filas, aparecen

los valores de los coeficiente binomiales para cada n, desde k = 0 hasta n.

Potencia natural de un binomio

Teorema del Binomio de Newton: Seana, b € IRy nelINg (se supone que sin =0,
a+hb = 0).

Entonces

n o (n n n
(a+b)"= [ ] a"k p= Z (n j a™ bX (Desarrollo decreciente en potencia de a)

j a“ b™ (Desarrollo creciente en potencia de a)

En efecto:



0
(a+b)°:1:{oj sia+h =0
1 1 1
(a+b)'=1a+ 1b=| |a'b®+| |a2bt =3 "] am b*
0 1 | i
2 2 2
(<’Jl+b)2:(a+b)(a+b):la2+2ab+1b2:[Oja2b°+[1ja1b1+(2Ja°b2

@+b)2=y (EJ a™ b¥

k=0

(@a+b)*=(@+b)(@a+b)(@a+b)=1a%+3a’b+3ab*+1b°=

3 a® b’ + 3 a’bl+ 3 al b? + 3 a’ b*
0 1 2 3

(a+b)"=(a+b)@+b)... (a+b) [nveces el factor (a+b)] (definicion de potencia n-ésima
natural conn =1, 2, 3,....).
Luego, por induccion, observando los desarrollos anteriores, se obtiene que

eonrf (oo (oo oo
k=0

Observaciones

1) El desarrollo de la potencia n-ésima de un binomio tiene n+1 términos, por lo tanto, si n es
par hay un nimero impar de términos y si n es impar hay un nimero par de términos.

2) El coeficiente de cada término es un ndmero combinatorio de numerador igual al
exponente del binomio y el denominador k es variable de 0 a n.

3) Los términos equidistantes de los extremos tienen igual coeficiente por ser ndmeros
combinatorios complementarios (propiedad de simetria).

4) La suma de los exponentes de a y b en todos los términos es igual a n.

5) Los coeficientes binomiales de una filan =3, 4, 5, ...., estan en la fila siguiente n + 1.



Por ejemplo, en el desarrollo de (a + b)>=1a>+3a’b +3ab®+1b° donden =3, los
coeficientes: 1 3 3 1 estanen lafila 4 del triangulo.

..... (n—k +1)
k! ’

o . n n(n-1
6) Recordando que una regla préctica para los coeficientes es (kj = (n=1)

la expresion del binomio se puede escribir de la forma

n(n-1) 2p2s N (n-1)(n-2) I
21 3

Observar que el coeficiente del primer término y del ultimo siempre es 1, el segundo

(@+b)"=a"+na" b+ +...+nab" +p"

coeficiente y el penultimo siempre es n y asi siguiendo.
Ejemplo  (y-3)’=y*+5y"(-3) + 52_14 y? (-3)° + 5';'3
(y-3°=y>-15y* +90y*-270 y* + 405y - 243

7) Un término de una posicion genérica k, conk =1, 2, 3, ..., n+1 del desarrollo ordenado de

Yo (-3)° + 5y (-3)* + (-3)°

. L . . . L[N i .
la potencia n-ésima del binomio (a + b)" = Z [kj a™ b¥ se calcula con la férmula del
k=0

término genérico Ty dada por
_|n Nkl kel g
Ty = (k —1) a b *)

Nota: Se pueden utilizar otras expresiones para el calculo del término genérico, tales como

n X
Ty = (k) a"™ b conk=0,1, ....,n.
Si n es par, existe un término central que es T,y si n es impar hay dos términos centrales
—+1

quesonT ., yT,, .
2 2

Ejemplo Calcular el/los términos centrales y el décimo término del desarrollo de (2x + xy?)*
Solucion

Siempre se trabaja suponiendo el desarrollo ordenado del binomio segun el criterio elegido
(potencias decrecientes o crecientes del primer término). Cuando no se diga otra cosa,

0 (n
supondremos la situacion (a +b)" = > (k] a™* b,
k=0



Como n = 17 es impar hay dos términos centrales que son Tg y Ty Yy el desarrollo tiene 18
términos. El décimo término pedido corresponde a k = 10 de (*) que coincide con uno de los

términos centrales. Luego

17 ; 17.16.15.14.13.12.11.10
To= ( j (2 17 () =

o 5 2. %% x**. y*® = 24.310 (2%) x*® y'°

To = 12.446.720 x> y'°
17 . 17
TJ_O — ( 9 ] (2X) 17-9 (X3y2)9 — ( 9 j 28. X8. X27. y18

T10=6.223.360 x* y*
Respuesta: Los términos centrales son el noveno y el décimo cuyas expresiones son
To = 12.446.720 x®y™ :  T10=6.223.360 x* y'®, respectivamente.

Ejemplo 2 Calcular aproximadamente 1,01°.
Solucion
La Identidad de Bernoulli (nombre paradégico porque los Bernoulli fueron una media docena
de familiares, repartidos en tres generaciones, matematicos notables) es muy utilizada en la
practica del calculo y, establece que

1+a)"=1+na
para a pequefio comparado con 1 y n natural (el simbolo = se lee “aproximadamente igual”).

Esta identidad surge del Binomio de Newton correspondiente a

n

en la que se desprecian todos los términos desde el grado 2 en adelante por ser muy pequefios
respecto del 1.

Luego, el ejercicio pedido se calcula haciendo 1,01° = (1 + 0,01)°= 1 + 3. 0,01 = 1,03 (calculo
muy sencillo).

El valor exacto es: 1,01° = 1,030301.

Respuesta: El valor aproximado de 1,01° es 1,03 o bien 1,01 = 1,03.

Ejemplo 3 Desarrollar (1+ lj
n

Solucion

(1+1j —14+n L4 n(n—l)iz + n(n-Din-2) i+ L
n

n 21 n 3l n? n"



Para llegar a la conocida expresién del nimero e utilizada en los cursos de Analisis, se trabaja

algebraicamente y se obtiene la siguiente expresion.

(1+1j = 24 l[l_lj ; l[l_lj(1_2j+...+ ! (1_1j[1_3j...(1_”—2j+
n 20 n) 33U n n (n—1p " n n n

(1) 03 (-

n! n n n n

Actividad Hallar el término donde aparece x* en (x +y) *

Actividad Obtener el término de grado 14 del desarrollo de (x® -3x)™.

Extension o generalizacion de un niumero combinatorio con numerador real

Definicion Si r es un namero real y k es un nimero natural, la extensién o generalizacion del

. . . r :
numero combinatorio, denotada por el simbolo (kj se define de la forma

(rj _ r(r=0(r-2)..r—k+1) y (rj _q
k k! 0

1(1 Y1 Y1
~2) _ —2(-3)(-4) 1 2(2 _ j(Z _ ZJ(Z ) 3j 5
Ejemplos { j = =-4 2| = BETTS
3 3 1 4 128

FiE

=1- —
2 2! 2

Serie binomial o serie binomica
Es una serie cuyo término genérico es un binomio elevado a un exponente r, real no natural y,

es de la forma (a + b)". El desarrollo en serie tiene la siguiente expresion

(a+b)r — i r ar-k bk:ar+rar-lb+ r(r_l) a.I'-2 b2+ r(r—l)(r—Z) ar-3 b3+....
2 | i 2 3

Esta expresion se conoce también como Generalizacion o Extension del Binomio de
Newton, por la similitud de la expresion con el Binomio de Newton, muy Util en la practica

de analisis.

Observacion



La forma del término genérico del desarrollo en serie coincide con la expresién del Binomio
de Newton; si bien es importante destacar que el Binomio de Newton tiene un exponente
natural y en consecuencia un namero finito de términos en su desarrollo, mientras que la serie
binomial presenta un exponente de naturaleza no natural y por lo tanto tiene infinitos términos

en su desarrollo, méas adn, en ella se estudia la condicidn o no de convergencia.

Ejemplo 1

i~ (71w ak (1) a0 (1) 42 2 (1 22 (71 o
(1 +x°) _Z(;[kll (x°) —(OJl (x%) +(1J1 x+(2j (x +[3J(x o

QL+x)t =1+ x = xC+x®- . si x| <1

Esta expresion es el conocido desarrollo en serie de la funcién f(x) =1— obtenida con la
+

x2'
formula de la Generalizacion del Binomio de Newton. La funcion primitiva de f(x) es la
funcion g(x) = arctg(x).

1
1+ x?

. . : . : t .
Si por ejemplo se desea realizar el calculo aproximado de IO dx, se puede trabajar con el

con una determinada aproximacion para algin valor de t en IR.

6
Ejemplo 2 Explicar como se puede calcular aproximadamente J\/l+ x* dx
1

Solucion
Una alternativa es realizar el desarrollo en serie del binomio, usando la Generalizacion del

Binomio de Newton para exponente no natural, como sigue

1 0 1 i—k
4 = NIRE 4\ _ 1,16 1 4
(1+x)2 kzz(; E 1 (x) 1+2x 8X+16X + o

Luego se calcula la integral del polinomio anterior hasta el grado deseado, obteniéndose un
polinomio primitivo (célculo sencillo) que seré evaluado por la Regla de Barrow en 1y 6.

De esta forma, se obtiene un valor aproximado de la integral.



Analisis Combinatorio con repeticion
En esta seccidn se estudian las variaciones, las permutaciones y las combinaciones de n
elementos de orden k, pudiendo cada uno de los n elementos poblacionales repetirse hasta k

VECeS.

Variaciones con repeticion
Si en una variacién de orden k a partir de los n elementos dados se supone que cada elemento

puede aparecer repetido hasta k veces, se le Ilama variacion con repeticion y se denota V'p .

Formula de calculo
Se supone una poblacion con 4 elementos (n = 4) a, b, ¢, d. Las variaciones con repeticion de

orden 1 (k = 1) son 4, a saber

o O T 9

Es decir, V41 =4
Las variaciones con repeticion de orden 2 (k = 2) son 4. 4 = 16, a saber
aa ab ac ad
b a bb bc bd
ca cb cc cd
da db dc dd

Es decir, V42=V'41.4 =4.4=4*=16

Las variaciones con repeticion de orden 3 (k = 3) son V'3 . 4 = 4%. 4 = 64 (cada una de las
variaciones de orden 2 se combina con los 4 elementos dados).

En general,

Vii=n, Via=Voai.n=n.n=n% V,3=Va.n=n>n=n%..;

V ik =Vt n =t n=n*

V,n'k = nk
Observacion importante: n y k son nimeros naturales y n es mayor o menor o igual que k.

Recordar que en las variaciones simples n> k > 0.



Ejemplo Con los 10 digitos, ¢cuantas claves distintas se pueden hacer en una cerradura de
combinacion de tres discos?

Solucion

Es un problema donde interesa el orden porque la combinacion “1 3 5” es distinta de la
combinacion “3 1 5y cada digito del 0 al 9 se puede repetir hasta 3 veces en cada clave; por
ejemplo una posibilidad es “2 1 1”7 yotra es “2 2 2”. Luego, se calcula V193 = 10° = 1.000.
Respuesta: Con los 10 digitos del 0 al 9, considerando tres discos de combinacién se pueden

determinar 1.000 claves distintas.

Permutaciones con repeticion
Se denomina de esta forma a las permutaciones que se pueden formar con n objetos entre los

cuales hay « iguales entre si, otros # iguales entre si, etc. tales que a+ S+ ...+% =n. Se
indica P,“”"

Si hay un elemento repetido « veces, es evidente que se pierden posibilidades porque al hacer
cambios entre estos elementos repetidos se obtiene la misma permutacion. Es decir, hay «!

permutaciones que son la misma, por lo tanto

Si se repiten algunos elementos & veces, otros # veces y finalmente otros y veces, entonces se
obtiene la formula de calculo que es

p @hd n!

" al B Al

Ejemplo ¢Cuantas palabras distintas con o sin significado (anagramas) se pueden hacer con
las letras de la palabra MATEMATICA?

Solucion

Se observa que hay 10 letras (n = 10) y se deben formar palabras con las 10 letras, la letra M

estd 2 veces (a = 2), la letra A esta 3 veces (= 3), la letra T estd 2 veces (y= 2) y las

restantes estan una solavez (2 +3+2+ 1+ 1+ 1=10). Como el factorial de 1 es 1, no se
acostumbra a colocar este elemento.

!
222 = 10159 900
21321



Respuesta: Existen 151.200 palabras distintas (o anagramas) que se pueden formar con las
letras de la palabra MATEMATICA.

Combinaciones con repeticion
Se denomina de esta forma a las combinaciones de k elementos tomados de los n dados,
pudiendo cada elemento repetirse hasta k veces. Este nimero se indica C "k, donde n'y k son
nimeros naturales y n es mayor o menor o igual que k (recordar que en combinaciones
simples n> k).
Utilizando un artificio, se puede hacer el calculo de las combinaciones con repeticidn
reduciendo el problema a las combinaciones simples o sin repeticion formadas por n + k - 1
elementos. Resulta

C'ik = Chr k-1

_ ) 4
Por ejemplo, con los elementos a, b, ¢ se pueden formar C'3, = Csz:+ .12 = Cs2 T 6

gruposqueson:a a ab ac bb bc cc (nointeresael orden,a besel mismo

grupo que b a).

Ejemplo Con dos clases distintas de bombones, ;cuéntas cajas distintas de media docena se
pueden hacer?
Solucion
Hay dos clases distintas de bombones, es decir n = 2 y hay que armar cajas de media docena,
k = 6 y no interesa el orden de ubicacion de los bombones porque seria la misma caja; es un
problema de combinacion con repeticién pues en cada caja se pueden colocar hasta 6
bombones del mismo gusto o clase. Luego
7

C'26=Co6-16=Crs :a =7

Respuesta: Se pueden armar 7 cajas distintas de media docena de bombones de dos gustos.



