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o Representacién en punto fijo
@ Definicidén
Nimeros enteros y punto fijo
Notacién Qm.n Rango y precision.
Conversiéon de punto flotante a punto fijo y viceversa.
Escala de representacién. Rango dindmico.

© Aritmética de punto fijo
@ Suma complemento a 2. Overflow. Saturacién. Acumulador, bits de
guarda.
@ Multiplicacién en complemento a 2. Underflow. Esquemas de
redondeo, Truncamiento y round-off.
@ Desplazamientos légico y aritmético.
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Motivacion

e Es imposible representar infinitos nlimeros en una computadora.

o El programador debe elegir la mejor representacién de acuerdo a la
aplicacién.

Figura: Recta real.
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Motivacion

Gangnam Style overflows INT_MAX, forces
YouTube to go 64-bit

Psy's hit song has been watched an awful lot of times.

ARS STAFF - 12/3/2014, 732 PM

/1/512/3

Mirar en @3 Youlube

Figura: El problema de Gangnam Style.
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Numeros enteros

Representacion en binario

Una palabra binaria de N bits by_1...bob1 by puede representar un total de
2N valores distintos.

o Enteros sin signo:

o Rango: desde 0 hasta 2V — 1.
e El niimero en base 10 se recupera mediante:

no = 2N_1bN_1 + ...+ 21b1 + 2Ob0

@ Enteros con signo en complemento a 2:
o Rango: desde —2V—1 hasta 2V-1 — 1
o El ndmero en base 10 se recupera mediante:

Ny = —bN712N71 + 2N72b/\/,2... + 21b1 + 2Ob()
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Nimeros enteros: Ejemplos

Binario Decimal sin sigho Decimal en complemento a dos

000 0 0
001 1 1
010 2 2
011 3 3
100 4 -4
101 5 -3
110 6 -2
111 7 -1

Cuadro: Comparacién de enteros sin signo y en complemento a dos (3 bits).

En lenguaje C:
@ 8 bits (char, int8_t): [-128, 127]
@ 16 bits (short, int16_t): [-32768, 32767]
o 32 bits (int, long, int32.t): [-2147483648, 2147483647
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Representacién en punto fijo

Un ndmero real x se representa mediante un entero X con N=m+n+1
bits, donde
@ N es el tamaiio de la palabra binaria
@ m es el ndmero de bits de la parte entera (a la izquierda del punto
binario)
@ n es el nimero de bits de la parte fraccionaria (a la derecha del punto
binario)
@ 1 bit para el signo

8-bit field

JRY TR
3 e &

binary point
Integer Fractional
Part Part

111]

Q[\ [=x

+27!

+0.0625
+0.125
+0.25
+0.5

(Sign Bit) .2°
+2°
+2'
+2°

N
Wowowow
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Representacién en punto fijo

@ Los pesos de los bits fraccionarios son potencias negativas de 2: 1/2,
1/4,1/8, ...
@ El nimero decimal se recupera mediante:

m—1 n
mo = —bm2™ + (Z bi2' +) b,-2—">
i=0 i=1

@ Rango: desde —2™ hasta 2™ — 27"
@ Precisién: 277

8-bit field

Integer Fractional
Part

EmEN

(Sign Bit) -2° = .8 — I ] t— 424 = +0.0625
+22= +4 +27 = 40125
+2' = 42 +22 = 4025

+2°= +1 +2'= 405
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Representacién en punto fijo: Ejemplos

Notaciéon Qm.n: m bits para la parte entera, n bits para la parte
fraccionaria, 1 bit para el signo. Por ejemplo: Q1.1 es un nimero de 3 bits
que permite representar:

Binario | Decimal
00.0 0.0
00.1 0.5
01.0 1.0
01.1 1.5
10.0 -2.0
10.1 -15
11.0 -1.0
11.1 -05

@ Rango: desde —2™ = —2! = —2 hasta
2m _27n =21 _2-1—-2_05=15

@ Precisién: 2" =2"1=05
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Representacién en punto fijo: Ejemplos

e Q0.15 (Q15)
e 16 bits;
e Rango: desde -1 hasta 0.99996948;
o Precisién: 15).
e Q3.12
e 16 bits;
e Rango: desde -8 hasta 7.9998;
o Precisién: z55- (2712).

4096

e Q0.31 (Q31)
e 32 bits;
e Rango: desde -1 hasta 0.999999999534339;
o Precisién: 4.6566129 x10~10 (27-31).

32768 (2
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Conversién a y desde punto flotante

Definicién de desplazamiento a la izquierda

Unidad (1): 1<<n=1-2"
Un medio (1/2): 1 << (n—1)=1.2""1

Conversién de ndmero de punto flotante x (real) a ndmero de punto fijo X
mediante casting:

X = (int) (x * (1 << n));

X = (int) (x * pow(2, n)); // equivalente pero

— 1neficiente
Conversién de ndmero de punto fijo X a nimero de punto flotante x (real)
mediante casting:

x = (float)X / (1 << n);

x = (float)X * pow(2, -n); // equivalente pero

— 1neficiente
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Factor de escala

e No hay diferencia a nivel de CPU (ALU) entre los ndmeros de punto
fijo y los nimeros enteros.

@ La diferencia se basa en el concepto de factor de escala, que estd
completamente en la cabeza del programador.

@ Los nimeros de punto fijo en notacién Qm.n pueden verse como un
nldmero entero con signo simplemente multiplicado por 27", la
precision.

@ De hecho, el factor de escala puede ser una escala arbitraria que no
sea una potencia de dos.

Por ejemplo: Queremos nimeros de 16 bits entre 8000H y 7FFFH para
representar valores decimales entre -5 y +5.

o Entero: -32768 a 32767 (8000H - 7FFFH).
o (—32768 x 2715) a (32767 x 2715) = -1 a 0.99996948242.
o (—1x5) a (0,99996948242 x 5) = -5 a 4.99984741211.

El factor de escala y la precisién son iguales (5 x 271%).

Dr. Ing. Herndn Garrido (FING-UNCUYO) Punto fijo Agosto de 2023



Rango dindmico

Definicién
DRdB —20 IOglO (valor—mas—grande—posible) [dB]

valor—mas—chico—posible

Para enteros con signo de N bits:

2N-1 1
DRdB =20 |Og10 <1>

DRyg ~ 20 logy, (2"’*1)
DRdB ~ 20(N — 1) |Og10 2

DRdB ] 6,02(/\/ — 1)
Regla de pulgar: 6 dB por bit dtil.

Dr. Ing. Herndn Garrido (FING-UNCUYO) Punto fijo Agosto de 2023



Precision y rango dinamico: Ejemplos

Ejemplos de representaciones en punto fijo de 16 bits con signo (todos
tienen el mismo rango dindmico de 90.3 dB):

Qm.n Precisién Vinin Vinax
Q15.0 20—=1 -32768 32767
Q105 27°=0.03125 -1024.00000 1023.96875

Q1.14 2714=0.0000610  -2.00000000000000 1.99993896484375
Q0.15 2715=0.0000305 -1.0000000000000000 0.999969482421875
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Tabla de contenidos

© Aritmética de punto fijo
@ Suma complemento a 2. Overflow. Saturacién. Acumulador, bits de
guarda.
@ Multiplicacién en complemento a 2. Underflow. Esquemas de
redondeo, Truncamiento y round-off.
@ Desplazamientos légico y aritmético.
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Suma complemento a 2

@ Sumar dos nidmeros de N bits puede producir un resultado de hasta
N + 1 bits.

@ El resultado tiene el mismo niimero de bits en la parte fraccional.

@ Sdlo la parte entera puede crecer en 1 bit.

[11h11 111 (carry) [6Ih1  (carry)

geee 1111 (15) 0111 (7)
+ 1111 1811 (-5) + 0011 (3)
geee 1010 (10) 1e1e (-6) invalid!

Si los dltimos dos bits del acarreo son diferentes, hubo overflow.
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Suma en complemento a 2: Overflow

o El overflow ocurre cuando el resultado es menor que —2V=1 o mayor
que 2VN=1 — 1. Esto es viendo el niimero como un entero con signo de
N bits en total.

o El overflow produce una caida en escalera:

Decimal
equivalent

+7
0110

0101

+6
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o a 2: Overflow

Caracteristicas del overflow:

o El efecto del overflow no controlado es catastrdfico, ya que el
resultado es muy diferente del esperado. En el caso de un sistema de
control, esto implica una discontinuidad.

@ Sélo sucede cuando se suman dos nimero positivos o dos niimeros
negativos con valores absolutos muy grandes.

@ Nunca ocurre si los sumandos son de signo opuesto.
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Técnicas para tratar el overflow: Acumulador largo

Solucién simple: Un acumulador para el resultado mas largo que los
sumandos.
@ Si son dos sumandos de N bits, un acumulador de N + 1 bits es
suficiente.
@ Si son s sumandos de N bits, el acumulador debe tener: N + log,(s).
e Por ejemplo, para sumar 256 niimeros de 8 bits, se necesita un
acumulador de 8 + log,(256) = 8 + 8 = 16 bits.
int32_t al[K];
int64_t ¢ = 0;
/* Asignacion de wvalores de a */
for (i=0; i<K; i++)
{
c = c + (int64_t) alil;
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Técnicas para tratar el overflow: Saturacién

Otra solucién: La saturacién no evita el overflow pero si la caida en
escalera o rollover. Esto es menos catastréfico.

@ Introduce una no linealidad pero evita la discontinuidad.

@ De todos modos se requiere operar primero con un acumulador mas
largo.

#include <stdint.h>

int32_t saturate(int64_t x) {
if (x > INT32_MAX) { return INT32_MAX; }
else if (x < INT32_MIN) { return INT32_MIN; }
else { return (int32_t)x; }
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Multiplicacién en complemento a 2: Enteros

Multiplicar dos niimeros de N bits puede producir un resultado de hasta

2N bits.

Four-Bit Integer Multiplication

0100 4
x 1101 x =3
00000100
0000000
000100
11100
11110100 -12
-12

Accumulator | 11110100

Data Memory | 11110100 | -12
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Multiplicacién en complemento a 2: Punto fijo

Multiplicar dos nimeros de N bits puede producir un resultado de hasta
2N bits. En punto fijo se duplica el nimero de bits de la parte fraccional.

Four-Bit Multiplication

0100 1/2
x 1101 x - 3/8
00000100
0000000
000100
11100
11110100 -3/16

11110100

Data Memory

Accumulator

:

-1/4
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Multiplicacién en complemento a 2:

@ Después de multiplicar dos nlimeros de N bits, se obtiene un nimero
de 2N bits que normalmente debe almacenarce en memoria con N
bits.

o El underflow ocurre si el resultado de la multiplicacién es menor a
27”

o Al truncar los n bits que aparecen, se obtiene exactamente 0.

o Ejemplo: La precisién de Q0.3 es 273 =1/8

-3/16 =-0.1875

-3/8 -2/8 -18 0 1/8 2/8 I8 48

@ ;Qué nimero habria que almacenar -1/8 0 -2/8?
@ Siempre serd necesario alglin esquema de redondeo si se desea usar el
mismo tamafio para los factores y el resultado.
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Esquemas de redondeo: Truncamiento

Truncamiento

Es un redondeo a —oo.

#include <stdint.h>
/* n es el numero de bits de la parte fraccionaria */
int32_t truncation(int64_t X)

{
int32_t a;
a = (int32_t) (X >> n);
return a;

}

-3/16 =-0.1875

L [ ] [ [ L. I [ [ [ [ ] ] ] ] [] []
L] L] L] L] ] | ik ] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
358 2/8 -1/8 0 18 2/8 3B 4/8
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Esquemas de redondeo: Redondeo

Redondeo

y = Q(X + 2—(n+1))

Es un redondeo al valor mds cercano. Se suma la mitad de la precisién y
luego se trunca.

int32_t roundoff(int64_t X)

{
int32_t a;
a=X+ (1 << (n-1));
return truncation(a);
}
-3/16 =-0.1875
L [] [ [ [ [ f?" [] [ [ [ [ [ [ [l [l
] L] ] ] ] ] L] L] L] L] L] L]

-3/8 -2/8 ﬂ 0 1/8 2/8 38 4/8
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Operacién MAC

La operacién MAC (multiplicaciones y acumulacién) es la operacién bésica
en los procesadores digitales de sefales.

int32_t alK];
int32_t b[K];
int64_t c = 0;
for (i=0; i<K; i++){
c =c+ ( (int64_t) ali]l * (int64_t) b[i] )
};

o Es la implementacién en cédigo de la convolucidn.

@ Los Procesadores Digitales de Sefiales (DSP) la ejecutan por
hardware (directamente en la ALU). Los DSP tienen:
e acumuladores con bits de guarda para evitar overflow, y
e manejan los esquemas de redondeo automdticamente.
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Desplazamientos légico y aritm

@ Multiplicacién por 2: todos los bits se desplazan hacia la izquierda en
una posicion.

@ Divisién por 2: todos los bits se desplazan hacia la derecha en una
posicién (desplazamiento légico).

@ ;Qué sucede con nimeros en complemento a 27

o jEl bit de signo debe ser preservado! (desplazamiento aritmético).

@ Desplazamiento aritmético # desplazamiento légico.

Shift Right Logical Shift Right Arithmetic
Qﬂ_ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

o—~wr|1[0[1]0f0]2]1]1 before 1|u|1|n\u\1\1\1-|\
[0f1]of1]olofa]a] after [1]afofaJofof1]1]
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