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Cuando un sistema tiene una sola entrada y una sola salida
se denomina sistema SISO (single input single output);
cuando posee varias entradas y varias salidas se llama R(s) Y1s)
sistema MIMO (multi input multi output). — Gl ——=>
Para sistemas SISO, la funcion de transferencia G(S)
corresponde a la relacion salida entrada escrita
directamente como: i Y (s)
G(s)=—
R (s)

condics. iniciales=0

— laij] |

Sin embargo, para sistemas MIMO se
requiere introducir subindices para identificar "
tanto al nUmero de salida i como al nimero BT
de entrada j con respecto a la posicion de

la funcion de transferencia individual Gij(s),
asociada a una salida y a una entrada i
especifica: J
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Cuando tenemos sistemas dinamicos lineales, se cumple que:

x = Ax + Bu
y=Cx + Du
x(t) es el vector de estado, de dimensién n.
u(t) es el vector de entradas, de dimensién m.
y(t) es el vector de salida, de dimension p.
A(t) es la matriz del sistema, de dimensiones n x n.
B(t) es la matriz de entradas, de dimensiones n x m.
C(t) es la matriz de salida, de dimensiones p x n.
D(t) tiene dimensiones p x n (en la mayorfa de los sistemas es nula).
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En la Figura se muestra un sistema resistor-inductor-capacitor

Hallar las ecuaciones de estado

y = 1!R -+ *I?L -+ ‘I’{j

R L _ di
v = iR+ L— + v
df C
—_
. 1 = C(dve/dt) -
1'T c I (dve ).
Voltaje —
aplicado 217 dv
v=LC— +v,+ RC—=
dt2 ¢ dt
di R 1 _. _ R 1 1
E=—Ef——uc+zv Xa(t)=i(t) x1=—Ex1—Ex:+Ev
1
Xa(t)= ve(t _
dve 1 200 ® xﬁ_cxl
=
dt C

b=l 11[]

0




Area de la seccion
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Remplentel
*ﬁ ; q '?r_ ; j

e

C| L RI 1
- di
dhy g2 — @3 = Ay
q— 0 — d
dt
hpg y dhy
Un = h)pg iy 7R T
q1 R, 1 dr
— (hy — pg  hpg diy
R, R, L dt
0g —pg
h1 RyA4 R{Aq [ ]
h,| | Pe p ( _ 11
R14A; Ay R1




Generalizamos para sistemas de orden n-esimo representados por ecuaciones
diferenciales lineales en las que la funcion de entrada no contiene términos derivados

(n) (h—1) .
yta y +--+ta,_1yta,y=u

X =) X1 = X2
L == ; )&7 =.X .
27 mm) mm) | X = Ax + Bu
(n—1) An—1 = X
X = v
" Xn ApXy — Xy T u
o 0 1 0 0 ] 0]
X
] 0 0 1 0 0
Xo
x=| " A= : : B=
‘ 0 0 0 1 0
‘xl’l
T __an Ty T2 _a]_ ]
F'xl_

Y(s) 1
Us) s'"+as" '+ +a,_s+a,




Considere el sistema mecinico que aparece en la Figura 3,16. Se supone que el sistema es lineal.
La fuerza externa u(r) es la entrada al sistema, v el desplazamiento v(f) de la masa es la sali-
da. El desplazamiento y(f) se mide a partir de la posicién de equilibrio en ausencia de una
fuerza externa. Este sistema tiene una sola entrada y una sola salida.

xp(e) = yi1)

A partir del diagrama, la ecuacién del sistema es i
-{f) = v(I)
myt+bvy+hkv=u .
LLLLLILL LS, " * = L A
o = 1 !
< X == AX _I_ BM ,_ =— (- ky — ﬂ{} e oy
k § m ) ' m
u(t) F == Cx + Du , k fr i
,; Apg= —— X —— X2t — U
i m Hi
e
:
» Bl y(t) [xl] . ! [xlj N 0 o] I
= : U s
X2 _ i - _é X2 l Y Xo
m m m
CISL LTSS LSS
0 1 0
= = = D=0
A L B E B 1| C=1[1 0]
= " 1 _ | 7




Generalizamos para sistemas de orden n-esimo representados por ecuaciones
diferenciales lineales en las que la funcion de entrada contiene términos derivados

(n) (i~ 1) ) (n) (r=1)
Y + ap y T owes Ay, 1Yy +any = bOM i bl U = == P

n— U + b,u
xp =y = fou
xz——'}.’_ ,Bol.l i ﬂﬂi:)el — fiu

X3 =y — Pout — .8102 — Pou =J&2 — Pau

(n—1) (n—1) (n—2) . .
x”: )? _ﬁ() u _ﬂl u _'”_ﬂlz—?.u_ﬁn—]l’l:xn—l_ﬂn—lu

donde f,, S, P>, ..., B, s determinan a partir de

Po = bo X =x + P
Py = b1 — aifo

Ba=by — aifpy — axf

B3 = by — aifp; — axfy — asP

Xy = x5 + Bou

X — Xy + :Bn—lu

o

ﬁn = bn - alﬁn—l o an—lﬁl o amBO X = ——anxl o an_lxz o alxn + ﬁnu



X = Xy + Bu

Xy = x5 + Bou

xn—-l - xn + Bn—lu
)&ﬁ,: —d o an—l'X'Z o o al'xn 62 ﬁnu
—351- 3 0 I x1 7 C B T
?5‘2 0 X2 ,32
J&n--l O 0 O 1 xn—l ﬂn—l
L. )&n - -_an _Gl”_l an—2 _al— = xn = =5 :Bn -
]
X2
y=[1 0 Ol . |+ Pou
—xll.-.
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;

—> ¥ dzy b dy du k(
m-——= - T /)~ Ky —u
Z dr* dr  dt Y~
Carro sin masa \ “f\]/f/\v dQ}? + b dy b dlf{
m m —— + — e + ku
o - dr’ dt b
@) )
@ (0 ! |
(n) (n—1) ) (n) (n=1) .
.y + al }) + T + all_ l.y + any = bOu + bl u + Tt + bn— l,u + bill/l
b . b Bo=by =0
yt+—y+—-y=0xu+—u+—u
m b
‘ '.81:171"@1/30:;
b k b k k /b
alz;l, agz;, by =0, b1:%, bEZ% ﬁzzbz“alﬁl—azﬁo:%“<g
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b k b k
a =" td, — —, b()zo’ bl__’ b2:_
m Toom m m
fo= =0 X1 =y~ fou =y
b b
'ﬁ‘:bl—a‘ﬁO:E ‘ X2=3'C1*/31”:561“%M
k(b . b
ﬂ2=b2—a1,31*612/30=£— ; X]A=XZ+’BIM=X2:;;I’U
. _ kb Tk
By = —agy = @y f = m % m . m
- b -
- - L
X1 0 1 [xlil_l_ - 10] X1
. — U v:
X2 _E __b_ X2 k b\’ ) X
L m Bk m m
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dt” }
e g > )
7
i =
Carro sin masa Lk m T R - —I_ kbﬁ
" m {2 dr ky t
ol

(ms® + bs + k)Y(s) = (bs + k)U(s)

Y(S)_ bs + k

Funcion de transferencia = G(s) = i
Uls) ms“+ bs +k
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s U — X| — X,

nmy my ——AWW———

ONN®) * T 0

74
ml).{.] = “—kl)q = kz(x] — .)Cz) T b(ﬁé} - )(.,-2) + i
MyXy = —k3x, — ko(xy — x1) — b(-fz - ?51)

ﬂ’ll.).f-l + bﬁtl -+ (k; + kz)xl e bﬂ('fz = k2.7{:2 + u

mg;ifz -+ b)Cz == (kg -+ kg).?fz == bxl o kle

[ms* + bs + (k; + k2)1X,(s) = (bs + k)Xo(s) + U(s)
[mys™ + bs + (ky + k3)1Xo(x) = (bs + k)X (s)

[(mys? + bs + ky + ky)(maos” + bs + ky + ks) — (bs + k)21X,(5)
= (mys” + bs + ky + k3)U(s)




[((mys* + bs + ky + ko) (mps™ + bs + ky + ks) — (bs + k)21X,(s)
= (mas” + bs + ky + k3)U(s)

Xi(s) mos”* + bs + ko + ks
U(s)  (mys® + bs + ky + ko) (mas® + bs + ky + k3) — (bs + ky)?

XE(S) B bs + kz
U(s)  (mys® + bs + k) + ko) (mas® + bs + ks + k) — (bs + k»)*
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R Ry Suponemos que ei es la entrada y eo es

la salida. Las capacitancias C1y C2 no

o W% AW
cambian inicialmente . En |la segunda
e; Cr = C, :E ¢,  etapa del circuito (la parte R2C2) produce
‘ , un efecto de carga en la primera etapa (la
1 )
parte R1C1)
O — —& O
L | 1
E (ll - 12) dt -+ Rlll = ei C—PS—‘ [II(S) - 12(S)] + RIII(S) - Ei(S)

1 1
e A P 1 1
C J (i — i) dt + Ryl + C flz dt=0 | o5 [60) = L)) + Roly(s) + —— L(s) = 0

2 N 2
L dt 1
— | L,di=e, L _
C2 CQS ]2(5) EO(S)
E,(s) 1

E(s) (R,Cys + 1D)(R,Cos + 1) + R,Cos

1 2
B R1C1R2C252 =+ (RIC'l - R2C2 s RICZ)S 4 ]




Funcion de transferencia

X = Ax + Bu
@:G(S) y = Cx + Du
U(s) | I '
u(?) X(1) x(1) y(@®)
— —) B® _% Jdt F————} C( :Xg —
I___ A
sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s) (sI — A)X(s) = BU(s)

Y(s) = CX(s) + DUGs) "~ X(s) = (sI — A) " 'BUGs)

Y(s) = [C(sI — A)~'B + D]U(s)

Y(s) = G(s)U(s)

_ =i G(s) = 49,
Gs)=CI-—A)"'B+D sT — A




Funcion de transferencia y modelo de estado
sX(s) - x(0) = AX(s) + BU(s)
donde x(0) es el vector de condiciones iniciales. Si e x(0) = 0, entonces:

sT- A]X(s) = BU(s)

X(s) = [sI- A]"" BU(s)
Y(s) = CX(s) + DU(s) = C sI - A" BU(s) + DU(s)
Y(s)z{C[sI—A] B+DJU()

= G(s)=C[sI- A 'B+D

” . o ok A &
G(s) = CrsI~A} B+D=
= CT[sI-T'AT] ' T'B+D=

= CTT [~ A TT B4 D=
= C[sSI-A]"'B+D=0G(s)

= det [sT — A]
%m Vlores propios de A

[sT- A]™" = Adj [sT - A]"

det [sI — A]




Solucion homogénea para una ecuacion diferencial escalar

o= g

x(f) = by + byt + bot* + - + byt + - == x(0) = by

by + 2b,t + 30>+ - + kbt 4+ = a(by, + byt + bt* + - + bt + )
b]—abo
b =lab =1a2b 1 1
S x(t)=<1-I-az‘-l—i—'aztz-l—---+Eaktk+--->x(0)
1 1 ' :
b3—§ab2—3X203b0
. ar
= " x(0)
1 k
bk_aabo
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Solucion homogénea para una ecuacion diferencial matricial

X = AX

x = vector de dimensidén n
A = matriz de coeficientes constantes de n X n

x(f) = by + byt + byr® + - + bt + - mp [x(0) = b,

bl I 2b2t+ 3b3t2 + .0+ kbktk_l + .. :A(bo -- b1f+b2f2 + ... + bktk—|— )
b, = Ab,
by = - Ab, = ~ A% 1 1
S R R x(r)z(I+Az‘+§~'A2t2+---+E'—Aktk+---)x(0)
1 . H

1
= — = ey 3
by = = Ab, = -~ — A’b

x(f) = e*x(0)

) k
bk:EAbO

Sistemas de Automatizacién | UNIDAD 3 | MIMO




Solucidon para el caso ho homogéneo para una ecuacion diferencial escalar

x = ax + bu
x — ax = bu

. d __ _
e “[x(#) — ax(r)] = 7 € “x(0)] = e “bu(r)

’

e “x() — x(0) = j e “"bu(t)dr

0

A

x(1) = e”x(0) + & J e “bu(t)dr
0




Solucion para el caso ho homogéneo para una ecuacion diferencial matricial

x = vector de dimensién n
vector de dimension r
= matriz de coeficientes constantes de n X n
B = matriz de coeficientes constantes de n X r

I

x = Ax + Bu

e

x(1) — Ax(7) = Bu(?)

e "ATX(H) — Ax()] = d% e 2'x(1)] = e ABu(r)

I

x(1) = ¢*'x(0) + J AT UBu(r) dr
0
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Solucion para el caso ho homogéneo para una ecuacion diferencial matricial
aplicando Transformada de Laplace

x = AX + Bu

sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s)

(sI — A)X(s) = x(0) + BU(s)

Premultiplicando

por (sl — A)~1 X(s) = (sI — A)alx(o) + (s — A)_IBU.(S)

X(s) = L[e*]x(0) + L[e*]BU(s)

¢

x(1) = ¢*x(0) + J AU OBu(t) dr

0




EJEMPLO 11.5. Obtenga la matriz de transicién de estados ®(7) del sistema siguiente

\l . 0] ] X
)&2 =2 =3 3 XQ_
Obtenga también la inversa de la matriz de transicién de estados, @ ().

Para este sistema,
0 1
A=
= =3

La matriz de transicion de estados d®(7) se obtiene mediante

D) =eM=Fs5I-A)

s 0 0 l § =]
sI—A= = =
E S A 3] ]

la inversa de (sI — A) se obtiene mediante

("—A)_'=—1——-——— s+3 1
s GENEL| -2 &

Como

s+ 3 1
B E+DE+2 GE+DHis+2)
) 5

E+F)E+2) G+DE+2)

~ 2€—t_e~2z 61_6—21
—2e 7 +2e7F -l
Si se tiene en cuenta que @ (1) = (1), se obtiene la inversa de la matriz de transicién de estados del

/) 2
—el €-t el e2f

O ln=e M=
() _2el+2621 _ef_|_2821



EJEMPLO 11.6. Obtenga la respuesta en el tiempo del sistema siguiente:

JE'L 0 1 X 0

S =+ u

Az =2 — 3 Xn 1
donde u(7) es la funcién escal6n unitario que se presenta en ¢t = (), o

u(t) = 1(1)

A ) o]

La matriz de transicién de estados D(1) = e* se obtuvo en el Ejemplo 11.5 como
Jemp

G 26—:__6—’3' e—r_e--Zr
2e "+ 2¢e e "+ 2e

Para este sistema,

La respuesta a la entrada escal6n unitario se obtiene entonces como
r —{f—1) =2(—%) —({t—13) —2(r— 1)
2e —e e —e 0
; At
x(1) = ¢*'x(0) + i e N (-1 [1]1dz
0l =2 YTV 4 207D _pm0D 4 9,m200) 1

0@ | 27— e " —e ¥ [ x10) o =g T L
X5(7) —2e "+ 2e7H —pTi4 e %,(0) e F— g

Si el estado inicial es cero, o X(0) = 0, entonces x(¢) se puede simplificar a

0 bien

1

1

N F_|___ — 2t
[xl(ﬂ]_ 2 ° gt
Xz(f) e—r_ — 21

e



Controlabilidad y observabilidad.

Una funcién de transferencia desarrollada en fracciones simples muestra al sistema de manera desacoplada, es
decir, que las variables de estado son afectadas directamente por la funcidn de entrada U(s) y cada una de ellas
afecta individualmente la salida Y(s). El equivalente matricial de un sistema desacoplado es cuando se presenta
la matriz de estado A, como una matriz diagonal. Si en un sistema cuya ecuacién de estado homogénea es:

%}{.{:] = A*X[t) p, 0O 0 0 O]
0 p, 0 0 O
i’[‘*‘1«‘{E"I't:|=*ﬁtwf““f":ﬂl'tl TUATT=0 0 C
. ) 0 0 0O 0
0 0 0 0 p,

ELEWU=T4*3*T*KHU
dt

realizamos una transformacién lineal del vector de estado X(t) a un nuevo vector X2(t), mediante una matriz
cuadrada T (recordar que hay muchas matrices de transformacién, pero sélo una hara que A se convierta en
una matriz diagonal) Puede verse que esta ecuacion es igual a la ecuacién (4.11), a

diferencia de que al haber llevado a cabo una transformacion lineal, la nueva matriz A diagonalizada esta
representada en la ecuacion (4.13) como el producto de 3 matrices: T-1 *A*T.

S*[—T*A*T =T '*(s*[-A)*T

Tl*(s*I-A)* T| =|(s*I-A) =0



— | ¥ — | iy — &
i - aarn i §
3 v————‘——J ; 5 NS -3 1 0 X 1y
\ ! b Sl l=l2 =3 2|* Xy [+ g
- Xa | | X3 | dt -
L = i ; S ik 0y 0 1 =3] |x iy
£ B = B
s+3 -1 0
s*I-Al=|-2 s+3 -2|=0 = s+9*s°+23*s+15=0
0 1 s+3
p,=-1 Py =—3 Ps=—5 'Ji=1 A
& A i
-3 1 0 1 0 0 v, vi =2 v
A-p*I*vi=[| 2 -3 2 |—(-1)*|0 1 O||*|vi|=0
1 1 _
lo 1 -3 0 0 1) |vs ve=1 |
-2 1 0] |wv 1
A-p,**vi=|2 -2 2|*vi|=0 Z=lo v’ =
1
0 1 -2 Iv; _1
—2*yi+1*vi+0*vi =0 l
2%y —2*vL+2*v; =0
Lo 1 1 -1
0*v;+1*v,—2*v; =0 T—-2 0 2
1 -1 -1




o o - o - Controlabilidad:
X -3 1 0 X 8 _ -
d 1 1 1
—|x =] 2 =3 2 |* x|+ 1
At —*2 0 2
X 0 1 =3] |x By 4 | '
- - - =0 =T -1 1 -1}
x,° -1 0 0 X, " 1 1 1 u i
i‘;”—ﬂ -3 n::*:;ﬂ+1*2 0 z*ul e
dt ;ﬂ 0 o0 -t ;n 410 uz Observabilidad:
’ 2 b Bl B 11 -1
T-l+aA*T T-IB
12 0 2
1 0 0] [x, '-ll -1 _,1-
y=C*X+D*U=|0 1 0|*|x, +D*U -
0 0 1| |=x, Dx¥  pei
i —42 » <
LILQ("//’//// R N\/‘ e
1 1 -1 X, e 7 = o i
! E Sl / l . /\\//—l
}f = E*T*an 2 D 2 & RED ll \>./ /(\'i D(;_‘f D-i /<\‘l /(\\
o 1y —i\/‘ % P : O ¥z (=xX3)
1 -1 -1 |=x, 2 gt S .
\‘/\‘ /;/ 2 // \)\//2
L o _3 b A0l
cé/\/i 3 J / el
Us o . T \J D\% D-1 /// = ya (=x3)
Input \_?“'%’L o e Output
% ,,

Mode



Controlabilidad

x = vector de estados (vector de dimensién n)

e s u = sefial de control (escalar)
X_AX_I_BM A =matrizden X n

B = matriz de n X 1

Este sistema es completamente controlable en t=to si es posible construir una sefial de control sin
restricciones que transfiera un estado inicial a cualquier estado final en un tiempo finito to<t<t1.
Se supone que el estado final es el origen en el espacio de estados y que el tiempo inicial es to=0

4

x(t) = ¢*x(0) + f e* " OBu(7) dr
0

Iy *’ 3
x(t;) = 0 = A"x(0) + J AU TIBy(t)dr — x(0) = — J e A Bu(t) dr

0 0
n—1 i1 (t
o — k
e At _ Z ak(f)Ak — X(O) = Z A'B OCk('C)M(T) dt
k=0 k=0 0 ;
t — -
1 . o . . 1
J o (Du(t) dv = B, ’ [BiAB i --- i A" "B]
0 s I8
a1 T = —[BiAB - A" B]|-" -
. B B La MATRIZ DE CONTROLABILIDAD n x n
x(0) = — Z A"Bf; Py debe ser de rango n
k=0 _




Observabilidad

X = AX x = vector de estado (vector de dimensién )
y = vector de salida (vector de dimensién m)
A =matrizn X n -
C = matriz m X n

y = Cx

Un sistema es completamente observable si el estado x(to) se determina a partir de la observacién de y(t)
durante un intervalo de tiempo finito , tO<t<t1. El sistema es completamente observable si todas las
transiciones del estado afectan a todos los elementos del vector de salida. Se consideran sistemas lineales e
invariantes en el tiempo. Se supone to=0 A veces algunas variables de estado no son accesibles para la
medicion directa, por lo que se hace necesario estimarlas para construir las sefales de control. Estas
estimaciones son posibles siy solo si el sistema es completamente observable.

— _ _Ar Alt—

X = Ax + Bu x(H) = e*x(0) + | A" YBu(r)dr

. _

CX -+ Dll t
y(7) = Ce*x(0) + C | e*“""Bu(r)dr + Du
0

—_

[C* | A*C* | .- | (A%)'71C¥)

y(1) = Ce*x(0) B

n—1 — ¥y =Y o (CA*x(0)
eAr — Z Otk(Z)Ak k=0 La MATRIZ DE OBSERVABILIDAD n x nm

Py debe ser de rango n

_



Sea el sistema descrito por

)Cl
y= [l 0][ }
.7C2

. Es este sistema controlable v observable?

. | completamente controlable

[B i AB] = [(1) 1] El rango es 2, por lo tanto es

[C* i A*C*] = [1 1:! El rango es 2, por lo tanto es

0 1 completamente observable
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Movimiento en el espacio de estado.
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