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POLOS, CEROS Y ESTABILIDAD

Un requerimiento importante para un sistema de control es que debe ser estable. Esto significa que si al sistema se aplica una entrada de
magnitud finita , entonces la salida deberia también ser finita (y nunca infinita); es decir, incrementarse dentro de un limite.

Para sistemas lineales el requerimiento de estabilidad se puede definir en términos de los polos de la funcidn de transferencia en lazo
cerrado.

Los polos son las raices del polinomio del denominador de la funcidon de transferencia y los ceros |as raices del polinomio del
numerador de la funcion de transferencia.

ESTABILIDAD

Un sistema se puede definir como estable si toda entrada acotada, es decir, finita, produce una salida acotada. De manera
alternativa, un sistema se puede definir como estable si al estar sujeto a una entrada impulso la salida tiende a cero a medida
qgue el tiempo tiende a infinito. Si, al responder a la entrada impulso, |la salida del sistema tiende a infinito a medida que el
tiempo tiende a infinito, entonces el sistema es inestable.

Critcamenta estabka Inesialde
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POLOS Y CEROS

La funcidn de transferencia en lazo cerrado G (s) de un sistema, en general se puede representar como:

K(s™+ a,_1s™ 1t +a,_,s™ 2%+ +a;s+ap)
sA(s™ + b,_1S" 1+ b,_,S" %2+ -+ bys + by)

G(s) =

Y, si las raices del denominador y del numerador se establecen como:

K(s + 2)(s + 23) . (s + 2) Z1, Z9, . , Zym SON lOS ceros.
D1, P2, -, Pn SON lOs polos.

(s +p1)(s +p2) ... (s + pn) K es una constante o ganancia del sistema.

G(s) =

Los ceros son los valores de s para los cuales la funcion de transferencia se convierte en cero. Los polos son los
valores de s para los cuales la funcién de transferencia es infinita, es decir, éstos hacen que el valor del

denominador sea cero.

Los polos y los ceros pueden ser cantidades reales o complejas. En general, los polos y los ceros se pueden
escribir como:

o es la parte real.

Ss=0+jw } . . o
jw es la parte imaginaria.
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ESTABILIDAD Y POLOS

La estabilidad de un sistema se puede determinar considerando cdmo cambia la salida con el tiempo después de una
entrada impulso. Con un sistema estable la salida debera tender a cero con el tiempo, y con un sistema inestable la
misma debera crecera con el tiempo.

= Considere un sistema sin ceros y un polo en —2. La funcién de transferencia G(s) sera: G(s) = T
S

1 1
Oo(s) =—=0i(s) = ) g =

El valor de e ™2t decrece con el tiempo, haciéndose cero en un tiempo infinito. Por lo tanto el sistema es ESTABLE.

= Considere un sistema sin ceros y un polo en 2. La funcion de transferencia G(s) sera: G(s) = P

1 1 0, =
Oo(s) = :Hi(s) l— —) 0 =€

El valor de e?t crece con el tiempo, haciéndose infinito en un tiempo infinito. Por lo tanto el sistema es INESTABLE.

Sistemas de Automatizacién | UNIDAD S | Estabilidad



= Considere un sistema sin ceros y con polos en (—2 * j1). La funcion de transferencia G (s) sera:

1 1
s = (=2 +jD]ls = (=2 —j1)] - QO(S)z[s—(—2+j1)][s—(—2—j1)]

G(s) =

Z 7 . 1 — —
Esta es una transformada de Laplace de la forma y asi la transformada inversa es P (e at _ ¢ bt).

1
(s+a)(s+b)

jt _ o=t
6y = i_(e_Zteft — e‘Zte‘ft) =e 4t (e .e ﬂ 6o = e *'sent
2] 2j

Esta es una onda senoidal, la cual tiene una amplitud que decrece con el tiempo de acuerdo con e~%t. De esta
manera, la salida decae con el tiempo y, por lo tanto, el sistema es ESTABLE.

En general, cuando a un sistema se aplica un impulso, la salida es de la forma de una suma de términos exponenciales. Si sélo 1 de
los términos exponenciales es una exponencial creciente, entonces la salida crece de manera continua con el tiempo y el sistema es
inestable. Esta situacion se producira si uno de los polos tiene parte real positiva y, de esta manera, el denominador de la funcién de
transferencia incluye un término (s — a).

Cuando existen pares de polos que involucran +jw entonces la salida es siempre una oscilacion. Esta oscilacidn es estable si la parte
real del par de polos es negativa e inestable si es positiva.

Si sélo interesa la estabilidad, los polos de la funcidén de transferencia son importantes y los valores de los ceros del sistema son
irrelevantes.
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CRITERIO DE ESTABILIDAD DE ROUTH-HURWITZ

Determinar la estabilidad de un sistema dada su funcion de transferencia implica también determinar las raices del
polinomio del denominador de la funcion y considerar si cualquiera de éstas son o no positivas. Sin embargo, las raices no
se pueden obtener con facilidad si el polinomio del denominador es de la forma:

A"+ a,_ sV +a, "%+ -+ ays + ag

y n es mayor que 3 o 4. El criterio de Routh-Hurwitz, sin embargo, representa un método que se puede utilizar en tales
situaciones.

La primera prueba que se aplica es revisar los coeficientes de los términos de la expresion anterior. Si éstos son todos
positivos y ninguno es cero, entonces el sistema puede ser estable. Si cualquiera de los coeficientes es negativo,

entonces el sistema es inestable. Si cualquiera de los coeficientes es cero, entonces, el sistema podria ser criticamente
estable.

Para sistemas que tienen denominadores que podrian ser estables, se lleva a cabo una segunda prueba. Los
coeficientes de la ecuacion se escriben en un orden particular denominado “arreglo de Routh”. Este es:

Los siguientes renglones se determinan mediante el calculo a partir de los elementos de los 2 renglones
inmediatamente anteriores.



a,
a,

b

Q

Los elementos del tercer rengldon se obtienen a partir de los elementos de los 2 renglones

previos mediante:

ar, a
n
a an-3 b, = ap_4 — An-s5
n—1 An-1

Los elementos del cuarto renglon se obtienen a partir de los elementos de los 2 renglones

previos mediante:

O
D

Cuando el arreglo se ha completado, éste se revisa. Si todos los
elementos de la primera columna son positivos, todas las raices tienen
partes reales negativas, y estan en el lado izquierdo del diagrama de
patron de polos y ceros. Entonces, el sistema es estable si todos los
elementos de la primera columna son positivos.

Si en la primera columna hay elementos negativos, el niUmero de cambio
de signo en la primera columna es igual al niumero de raices con parte
reales positivas.



ESTABILIDAD RELATIVA

La construccidon del arreglo de Routh y la aplicacidon del criterio de que la primera columna del arreglo sélo debe
contener términos positivos, permite decidir si el sistema tiene o no todas sus raices en el semiplano izquierdo del
plano s y, que de esta manera, el sistema sea estable o no. Sin embargo, a menudo esto es util para saber qué tan
cerca de la inestabilidad esta un sistema estable.

Para lograrlo, hay que ver qué tan cerca del eje imaginario estan las raices. Esto se
puede hacer recorriendo el eje a la izquierda una cantidad definida y encontrar si el
! corrimiento da o no por resultado un sistema inestable medido a partir del nuevo
' eje.

Carrmeento del g8

Recorrer el eje a —o significa que todos los valores de s del denominador de la
-~ funcidén de transferencia se reemplacen por (r — o) y en la ecuacidon en r es donde
ahora se aplica la prueba de estabilidad.
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E(s)
Mis) C(s)

N
| —>®—> Ge(s) —»  G,(s) >
Tis) .

M(S):KC-(1+L.+Td-s)

ey

+ Co(s)
= _/I "I Go(2) ” G, (s) .
—X !
) |
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Imaginario

/ Estabilidad

// 0 Real

Z

Regién
estable

7 = e(0+]a))T= 0T gjwT

Imaginario

1 Para el caso de seinales continuas, el sistema sera estable si
todos los polos de la Funcidon de Transferencia en lazo cerrado
caen en el semiplano izquierdo del plano s, por lo que s debe
tener 0<0.

! Debido a que €T es la magnitud de z, es decir |z], la condicidn

Regien freal de estabilidad en un sistema de datos muestreados, los polos

de la Funcién de Transferencia pulso en lazo cerrado, deben
giticament caer dentro del circulo unitario (radio 1y centro en el origen).

o Se dice que un sistema es criticamente estable si tiene un polo
en el circulo.

Figura 15.25 Regiones de
estabilidad para los polos: a) plano s,
b) plano z
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. - " e) Salida de una secuencia senoidal que decae
b) Salida de una secuencia geométrica que decae
con signos alternados

Imaginario

Imaginario Imaginario

f) Salida de una secuencia senoidal con amplitud
constante

Imaginario

a) Salida de una secuencia geométrica que decae
\ - U ‘ ] l l ’
0
j Real t

¢) Salida de una secuencia constante

(K] e 5 e
’ ’ , ’ o (
0 Real :

g) Salida de una secuencia geométrica creciente

IR

1N
/

d) Salida de una secuencia constante con signos
alternados

’ yIk]
/(
) Real o \«L\\)\t

h) Salida de una secuencia geométrica creciente
con signos alternados

Figura 15.27 Efecto de la localizacion de las raices en respuesta a una entrada impulso

0.37z+0.26
22 —240.63

Glz)y=

Imaginario
1

0.62

. : —(—1) x+1- : :
Esta tiene la ecuacidn caracteristica ) z= (D= \/; 4x0.63 =0.50+j0.6 —> :

22 - 24+0.63=0




Prueba de Routh-Hurwitz

1+w 2.2+1
Z=1" G(z)= —
w z4+4+0,4.z—-0,1
(1+w)
G(w)-= 2w __ (w+3)(1-w)
(<1+w))2 102 0tW o 0,5Ww2422.w+1,3
(1-w) a-w)
5 Como en el arreglo de Routh no
w 0:5 1.3 - -
: : hay cambios de signo en la
W' 2.2 primera columna, el sistema es
WO 13 estable
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