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Ejemplo 5.15

Integrar ex+y+z en la caja [0, 1]× [0, 1]× [0, 1].

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
ex+y+z dx dy dz =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
ex+y+z

∣∣1
x=0

)
dy dz

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
e1+y+z − ey+z

)
dy dz

=

∫ 1

0

(
e1+y+z − ey+z

) ∣∣1
y=0

dz

=

∫ 1

0

(
e2+z − 2e1+z + ez

)
dz

=
(
e2+z − 2e1+z + ez

) ∣∣1
0

= e3 − 3e2 + 3e− 1 = (e− 1)3
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Ejemplo 5.17

Comprobar la fórmula del volumen para la bola de radio 1:∫∫∫
W
dx dy dz =

4

3
π,

donde W =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

.

Describimos la bola por

1 ≤ x ≤ 1,

−
√

1− x2 ≤ y ≤
√

1− x2,
−
√

1− x2 − y2 ≤ z ≤
√

1− x2 − y2.

V =

∫∫∫
W
dx dy dz =

∫ 1

−1

∫ √1−x2
−
√
1−x2

∫ √1−x2−y2

−
√

1−x2−y2
dz dy dx.
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Ejemplo 5.17

V =

∫ 1

−1

∫ √1−x2
−
√
1−x2

∫ √1−x2−y2

−
√

1−x2−y2
dz dy dx

=

∫ 1

−1

∫ √1−x2
−
√
1−x2

z∣∣∣∣
√

1−x2−y2

−
√

1−x2−y2

 dy dx

= 2

∫ 1

−1

∫ √1−x2
−
√
1−x2

(
1− x2 − y2

)1/2
dy dx

= 2

∫ 1

−1

(∫ √1−x2
−
√
1−x2

(
1− x2 − y2

)1/2
dy

)
︸ ︷︷ ︸∫ a

−a
(a2 − y2)1/2 dy =

a2

2
π =

1− x2

2
π

dx

= π

∫ 1

−1
(1− x2)dx =

4

3
π
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Regiones elementales
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Regiones elementales simétricas
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Ejemplo 5.18

Sea W la región limitada por los planos x = 0, y = 0, z = 2 y la superficie
z = x2 + y2 en el primer octante. Calcular

∫∫∫
W x dx dy dz y esbozar la

región.

Método 1:

0 ≤ x ≤
√

2,

0 ≤ y ≤
√

2− x2,
x2 + y2 ≤ z ≤ 2.

∫∫∫
W
x dx dy dz =

∫ √2
0

∫ √2−x2
0

∫ 2

x2+y2
x dz dy dx =

8
√

2

15
.
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Ejemplo 5.19

a) Calcular ∫ 1

0

∫ x

0

∫ 2

x2+y2
dz dy dx.

∫ 1

0

∫ x

0

∫ 2

x2+y2
dz dy dx =

∫ 1

0

∫ x

0
z

∣∣∣∣2
x2+y2

dy dx

=

∫ 1

0

∫ x

0
(2− x2 − y2) dy dx

=

∫ 1

0

(
2y − x2y − y3

3

) ∣∣∣∣x
0

dx

=

∫ 1

0

(
2x− x3 − x3

3

)
dx =

∫ 1

0

(
2x− 4x3

3

)
dx

=

(
x2 − x4

3

) ∣∣∣∣1
0

= 1− 1

3
=

2

3
.
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Ejemplo 5.19

a) Hemos calculado

∫ 1

0

∫ x

0

∫ 2

x2+y2
dz dy dx =

2

3
.

b) Dibujar la región de integración.

c) Interpretar la integral. La integral es el volumen de la región de
integración.
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sólido comprendido entre las
superficies dadas por z = x2 + 3y2 y z = 8− x2 − y2, si la densidad en
cada punto viene dada por δ(x, y, z) = xy + xez. SOL Thomas, pag.862.

∫ √2
−
√
2

∫ √4−2y2

−
√

4−2y2

∫ 8−x2−y2

x2+3y2
(xy + xez)dz dx dy.

.
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2 Fórmula del cambio de variables
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Aplicaciones de una región en otra

Sean D∗ ⊂ R2 y T : D∗ → R2 una aplicación diferenciable; llamamos
D = T (D∗).

Una forma de comprender la geometŕıa de una aplicación T es ver cómo
deforma a D∗.
Ej 6.1: Sean D∗ = [0, 1]× [0, 2π] y
T : D∗ → R2/T (r, θ) = (r cos θ, r sen θ).
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Aplicaciones inyectivas

Definición

Una aplicación T : D∗ → R2 es inyectiva en D∗ si para (u, v) y (u′, v′) en
D∗, T (u, v) = T (u′, v′) implica u = u′ y v = v′.

Ej 6.3: la aplicación de cambio a coordenadas polares T : R2 → R2 dada
por T (r, θ) = (r cos θ, r sen θ) no es inyectiva si su dominio es R2.
(Analizar T (0, θ1) y T (0, θ2).)
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Ejemplo 6.7

Sea D la región del primer cuadrante comprendida entre los arcos de
circunferencia x2 + y2 = a2, x2 + y2 = b2, 0 < a < b. Sea T la
transformación a coordenadas polares, T (r, θ) = (r cos θ, r sen θ). Hallar
D∗ tal que T (D∗) = D.

Rta: D∗ = [a, b]× [0, π/2].
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Propiedad (sin demostración)

Si D∗ y D son regiones elementales y T : D∗ → D tiene la propiedad de
que el determinate de DT (u, v) no se anula en ningún (u, v) ∈ D∗, y si T
transforma la frontera de D∗ de forma inyectiva y sobreyectiva en la
frontera de D, entonces T es inyectiva y sobreyectiva de D∗ en D.
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Motivación cambio de variables

Dados D y D∗ en R2 y T : D∗ → D (diferenciable),
T (u, v) = (x(u, v), y(u, v)), (u, v) ∈ D∗, buscamos calcular∫∫

D
f(x, y)dx dy.

Si fuera cierto que

∫∫
D
f(x, y)dx dy

?
=

∫∫
D∗
f(x(u, v), y(u, v))du dv,

en particular tendŕıamos que∫∫
D
dx dy︸ ︷︷ ︸

A(D)

?
=

∫∫
D∗

du dv︸ ︷︷ ︸
A(D∗)

,

que es falso.
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Determinantes Jacobianos

Definición (Determinante jacobiano)

Sea T : D∗ ⊂ R2 → R2 una transformación de clase C1 dada por
x = x(u, v) y y = y(u, v). El determinante jacobiano de T , que se escribe
∂(x,y)
∂(u,v) , es el determinante de DT (u, v), la matriz derivada de T :

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣ .

Ej. 6.8: para la transformación T : R2 → R2, T (r, θ) = (r cos θ, r sen θ),
que transforma coordenadas polares en coordenadas cartesianas, el
determinante jacobiano es

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sen θ

sen θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r.
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A(D) (explicación de la fórmula)

T (u, v) = (x(u, v), y(u, v))

, T ′ es una matriz 2x2, la linealización de T en
(u0, v0) es: L(u, v) = T (u0, v0) + T ′

(
u−u0
v−v0

)
.
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A(D) (explicación de la fórmula)

T (u, v) = (x(u, v), y(u, v))

A(D) =

∫∫
D∗

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv.

Coordenadas polares

A(D) =

∫∫
D
dx dy =

∫∫
D∗
r dr dθ.
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T (u, v) = (x(u, v), y(u, v))

A(D) =

∫∫
D∗

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv.
Coordenadas polares

A(D) =

∫∫
D
dx dy =

∫∫
D∗
r dr dθ.

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 32 / 56



Recorrido

1 Integrales triples
Ejemplos
Ejercicios
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Cambio de variables en integrales dobles

Teorema (Cambio de variables en integrales dobles)

Sean D y D∗ regiones elementales del plano y sea T : D∗ → D de clase
C1 e inyectiva, tal que D = T (D∗). Entonces para cualquier función
integrable f : D → R, tenemos∫∫

D
f(x, y)dx dy =

∫∫
D∗
f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv.
Sin demostración.

Coordenadas polares

La fórmula ∫∫
D
f(x, y)dx dy =

∫∫
D∗
f(r cos θ, r sen θ) r dr dθ

es válida cuando T transforma D∗ en D de forma inyectiva, excepto tal
vez en la frontera de D∗.

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 34 / 56



Cambio de variables en integrales dobles

Teorema (Cambio de variables en integrales dobles)

Sean D y D∗ regiones elementales del plano y sea T : D∗ → D de clase
C1 e inyectiva, tal que D = T (D∗). Entonces para cualquier función
integrable f : D → R, tenemos∫∫

D
f(x, y)dx dy =

∫∫
D∗
f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv.
Sin demostración.

Coordenadas polares

La fórmula ∫∫
D
f(x, y)dx dy =

∫∫
D∗
f(r cos θ, r sen θ) r dr dθ

es válida cuando T transforma D∗ en D de forma inyectiva, excepto tal
vez en la frontera de D∗.

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 34 / 56



Ejemplo 6.12: integral gaussiana

∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π.

I2 =

∫ ∞
−∞

e−x
2
dx

∫ ∞
−∞

e−y
2
dy =

∫∫
R2

e−x
2−y2dx dy

=

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−r
2
r dr dθ =

∫ 2π

0

(
ĺım
a→∞

∫ a

0
e−r

2
r dr

)
dθ

=

∫ 2π

0
ĺım
a→∞

(
−1

2
e−r

2

) ∣∣∣∣a
0

dθ =

∫ 2π

0
ĺım
a→∞

−1

2
(e−a

2 − 1)dθ

=

∫ 2π

0

1

2
dθ = π.
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ĺım
a→∞

∫ a

0
e−r

2
r dr

)
dθ

=

∫ 2π

0
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ĺım
a→∞

−1

2
(e−a

2 − 1)dθ

=

∫ 2π

0

1

2
dθ = π.

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 35 / 56



Ejemplo 6.12: integral gaussiana

∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π.

I2 =

∫ ∞
−∞

e−x
2
dx

∫ ∞
−∞

e−y
2
dy =

∫∫
R2

e−x
2−y2dx dy

=

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−r
2
r dr dθ =

∫ 2π

0

(
ĺım
a→∞

∫ a

0
e−r

2
r dr

)
dθ

=

∫ 2π

0
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ĺım
a→∞

−1

2
(e−a

2 − 1)dθ

=

∫ 2π

0

1

2
dθ = π.

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 35 / 56



Recorrido

1 Integrales triples
Ejemplos
Ejercicios
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Cambio de variables en integrales triples

∫∫∫
W
f(x, y, z)dx dy dz

=

∫∫∫
W ∗

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

∣∣∣∣ ∂(x, y, z)

∂(u, v, w)

∣∣∣∣ du dv dw,

donde W ∗ es una región elemental en el espacio que se corresponde con
W en el espacio xyz por una aplicación
T : (u, v, w) 7→ (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)), supuesto que T es C1 e
inyectiva, excepto posiblemente en un conjunto que es unión de gráficas de
funciones de dos variables.
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2 Fórmula del cambio de variables
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Coordenadas ciĺındricas

T (r, θ, z) = (r cos θ, r sen θ, z)

∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
=

∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sen θ 0
sen θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r.

Cambio de variables: coordenadas ciĺındricas∫∫∫
W
f(x, y, z)dx dy dz =

∫∫∫
W ∗

f(r cos θ, r sen θ, z) r dr dθ dz.
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Coordenadas esféricas

T (r, θ, z) = (ρ senφ cos θ, ρ senφ sen θ, ρ cosφ)

∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, φ)
=

∣∣∣∣∣∣
senφ cos θ −ρ senφ sen θ ρ cosφ cos θ
senφ sen θ ρ senφ cos θ ρ cosφ sen θ

cosφ 0 −ρ senφ

∣∣∣∣∣∣ = −ρ2 senφ.

Cambio de variables: coordenadas esféricas

∫∫∫
W
f(x, y, z)dx dy dz

=

∫∫∫
W ∗

f(ρ senφ cos θ, ρ senφ sen θ, ρ cosφ) ρ2 senφdρ dθ dφ.
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Ejemplo 6.13

Sea W la bola unitaria de R3. Calcular∫∫∫
W
e(x

2+y2+z2)
3/2

dV.

0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π,

∫∫∫
W
e(x

2+y2+z2)
3/2

dV =

∫∫∫
W ∗

eρ
3
ρ2 senφdρ dθ dφ

=

∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0
eρ

3
ρ2 senφdθ dφ dρ

=
4

3
π(e− 1).
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Valor medio de una función

La media de los números x1, · · · , xn es

[xi]m =
x1 + · · ·+ xn

n
=

1

n

∑n
i=1 xi.

Definición

El valor medio de una función de una variable en el intervalo [a, b] es

[f ]m =

∫ b
a f(x)dx

b− a
.

El valor medio de una función de dos variables en la región D ⊂ R2 es

[f ]m =

∫∫
D f(x, y)dx dy∫∫

D dx dy
.

El valor medio de una función de tres variables en la región W ⊂ R3 es

[f ]m =

∫∫∫
W f(x, y, z)dx dy dz∫∫∫

W dx dy dz
.
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Para una región en el espacio W con densidad de masa δ(x, y, z),

volumen =

∫∫∫
W
dx dy dz,

masa =

∫∫∫
W
δ(x, y, z) dx dy dz,
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Tipos de integrales impropias

Integramos f : D → R, donde f(x) ≥ 0, para todo x ∈ D.

Las integrales impropias que analizaremos se encuadran en uno de estos
tres casos:

1) f es continua excepto en la frontera de D (que es una región
acotada).

2) f es no acotada en puntos aislados de D.

3) D es una región no acotada.
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Ejemplos de integrales impropias

1) D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, f : D → R,

f(x, y) =
1√

1− x2 − y2
;
∫∫
D

f dA da el área de la semiesfera de

radio 1.
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Regiones exhaustivas
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Caso 1. Teorema de Fubini para integrales impropias

Teorema

Sea D una región elemental del plano y f ≥ 0 una función continua
excepto quizá en puntos de la frontera de D. Si una de las integrales∫∫

D
f(x, y)dA,

∫ b

a

∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y) dy dx︸ ︷︷ ︸

para regiones y-simples

,

∫ d

c

∫ ψ2(x)

ψ1(x)
f(x, y) dx dy,︸ ︷︷ ︸

para regiones x-simples

existe como integral impropia, entonces f es integrable y todas son iguales.

Observación: en este caso se dice que la integral es convergente.
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Ejemplos de integrales impropias

1) D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, f : D → R,

f(x, y) =
1√

1− x2 − y2
;
∫∫
D

f dA da el área de la semiesfera de

radio 1. ∫ √1−x2
−
√
1−x2

dy√
1− x2 − y2

= ĺım
δ→0

∫ √1−x2−δ
−
√
1−x2+δ

dy√
1− x2 − y2

= ĺım
δ→0

sen−1
(

y√
1− x2

) ∣∣∣∣
√
1−x2−δ

−
√
1−x2+δ

= π.

ĺım
η→0

∫ 1−η

−1+η

∫ √1−x2
−
√
1−x2

dy dx√
1− x2 − y2

= 2π.
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Ejemplos de integrales impropias

1) D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, f : D → R,

f(x, y) =
1√

1− x2 − y2
;
∫∫
D

f dA da el área de la semiesfera de

radio 1. ∫ 2π

0

∫ 1

0

r√
1− r2

dr dθ

=

∫ 2π

0

(
ĺım
R→1

∫ R

0

r√
1− r2

dr

)
dθ

=

∫ 2π

0
ĺım
R→1

(
−
√

1− r2
∣∣∣∣R
0

)
dθ

=

∫ 2π

0
ĺım
R→1

(
−
√

1−R2 + 1
)
dθ

= 2π.
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Caso 2: funciones f ≥ 0 que no están definidas o no son
acotadas en puntos aislados

Si D es una región x-simple o y-simple y f no está definida en
(x0, y0) ∈ D o f se hace ((infinito))cerca de (x0, y0), pero śı es continua en

todos los puntos de D excepto en (x0, y0), entonces

∫∫
D\Dδ

f dA está

definida.

Decimos que f es integrable en D o que

∫∫
D
f dA es convergente si

ĺım
δ→0

∫∫
D\Dδ

f dA

existe.
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definida.

Decimos que f es integrable en D o que

∫∫
D
f dA es convergente si
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Ejemplos de integrales impropias

2) D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, f : D → R, f(x, y) =
1√

x2 + y2
;∫∫

D

f dA. No definida en (0, 0), no acotada en D. Se trabaja en una

región D \Dδ, donde Dδ es un disco con radio δ, centrado en el
origen. ∫∫

D\Dδ
f dA

=

∫ 2π

0

∫ 1

δ

1

r
r dr dθ

=

∫ 2π

0

∫ 1

δ
dr dθ = 2π(1− δ)

∫∫
D
f dA = ĺım

δ→0

∫∫
D\Dδ

f dA = 2π.
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Ejemplos de integrales impropias
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Caso 3: la región D es no acotada

Ya lo vimos en el Ejemplo 6.12, integral gaussiana, donde para integrar∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π

se plantea

I2 =

∫∫
R2

e−x
2−y2dx dy =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−r
2
r dr dθ

=

∫ 2π

0

(
ĺım
a→∞

∫ a

0
e−r

2
r dr

)
dθ =

∫ 2π

0

1

2
dθ = π.
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