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Ejemplo 5.15

Integrar e*T¥*% en la caja [0, 1] x [0,1] x [0, 1].
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Ejemplo 5.15

Integrar e*T¥*% en la caja [0, 1] x [0,1] x [0, 1].

1,1 1 1 rl )
///e$+y+zdxdydz //(ex+y+z‘w_0) dydz
o Jo Jo 0 Jo B

1

/ (el—i-y-i-z _ey-i-z) dde
0

(el+y+z _ y+2) ’y od’z

1
= / (€2+Z — 217 4 e®) dz
0
(e2+z — % 1+Z—|—6Z }0
=€

3 32 +3e—1=(e—1)°

S—S—
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Ejemplo 5.17

Comprobar la férmula del volumen para la bola de radio 1:

/// drdydz = é71',
w 3

donde W = {(z,y,2) € R® : 2? + y? + 2* < 1}.
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Describimos la bola por
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Ejemplo 5.17

Comprobar la férmula del volumen para la bola de radio 1:

/// drdydz = é71',
w 3

donde W = {(z,y,2) € R® : 2? + y? + 2* < 1}.
Describimos la bola por

1< =z <1,

—\/1—{[}2§ Yy S\/l_lz?
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Ejemplo 5.17

Comprobar la férmula del volumen para la bola de radio 1:

/// drdydz = é71',
w 3

donde W = {(z,y,2) € R® : 2? + y? + 2* < 1}.

Describimos la bola por

1< =z <1,
—\/1—{[}2§ Yy §v1—1‘2,
—V1i-22—y2< 2z <V1-—22—9y2
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Ejemplo 5.17

Comprobar la férmula del volumen para la bola de radio 1:

/// drdydz = é71',
w 3

donde W = {(z,y,2) € R® : 2? + y? + 2* < 1}.

Describimos la bola por

1< =z <1,
—\/1—.’[}2§ Yy §v1—1‘2,
—V1-22—9y2< 2 <1-—2a%2—92

1— z2
V= /// dmdydz—/ / / dzdyda;.
1— x2—y
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Ejemplo 5.17

1 1—22 1—z2—y2
vV = / / / dz dy dx
—1J—V1—22 J—y/1—22—y2
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Ejemplo 5.17
1 pV1—z2 1—z2—y2
\%4 :/ / / dz dy dx
—1J—-1-22J—/1—22—y2
1 Vima? [ /1-a2—y?
= z
/1 /\/1952 —/1—22—y2

dy dx
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Ejemplo 5.17

1— x2

/ / / dzdydm
1— 12—y

Vi—z2 1- 902*?/
/ / 1— x2 1 932 Y
:2/ / (l—xQ—yQ)l/Qdydx
—-1J-V1-22

dy dx

2
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Ejemplo 5.17
1— x2
/ / / dzdydm
1— 12—y
Vi—z? 1- 902*?/
/ / 1— x2 1 932 Y
_2/ / 1—x2—y2)1/2dydx

V1—z? 1/2
—2/ / (1—x2—y2) dy dx
-1 —V1—22

~~

a 2 2
l1—=z
/a(a y) iy =5 2

dy dx

2
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Ejemplo 5.17
1— x2
/ / / dzdydm
1— 12—y
Vi—z? 1- 902*?/
/ / 1— x2 1 932 Y
_2/ / 1—x2—y2)1/2dydx

V1—z? 1/2
—2/ / (1—x2—y2) dy dx
-1 —V1—22

a 2 2
1—
/ (a2—y2)1/2dy:—a27r: T

dy dx

2
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Regiones elementales

]

Top and bottom are Front and rear are Left and side are
surfaces z =y(x, ¥) surfaces x=p(y, z) surfaces y = 8(x, z)
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Regiones elementales simétricas
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [, @ dx dy dz y esbozar la
region.
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [, @ dx dy dz y esbozar la
region.

Método 1:
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie
z =2 + y? en el primer octante. Calcular [, @ dx dy dz y esbozar la

region.
Método 1:
0<z<V2,
0 S Yy S v2—$2,
$2+y2 <z <2
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [, @ dx dy dz y esbozar la
region.

Método 1:
0<z<V2,
OSyS v2—$2,
$2+y2§z§2.
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [, @ dx dy dz y esbozar la
region.

z=x2+32
Método 1:

0<z<V2,
OSyS v2—$2,
$2+y2§z§2.

V2 V2-22 2
/// xdxdydz:/ / / rdzdydr =
w 0

0 x2 +y2
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [, @ dx dy dz y esbozar la
region.

z=x2+32
Método 1:

0<z<V2,
OSyS v2—$2,
$2+y2§z§2.

V2 V2-22 2
/// xdxdydz:/ / / xdzdydx:%.
w 0

0 x2 +y2 15
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [}, x dz dy dz y esbozar la
region.
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Ejemplo 5.18
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [}, x dz dy dz y esbozar la
region.

Método 2: ‘ =
x=0
0<2<2, y=0
0<y<+/z 2 vz
0<a<+/z2—19y2
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [}, x dz dy dz y esbozar la
region.

Método 2: ‘ S

2 vz z—y?
/// a:da:dydz:/ / / rdrdydz =
w o Jo 0
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Ejemplo 5.18

Sea W la regién limitada por los planos z =0, y = 0, z = 2 y la superficie

z =2 + y? en el primer octante. Calcular [}, x dz dy dz y esbozar la
region.

Método 2: ‘ S

2 vz oA z2—y?
/// a:da:dydz:/ / / xdxdydz:g—ﬁ.
w o Jo 0

15
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Ejemplo 5.19
a) Calcular
1 prx p2
/// dz dy dzx.
0 Jo Jz24y2
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Ejemplo 5.19

a) Calcular
1 T 2
/// dz dy dzx.
0 Jo Jz24y2

1 x 2

/// dz dy dx

0 JO Jz24y?
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Ejemplo 5.19

a) Calcular
1 T 2
/// dz dy dzx.
0 Jo Jz24y2

1 prx 2 1 px |2

/// dzdydx—//z

0 JO Jz24y? 0 Jo

dy dx
x? +,y2
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Ejemplo 5.19
a) Calcular
1 prx p2
/// dz dy dzx.
0 Jo Jz24y2

1 T 2 1 T
/// dzdydx—//z
0 JO Jz24y? 0 Jo
1 T
:/ / (2— 2% —9?) dydx
0 Jo

2
dy dx
x? +,y2
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Ejemplo 5.19
a) Calcular
1 prx p2
/// dz dy dzx.
0 Jo Jz24y2
dy dx

1 px p2 1 prx |2
/// dzdydx—//z
0 0 12+y2 0 0 x2+y2
1 T
:/ / (2— 2% —9?) dydx
0 Jo
1 3 x
2 Y
IS )

dzx
0
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Ejemplo 5.19

a) Calcular
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Ejemplo 5.19
a) Calcular
1 prx p2
/// dz dy dzx.
0 Jo Jz24y2
dy dx

1 oz 2 1

/// dzdydx—//z

0 0 :102+y 0 0 x2+fy

1

/ 2733 — 2 ) dy dx

1
dzx

o e
[ 5o [ ()
(-,
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Ejemplo 5.19

1 T 2 9
a) Hemos calculado / / / dzdydr = —.
0 Jo Jx24y2? 3
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Ejemplo 5.19

1 T 2 9
a) Hemos calculado / / / dzdydr = —.
0 Jo Jx24y2? 3

b) Dibujar la regién de integracién.
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Ejemplo 5.19

1 T 2 9
a) Hemos calculado / / / dzdydr = —.
0 Jo Jx24y2? 3

b) Dibujar la regién de integracién.

z

z=x2+y?
z=2
(1, 12)
A=
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Ejemplo 5.19

1 T 2 9
a) Hemos calculado / / / dzdydr = —.
0 Jo Jx24y2? 3

b) Dibujar la regién de integracién.

z

z=x2+y?

c) Interpretar la integral.
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Ejemplo 5.19

1 T 2 9
a) Hemos calculado / / / dzdydr = —.
0 Jo Jx24y2? 3

b) Dibujar la regién de integracién.

z

z=x2+y?

c) Interpretar la integral. La integral es el volumen de la regién de

integracién.
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las
superficies dadas por z = 22 + 3y% y 2 = 8 — 22 — ¢?, si la densidad en
cada punto viene dada por 6(z,y, z) = zy + xe*. SOL Thomas, pag.862.
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las
superficies dadas por z = 22 + 3y% y 2 = 8 — 22 — ¢?, si la densidad en
cada punto viene dada por 6(z,y, z) = zy + xe*. SOL Thomas, pag.862.

M

z
Sale en
z=8—x—y?
c=8—xt—y?

N, /
\ La curva de interseccion

\— z=x%+ 3y?
= 4 = 2,0,0)
1

(2,0,4)
Entra en
2=+ 3 —

Entra en
y==Vd—x%2 —

|
(2,0,0)

-

Sale en
y=Via—xy2

UNIDAD
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las

superficies dadas por z = 22 + 3y% y 2 = 8 — 22 — ¢?, si la densidad en
cada punto viene dada por 6(z,y, z) = zy + xe*. SOL Thomas, pag.862.

M 4
Sale en
z=8—x—y?
R z=8—x2—y?
\\ /
\ La curva de interseccion
V2 4-2y2 82 —y?
z
)@,H:/:p\e Ydz dz dy.
-2 J- .
|0
1
|
\— z=x4 37
Entra en
z=x2 43yt —1
Eotraen | S| (=2,0,
y==Vid—2y2 — —
I 24 9,2
2,0,0) A T=4
x
L ¥

Sale en
y=Via—xy2

14/56
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Ejercicios capitulo 5

En los ejerciciar del T al 4, efecluar la imegracion indicada en la caja deda.

2, ‘ | e ydrdyd:, B =1[0,1] [0, 1] = [0, 1].
JoJa
oo

3 ir| (2x + 3y + z)dxdyde. B = [0, 2] x [ -1, 1] % [0, 1],
Il

En los efercicios del § al 8 describiv la region dada como una revion elemenral.
4 5

. ’ /o 7
5. l.a region gue estd entre ¢l cono z = \,,-"_\" oy yely

6. La region cortada por el cilindro x* ~ v + " <4 enlabola 22" + 27 = 1
esto es. lu region dentro del cilindro y de la bola.

En los ejercicios del 9 al 12 hallar el volumen de la region correspondiente.
9. Laregidn limitada por 7 = x° + % y 2= 10 — ¥ = 232,

11. El sélido limitado por x =y, z =0, v =0, x = |, v x + y+tz=10.
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Ejercicio

1. Cada integral iterada (a) a (d) es una integral sobre una region D.
Aparee cada integral con la correspondiente region de
integracion.

2 3 a0 R P () 1 px py 1 ry px
(a) / f / dydzdx  (b) f f f dydxdz (c) f f f dzdydx  (d) f f / dzdxdy
0o Jo J-T—=x 0 Jo J-VIT 0 Jo Jo 0 Jo Jo

o

O] (i) (iif) (iv)
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Ejercicios capitulo 5

Calcular las integrales en lox ejercicios del 13 ql 21

4, J ' | v+ xz)dedvdx
o o Ja

a
19. [ [ (1 Zdxdyds; Wes la pirdmide con vérice superior en (0, 0, 1)
W

¥ cuyos vrices en la hase son (0, 0000, (1,0, 0% (0, 1, 0) y (0, 1. 0L

1 2z pxty
21. [ f | dz dy dx,
t pyl

J0 Jo St

Ao

22, au) Dibujar la regidn de integracion de la integral | Slx, v, 2)dz dydx.
Jo Jo Jo

b) Escribir Ia integral con el sizniente orden de integracién: dxdydz.
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Ejercicios capitulo 5

Para las regiones de los efercicios del 23 al 26, encontrar los [imites de integracion apropiadoes ¢(x),
B-0x), 7400, ¥), ¥ yalx, 30, v escribir la integral iriple en la region W eomo una integral iterada de fa forma:

" I-.‘~ |- il rpale. v ‘I
J fav = 4 | j fix, v. :)dZJd_v i> dx.

w Jo Ule=

ik, ¥)
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Recorrido

© Formula del cambio de variables
@ Geometria de las aplicaciones de R? en R?
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Aplicaciones de una region en otra

Sean D* C R? y T : D* — R? una aplicacién diferenciable; llamamos
D = T(D").
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Aplicaciones de una region en otra

Sean D* C R? y T : D* — R? una aplicacién diferenciable; llamamos
D =T(D").

Una forma de comprender la geometria de una aplicacién T" es ver cémo
deforma a D*.
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Aplicaciones de una region en otra

Sean D* C R? y T : D* — R? una aplicacién diferenciable; llamamos
D = T(D").

Una forma de comprender la geometria de una aplicacién T" es ver cémo
deforma a D*.
Ej 6.1: Sean D* = [0,1] x [0,27] y

T :D* —R2/T(r,0) = (rcosf,rsenb).

a

T (r, 6) — (rcos @, rsin6) = (x, )

¥
/_,__, — (x.7)
o k_/
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Aplicaciones inyectivas

Definicion

Una aplicacién T': D* — R? es inyectiva en D* si para (u,v) y (u/,v') en
D*, T(u,v) =T/, v") implicau=u"y v="1"
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Aplicaciones inyectivas

Definicion

Una aplicacién T': D* — R? es inyectiva en D* si para (u,v) y (u/,v') en
D*, T(u,v) =T/, v") implicau=u"y v="1"

Ej 6.3: la aplicacién de cambio a coordenadas polares T : R? — R? dada
por T'(r,6) = (rcos@,rsenf) no es inyectiva si su dominio es R
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Aplicaciones inyectivas

Definicion

Una aplicacién T': D* — R? es inyectiva en D* si para (u,v) y (u/,v') en
D*, T(u,v) =T/, v") implicau=u"y v="1"

Ej 6.3: la aplicacién de cambio a coordenadas polares T : R? — R? dada
por T'(r,6) = (rcos@,rsenf) no es inyectiva si su dominio es R
(Analizar T(0,6,) y T/(0,62).)
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Ejemplo 6.7

Sea D la regién del primer cuadrante comprendida entre los arcos de
circunferencia 22 + 2 =a?, 22+ 9> =0%>, 0<a<b.Sea T la
transformacién a coordenadas polares, T'(r,0) = (r cosf,rsend). Hallar
D* tal que T'(D*) = D.

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 24 /56



Ejemplo 6.7

Sea D la regién del primer cuadrante comprendida entre los arcos de
circunferencia 22 + 2 =a?, 22+ 9> =0%>, 0<a<b.Sea T la
transformacién a coordenadas polares, T'(r,0) = (r cosf,rsend). Hallar
D* tal que T'(D*) = D.

Rta: D* = [a, b] x [0, 7/2].
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Propiedad (sin demostracion)

Si D* y D son regiones elementales y T': D* — D tiene la propiedad de
que el determinate de DT'(u,v) no se anula en ningin (u,v) € D*, ysi T
transforma la frontera de D* de forma inyectiva y sobreyectiva en la
frontera de D, entonces T es inyectiva y sobreyectiva de D* en D.
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ El teorema del cambio de vairables
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ El teorema del cambio de vairables
@ Determinantes jacobianos
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Motivacion cambio de variables

Dados Dy D* en R2y T': D* — D (diferenciable),
T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), (u,v) € D*, buscamos calcular

//D f(z,y)dz dy.
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Motivacion cambio de variables

Dados Dy D* en R2y T': D* — D (diferenciable),
T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), (u,v) € D*, buscamos calcular

//D f(z,y)dz dy.

Si fuera cierto que //D f(z,y)dz dy < / . f(z(u,v),y(u,v))dudv,
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Motivacion cambio de variables

Dados Dy D* en R2y T': D* — D (diferenciable),
T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), (u,v) € D*, buscamos calcular

//D f(z,y)dz dy.

Si fuera cierto que //D f(z,y)dz dy < / . f(z(u,v),y(u,v))dudv,

en particular tendriamos que

// dxdy;// du dv,
D *

NG

A(D) A(D*)

que es falso.
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Determinantes Jacobianos

Definicién (Determinante jacobiano)

Sea T : D* C R? — R? una transformacién de clase C'! dada por

x = x(u,v) y y = y(u,v). El determinante jacobiano de T', que se escribe
ggi’zi, es el determinante de DT'(u,v), la matriz derivada de 7"

Oz Oz
8(.’1),3/) | Ou Ov
Au,v) | oy oy
Oou Ov
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Determinantes Jacobianos

Definicién (Determinante jacobiano)

Sea T : D* C R? — R? una transformacién de clase C'! dada por

x = x(u,v) y y = y(u,v). El determinante jacobiano de T', que se escribe

gg’z%, es el determinante de DT'(u,v), la matriz derivada de 7"

Oz Oz
G(x,y) | Ou Ov
Au,v) | oy oy
Oou Ov

Ej. 6.8: para la transformacién T : R? — R2, T(r,0) = (rcosf,rsenf),
que transforma coordenadas polares en coordenadas cartesianas, el
determinante jacobiano es
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Determinantes Jacobianos

Definicién (Determinante jacobiano)

Sea T : D* C R? — R? una transformacién de clase C'! dada por

x = x(u,v) y y = y(u,v). El determinante jacobiano de T', que se escribe

gg’z%, es el determinante de DT'(u,v), la matriz derivada de 7"

Oz Oz
G(x,y) | Ou Ov
Au,v) | oy oy
Oou Ov

Ej. 6.8: para la transformacién T : R? — R2, T(r,0) = (rcosf,rsenf),
que transforma coordenadas polares en coordenadas cartesianas, el
determinante jacobiano es

cos@ —rsenf

senf) rcos6
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A(D) (explicacién de la férmula)

T(u, ’U) = (33(1% U), y(“? U))

v ¥
T(ug. vo) + T(LF)
Av —3%_] \ .
— nwr)
Av (x0. 3p)
(1. vg) Aui = T(ug, vp) Au%i + Au%j
u X
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A(D) (explicacién de la férmula)

T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), T es una matriz 2x2, la linealizacién de T en
(ug,v0) es: L(u,v) = T(uo,vo) _‘_T/(u—uo).

Avj

(119, vg)

Aui

v—1g

Av—axj
-

(xg. 1)

dv \

= T(uy,

Tlug, vg) + T°(1F)

nw)

v) Au%i + Au%j
au

u
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A(D) (explicacién de la férmula)

T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), T es una matriz 2x2, la linealizacién de T en
(uo, vo) es: L(u,v) = T(uo,v0) + 1" (3_50)-

dx  ox ax dx  0x Ix
) a_|du v ||Au|_ du | _ VA3 — 9u ov |[ 0 A v A
T'(Aui)= oy By [ 0 }_ Au oy | = AuT, T(Avj)= oy oy ||av]= Av ay |~ AT,
du Jdv dJu du  dv v
v ¥

Tlug, vg) + T°(1F)

Av —3%_] \ .
" no)
Avj (xo. 3p)
(g, vp) Aui = T(up, w) Au%i + Au%j
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A(D) (explicacién de la férmula)

T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), T es una matriz 2x2, la linealizacién de T en

(uo, vo) es: L(u,v) =T (ug,vo) + T"(

ufuo)
v—vg

v v
T(ug. vo) + T(DF)
Av o i+|Av é)v‘] \ o
/—\
Avj T (x0- ) 7
(irg, vp) Aui = T(ug, vo) Au%i + A I%J
u x
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A(D) (explicacién de la férmula)

T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), T' es una matriz 2x2, la linealizacién de T en
(’LLQ, UO) €s: L(u, ’U) = T(UO; UO) + T/ (ufuo)

v—10
area of 7'([F)
dx dx dx 0x
PP T B P T 2(x, )
BH BL = BH BL AulAv = B;Au Av
_—'yAu —'y./_\v —y oy (u, v) evaluated at (up, vp).
du Jv du  dv
v )/
T(ug. vo) + T(DF)
"o
Avj
(irg, vp) Aui = T(ug, vo) Au%i + A I%J
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A(D) (explicacién de la férmula)

T(u, ’U) = (33(1% U), y(“’? U))

N\

4

aw) = [ |52

£t

du dv.
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A(D) (explicacién de la férmula)

T(u, ’U) = (33(1% U), y(“’? U))

N\

du dv.

I(z,y)
A(D) = / / ‘
(D) p+| 0(u,v)
Coordenadas polares

A(D)://D dxdy://D*rdrdG.
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ El teorema del cambio de vairables

@ Férmula del cambio de variables
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Cambio de variables en integrales dobles

Teorema (Cambio de variables en integrales dobles)

Sean D y D* regiones elementales del plano y seaT' : D* — D de clase

C' e inyectiva, tal que D = T(D*). Entonces para cualquier funcién
integrable f : D — R, tenemos

/ f:nydxdy—/D*f x(u,v) (uv))'a( y)

Sin demostracién.
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Cambio de variables en integrales dobles

Teorema (Cambio de variables en integrales dobles)

Sean D y D* regiones elementales del plano y sea T : D* — D de clase
C' e inyectiva, tal que D = T(D*). Entonces para cualquier funcién

integrable f : D — R, tenemos

/fmydxdy_/D*f u,v) (uv))'gguvg

Sin demostracién.

Coordenadas polares

La féormula

/ f(z,y)dz dy —/ f(rcos@,rsen®)rdrdf
D D~

es valida cuando T transforma D* en D de forma inyectiva, excepto tal
vez en la frontera de D*.

4
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ

—00
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ

—00
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ

—00

I2:/ xde/ edey:// 67127y2d$dy
RQ
27
/ / " dr df
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ

—00

I? :/ e dr / efyzdy = // eV 4y dy
RQ
2 2 a 5
/ / e " rdrdﬁ—/ <lim/ e’ rdr) do
0 a—r o0 0
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ

—00

I2:/ xde/ edey:// 67127y2d$dy
RQ
2 2 a 5
/ / e " rdrdﬁ—/ <lim/ e’ rdr) do
0 a—r o0 0
_ T 1 _,2 e
=/ (g

do
0
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ

—00

I2:/ xde/ edey:// 67127y2d$dy
RQ
2 2 a 5
/ / rdrd@—/ <lim/ e’ rdr) do
0 a—r o0 0
7 1 1
=/ (g
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Ejemplo 6.12: integral gaussiana

/ e dy = NZ

—00

I2:/ xde/ edey:// 67127y2d$dy
RQ
27 2 a 5
/ / - rdrd@—/ <lim/ e " rdr) do
0 a— 00 0
12 | SNV
:/0 ali}rgo <—2e ) d@—/o lim —5(6 —1)df

0
27T1
:/ —df = .
0
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ El teorema del cambio de vairables

@ Férmula del cambio de variabes para integrales triples
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Cambio de variables en integrales triples

// f(z,y,z)dx dy dz
9(z,y,2)

//W*f (u, v, w), y(u, v, w), z(uvw))‘a(uvw) du dv dw,
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Cambio de variables en integrales triples

// f(z,y,z)dx dy dz
R e e

donde W* es una regién elemental en el espacio que se corresponde con
W en el espacio xyz por una aplicacién

T : (u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)), supuesto que T es C! e
inyectiva, excepto posiblemente en un conjunto que es unién de gréficas de
funciones de dos variables.

du dv dw,
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ El teorema del cambio de vairables

@ Coordenadas cilindricas y esféricas
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Coordenadas cilindricas

T(r,0,z) = (rcosf,rsené,z)

cos@ —rsenf O
=|senf rcosf O |=m.
0 0 1
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Coordenadas cilindricas

T(r,0,z) = (rcosf,rsené,z)

cos@ —rsenf O
=|senf rcosf O |=m.
0 0 1

Cambio de variables: coordenadas cilindricas

/// f(z,y,2)dxdydz = // f(rcos@,rsend,z)rdrddz.
w W
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Coordenadas esféricas

T(r,0,z) = (psen¢cos b, psen ¢ sen b, pcos ¢)

sengcosf) —psengsenf pcos@cosb
=| sengsenf psengcosh pcospsend | = —p?sen .
cos ¢ 0 —psen ¢

d(z,y,2)
(p,0,9)
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Coordenadas esféricas

T(r,0,z) = (psen¢cos b, psen ¢ sen b, pcos ¢)

Oz ) sengcosf) —psengsenf pcos@cosb
3 ’g’ =| sengsenf psengcosh pcospsend | = —p?sen .
(p,0,9) cos ¢ 0 —psen ¢

Cambio de variables: coordenadas esféricas

// /W f(@,y, 2)de dy dz

= // f(psen ¢ cos @, psen dpsen b, pcos ¢) p? sen ¢ dp df do.
W*

v

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 40 /56



Ejemplo 6.13

Sea W la bola unitaria de R3. Calcular

/ / / ) gy,
w
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Ejemplo 6.13

Sea W la bola unitaria de R3. Calcular

/ / / ) gy,
w
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Ejemplo 6.13

Sea W la bola unitaria de R3. Calcular

/ / / ) gy,
w

///We(x2+y2+22)3/2dV:/// e o2 sen ¢ dp df do
///27r % sen ¢ df do dp

3 m(e—1).
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ Aplicaciones
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ Aplicaciones
@ Medias
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Valor medio de una funcidn

La media de los nimeros x1, -+ ,x, es
[$] _$1+"‘+$n_1zn T
iym — - = I
n n =1
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Valor medio de una funcién

La media de los nimeros z1,--- , x, €s
14tz 1,
[Zi]m = = > ie1 Ti.

n

Definicion

El valor medio de una funcién de una variable en el intervalo [a, b] es

um—ff

a
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Valor medio de una funcién

La media de los nimeros z1,--- , x, €s
14tz 1,
[Zi]m = = > ie1 Ti.

n

Definicion

El valor medio de una funcién de una variable en el intervalo [a, b] es

ff

[flm =
—a
El valor medlo de una funcién de dos variables en la regién D C R? es
(Fl = ffD x,y)dx dy
i [y dxdy
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Valor medio de una funcién

La media de los nimeros z1,--- , x, €s
14tz 1,
[Zi]m = = > ie1 Ti.

n

Definicion

El valor medio de una funcién de una variable en el intervalo [a, b] es

ff

[flm = 22
El valor medlo de una funcién de dos variables en la regién D C R? es
(Fl = ffD x,y)dx dy

[y dxdy

El valor medio de una funcién de tres variables en la regién W C R3 es
£l fffW x,y, z)dx dydz

Ify dzdydz
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ Aplicaciones

@ Volumen y masa
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Para una regién en el espacio W con densidad de masa (z, vy, 2),

volumen = /// drdydz,
1%
masa = /// §(z,y, z)dxdydz,
w
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Recorrido

6 Integrales impropias
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Tipos de integrales impropias

Integramos f : D — R, donde f(x) > 0, para todo x € D.
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Tipos de integrales impropias

Integramos f : D — R, donde f(x) > 0, para todo x € D.
Las integrales impropias que analizaremos se encuadran en uno de estos
tres casos:
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Tipos de integrales impropias

Integramos f : D — R, donde f(x) > 0, para todo x € D.
Las integrales impropias que analizaremos se encuadran en uno de estos
tres casos:

1) f es continua excepto en la frontera de D (que es una regidn
acotada).
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Tipos de integrales impropias

Integramos f : D — R, donde f(x) > 0, para todo x € D.
Las integrales impropias que analizaremos se encuadran en uno de estos
tres casos:

1) f es continua excepto en la frontera de D (que es una regidn
acotada).

2) f es no acotada en puntos aislados de D.
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Tipos de integrales impropias

Integramos f : D — R, donde f(x) > 0, para todo x € D.
Las integrales impropias que analizaremos se encuadran en uno de estos
tres casos:

1) f es continua excepto en la frontera de D (que es una regidn
acotada).

2) f es no acotada en puntos aislados de D.

3) D es una regién no acotada.
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Ejemplos de integrales impropias

1) D={(z,y) eR?: 22 +¢y2 <1}, f: D =R,
1
f(z,y) = ———=; [| fdA da el drea de la semiesfera de
1— x2 _ y2 D
radio 1.
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Regiones exhaustivas

}/1 Y= ¢2 (X) Y

y=¢1()

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 50 /56



Caso 1. Teorema de Fubini para integrales impropias

Teorema

Sea D una region elemental del plano y f > 0 una funcién continua
excepto quizd en puntos de la frontera de D. Si una de las integrales

$2(z)
//fxydA// asydydm// f(z,y) dx dy,

para reg/ones y-simples para regiones z-simples

existe como integral impropia, entonces f es integrable y todas son iguales.

Observacion: en este caso se dice que la integral es convergente.
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Ejemplos de integrales impropias

1) D={(z,y) eR?:22+¢y> <1}, f: D =R,

flz,y) = . [ fdA da el drea de la semiesfera de
1— x2 _ y2 D
radio 1.

/\/ 1—22 dy

, V12?1 — 2% —y?

) V1—z2-§ dy
PEET I = lim

620 1—z245 /1 — 22 —y?
:J ‘\ vV 1—12—5
t ] . -1 )

" / x = l{m sen

R 6—0

V1—2z2

= .

—V1—2246

, . dydz
lim = 27.
120 ) 14 Jvia? /1 — a2 —y?
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Ejemplos de integrales impropias

1) D={(z,y) eR?:2?2+y> <1}, f: D >R,

f(z,y) = ———=; [/ fdA da el drea de la semiesfera de
1— x2 _ y2 D
radio 1.
/27r /1 r o
.
o VI 7

L
0 Sy Vo
l,’ \“ 27
i' ‘; / lim 1— 7"2 df
\‘ JJ X O 1
\\\ J 2
S lim ( Vl—R?+0d9

o Rl
27
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Caso 2: funciones f > 0 que no estan definidas o no son

acotadas en puntos aislados

Si D es una regién z-simple o y-simple y f no estd definida en
(z0,y0) € D o f se hace «infinitorcerca de (xq,yo), pero si es continua en

todos los puntos de D excepto en (zg,yo), entonces f dA esta

D\Ds
definida.
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Caso 2: funciones f > 0 que no estan definidas o no son

acotadas en puntos aislados

Si D es una regién z-simple o y-simple y f no estd definida en
(z0,y0) € D o f se hace «infinitorcerca de (xq,yo), pero si es continua en

todos los puntos de D excepto en (zg,yo), entonces f dA esta
D\Ds
definida.

Decimos que f es integrable en D o que // f dA es convergente si
D

1fm / / fdA
6—0 D\Dj

existe.

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 54 /56



Ejemplos de integrales impropias

1

NZET
[[ fdA. No definida en (0,0), no acotada en D. Se trabaja en una
D

region D\ Ds, donde Ds es un disco con radio ¢, centrado en el

origen.
y / / fdA
D\D;
D 2 1 1
—/ / —rdrdf
_Ds 0 s T

-« > 21 1
:/ / dr d = 27(1 — §)
0 1

2) D={(z,y) eR?: 22+ > <1}, f: D =R, f(z,y) =
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Ejemplos de integrales impropias

1

N

[[ fdA. No definida en (0,0), no acotada en D. Se trabaja en una

2) D={(z,y) eR?: 22+ > <1}, f: D =R, f(z,y) =

D
region D\ Ds, donde Ds es un disco con radio ¢, centrado en el

origen.
y / / fdA
D\D;
D 2
/ / —rdrdf
_Ds 6
] e 27
:/ / drdf =2m(1 —9)
0 1

// fdA—hm//D\DéfdA—%r
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Caso 3: la regién D es no acotada

Ya lo vimos en el Ejemplo 6.12, integral gaussiana, donde para integrar

/ e dy = VT

— 00

se plantea

2 —x?—y? n > —r2
I’ = e Vidody = e " rdrdf
R2 0 0
2 a ) 2T 1
= / ( lim / e " Tdr> df = / —df = .
0 a—oo Jg 0 2

UNIDAD 2: integrales dobles y triples 56 /56



	Integrales triples
	Ejemplos
	Ejercicios

	Fórmula del cambio de variables
	Geometría de las aplicaciones de R2 en R2
	El teorema del cambio de vairables
	Aplicaciones

	Integrales impropias

