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Integrales Dobles sobre Rectángulos
Definición de la Integral

B = [a, b]× [c, d]× [p, q]

Sn =

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

f(cijk)∆x∆y∆z =

n∑
i,j,k=1

f(cijk)∆V.
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Integrales Dobles sobre Rectángulos
Definición de la Integral

Definición

Sea f una función de tres variables definida en B, acotada. Si la
sucesión {Sn} converge a un ĺımite S cuando n→ ∞ y si el ĺımite
S es el mismo para cualquier elección de cijk en las cajas Bijk,
entonces decimos que f es integrable sobre B y escribimos∫∫∫
B

f(x, y, z)dV, o

∫∫∫
B

f(x, y, z)dxdydz o

∫∫∫
B

fdxdydz,

para el ĺımite S.

Aśı, podemos reescribir la integrabilidad como

ĺım
n→∞

n∑
i,j,k=1

f(cijk)∆x∆y∆z =

∫∫∫
B

fdxdydz.

para cualquier elección de cijk ∈ B.
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S es el mismo para cualquier elección de cijk en las cajas Bijk,
entonces decimos que f es integrable sobre B y escribimos∫∫∫
B

f(x, y, z)dV, o

∫∫∫
B

f(x, y, z)dxdydz o

∫∫∫
B

fdxdydz,

para el ĺımite S.
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Propiedades de la Integral Triple

Teorema (Reducción a Integrales Iteradas)

Sea f(x, y, z) integrable en la caja B = [a, b]× [c, d]× [p, q].
Entonces cualquier integral iterada que exista es igual a la integral
triple, esto es,

∫∫∫
B

f(x, y, z)dxdydz =

q∫
p

d∫
c

b∫
a

f(x, y)dxdydz

=

q∫
p

b∫
a

d∫
c

f(x, y)dydxdz,

y etc. (¿Cuántos posibles ordenes existen?) ¡SEIS! (6)
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Propiedades de la Integral Triple

Observación

Propiedades análogas a las de Integrales Dobles se cumplen para
Integrales Triples.

Ejercicio

Sea B = [0, 1]× [−1/2, 0]× [0, 1/3]. Hacer 6 grupos y cada grupo
evaluar ∫∫∫

B

(x+ 2y + 3z)2dxdydz

en un orden distinto.
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Propiedades análogas a las de Integrales Dobles se cumplen para
Integrales Triples.

Ejercicio

Sea B = [0, 1]× [−1/2, 0]× [0, 1/3]. Hacer 6 grupos y cada grupo
evaluar ∫∫∫

B

(x+ 2y + 3z)2dxdydz

en un orden distinto.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 5 /14



Propiedades de la Integral Triple

Observación
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Regiones Elementales en el Espacio

Definición (Región Elemental)

Como en Integrales Dobles restringimos nuestra atención a
regiones particularmente simples. Una región elemental en el
espacio tridimensional se define restringiendo una de las variables a
estar entre dos funciones de las dos variables restantes, siendo los
dominios de estas funciones una región elemental (es decir, una
región x-simple, y-simple o z-simple) en los planos xy, xz e yz
(dependiendo de la primera variable restringida) en el plano de las
variables restantes anteriormente mencionadas.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 6 /14



Regiones Elementales en el Espacio

Definición (Región Elemental)

Como en Integrales Dobles restringimos nuestra atención a
regiones particularmente simples. Una región elemental en el
espacio tridimensional se define restringiendo una de las variables a
estar entre dos funciones de las dos variables restantes, siendo los
dominios de estas funciones una región elemental (es decir, una
región x-simple, y-simple o z-simple) en los planos xy, xz e yz
(dependiendo de la primera variable restringida) en el plano de las
variables restantes anteriormente mencionadas.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 6 /14



Regiones Elementales en el Espacio

Definición (Región Elemental)

Como en Integrales Dobles restringimos nuestra atención a
regiones particularmente simples. Una región elemental en el
espacio tridimensional se define restringiendo una de las variables a
estar entre dos funciones de las dos variables restantes, siendo los
dominios de estas funciones una región elemental (es decir, una
región x-simple, y-simple o z-simple) en los planos xy, xz e yz
(dependiendo de la primera variable restringida) en el plano de las
variables restantes anteriormente mencionadas.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 6 /14



Regiones Elementales en el Espacio

Definición (Región Elemental)

Como en Integrales Dobles restringimos nuestra atención a
regiones particularmente simples. Una región elemental en el
espacio tridimensional se define restringiendo una de las variables a
estar entre dos funciones de las dos variables restantes, siendo los
dominios de estas funciones una región elemental (es decir, una
región x-simple, y-simple o z-simple) en los planos xy, xz e yz
(dependiendo de la primera variable restringida) en el plano de las
variables restantes anteriormente mencionadas.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 6 /14



Regiones Elementales en el Espacio

Definición (Región Elemental)

Como en Integrales Dobles restringimos nuestra atención a
regiones particularmente simples. Una región elemental en el
espacio tridimensional se define restringiendo una de las variables a
estar entre dos funciones de las dos variables restantes, siendo los
dominios de estas funciones una región elemental (es decir, una
región x-simple, y-simple o z-simple) en los planos xy, xz e yz
(dependiendo de la primera variable restringida) en el plano de las
variables restantes anteriormente mencionadas.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 6 /14



Regiones Elementales en el Espacio

Definición (Región Elemental)

Como en Integrales Dobles restringimos nuestra atención a
regiones particularmente simples. Una región elemental en el
espacio tridimensional se define restringiendo una de las variables a
estar entre dos funciones de las dos variables restantes, siendo los
dominios de estas funciones una región elemental (es decir, una
región x-simple, y-simple o z-simple) en los planos xy, xz e yz
(dependiendo de la primera variable restringida) en el plano de las
variables restantes anteriormente mencionadas.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 6 /14



Regiones Elementales en el Espacio

Por ejemplo, si D es una región elemental en el plano xy y si
γ1(x, y) y γ2(x, y) son dos funciones con γ2(x, y) ⩾ γ1(x, y), una
región elemental consta de todos (x, y, z) tales que (x, y) está en
D y γ1(x, y) ⩽ z ⩽ γ2(x, y).
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Regiones Elementales en el Espacio

Figura: En el gráfico de la derecha, en lugar de x = χ1(x) y x = χ2(x)
debeŕıa decir x = ψ1(y) y x = ψ2(y) (la notación usada para regiones
x-simples en el plano xy.
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Regiones Elementales en el Espacio

Ejercicio

Describir la bola unitaria {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ⩽ 1} como
una región elemental.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 9 /14



Regiones Elementales en el Espacio

Ejercicio

Describir la bola unitaria {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ⩽ 1} como
una región elemental.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 9 /14



Regiones Elementales en el Espacio
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Regiones Elementales en el Espacio

Figura: Algunas regiones elementales pueden simultánemante describirse
como en cualquier caso de la diapositiva anterior. Llamamos a tales
regiones: regiones elementales simétricas.

regiones elementales simétricas
Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 11 /14



Integral Triple sobre Regiones Elementales

Definición (Integral Triple sobre una Región
Elemental)

Supongamos que W es una región elemental descripta por limitar
la variable z entre dos funciones de x e y. Entonces:

∫∫∫
W

f(x, y, z)dxdydz =

b∫
a

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

γ2(x,y)∫
γ1(x,y)

f(x, y)dzdydx,

si el dominio donde están las variables x e y es un región y-simple o

∫∫∫
W

f(x, y, z)dxdydz =

d∫
c

ψ2(y)∫
ψ1(y)

γ2(x,y)∫
γ1(x,y)

f(x, y)dzdxdy,

si el dominio donde están las variables x e y es un región x-simple.
Existen otras (¿cuántas?) variantes de este teorema.

Julio Alejo Ruiz INTEGRALES TRIPLES 12 /14



Integral Triple sobre Regiones Elementales

Definición (Integral Triple sobre una Región
Elemental)

Supongamos que W es una región elemental descripta por limitar
la variable z entre dos funciones de x e y. Entonces:

∫∫∫
W

f(x, y, z)dxdydz =

b∫
a

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

γ2(x,y)∫
γ1(x,y)

f(x, y)dzdydx,

si el dominio donde están las variables x e y es un región y-simple o

∫∫∫
W

f(x, y, z)dxdydz =

d∫
c

ψ2(y)∫
ψ1(y)

γ2(x,y)∫
γ1(x,y)

f(x, y)dzdxdy,

si el dominio donde están las variables x e y es un región x-simple.
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Integral Triple sobre Regiones Elementales

Observación

Si f = 1 en una región elemental W , entonces∫∫∫
W

dxdydz,

es el volumen de la región W .

Ejercicio

Verificar que el fórmula del volumen de una bola de radio 1 es:∫∫∫
W

dxdydz,

donde W = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ⩽ 1}.
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Integral Triple sobre Regiones Elementales

Ejercicio

Sea W la región acotada por los planos x = 0, y = 0, z = 2, y la
superficie z = x2 + y2 y que vive en el cuadrante x ⩾ 0, y ⩾ 0.
Calcular ∫∫∫

W

xdxdydz,

y bosquejar la región.
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