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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL

Cualquier funcién continua definida en un rectdngulo cerrado R es
integrable.

Sea f: R — R una funcién real valuada y acotada definida sobre
un rectangulo R, y supongamos que el conjunto de puntos donde
f es discontinua esta en la unién finita de graficos de funciones
continuas de una variable. Entonces f es integrable.
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@ Homogeneidad
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©@ Monotonia Si f(z,y) < g(x,y) en R, entonces
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Sea f una funcién definida en un rectdngulo R = [a,b] X [¢,d], y
supongamos que las discontinuidades de f estd en la unién finita

de graficos de funciones continuas de una variable. Si la integral
d

[ f(z,y)dy existe para cada z € [a, b], entonces

C b d
[ [ r@na| ao
b d
//f(ﬂf,y)dydm://f(x,y)dA.
5 s
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Julio Alejo Ruiz INTEGRALES DOBLES 20 /39



INTEGRALES DOBLES SOBRE RECTANGULOS

EL TEOREMA DE FUBINI

b
Similarmente, si la integral [ f(z,y)dz existe para cada y € [c, d],
entonces ¢
d b
/ /f(w,y)dx dy
existe y
d b
//f(fv,y)dxdyz//f(x,y)dz‘l-
c a R
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Si ambas condiciones se cumplen simultdneamente,

/b/df(w,y)dydwz/d/bfxydwdy—//fxy
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manera relativamente simple, usando y como funcién de x.
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GENERALES

REGIONES ELEMENTALES
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DEFINICION (REGIONES SIMPLES)

Una region simple es aquella que es x-simple como y-simple, es
decir, una regién simple puede describirse como una regién
xz-simple y una regién y-simple.
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES MAS
GENERALES

REGIONES ELEMENTALES

OBSERVACION

A veces, nos referiremos a cualquiera de las regiones anteriores
como regiones elementales. Tenga en cuenta que la frontera 0D de
una region elemental es el tipo de conjunto de discontinuidades de
una funcién permitido en el teorema de integrabilidad visto
anteriormente.
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. | flz,y), si(xz,y)eD
f (m,y)—{ 0, g si (az,g?j)géD/\D(:C,y)ER
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DEFINICION (INTEGRAL SOBRE UNA REGION ELEMENTAL)

Notemos que f* estd acotada (pues f lo es)
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GENERALES
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REDUCCION SOBRE INTEGRALES ITERADAS

TEOREMA (REDUCCION SOBRE INTEGRALES ITERADAS PARA
REGIONES y-SIMPLES)

Si D es una regién y-simple
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES MAS

GENERALES

REDUCCION A INTEGRALES ITERADAS

Si R = [a,b] X [c,d] es un rectdngulo que contiene a D, podemos
definir f* en D de manera que

//f(x,y)dAz//f*(:v,y)dAz/ab/cdf*(m,y)dydx
D D
= /Cd /ab f(x,y)dzdy.

. _J flz,y) si(z,y) €D,
f(x’y)_{ oy si(x,ggj)¢D.

i Cémo conviene definir f*7?
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES MAS

GENERALES

REDUCCION A INTEGRALES ITERADAS

Sean D, una regién y-simple definida por las funciones
@1 : [a,b] > Ry ¢ : [a,b] — Ry la integral iterada:

/a ’ / (e, y)dyda.

d
Para z fijo, la integral interior/ f*(x,y)dy cumple
(&

d . ¢2(x) . ¢2(x)
/ f (x,y)dy—/ f (w,y)dy—/ f(z,y)dy,
c ¢1(x) ¢1(x)

ya que por definicién, f*(z,y) =0si y < ¢1(x) o y > da(x).
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Si D es una regién y-simple

D NJy=4m
=
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Si D es una region y-simple, entonces
b ¢2(y)
[ sewan= [ [ tewaps
D a $1(y)
v
=== R
]
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=40
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J[ f@vaa- /d ¢7y)f<x,y>dxdy.
D ¢ P1(y)
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES MAS
GENERALES

REDUCCION A INTEGRALES ITERADAS

Buscar [ (2%y + cos(z)) dA, donde T es el tridngulo es el que
i

consiste de todos los puntos (z,y) tales que 0 < = < 7/2,
0<y<umz
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GENERALES

REDUCCION A INTEGRALES ITERADAS

Buscar [ (23y + cos(z)) dA, donde T es el tridngulo es el que
T
consiste de todos los puntos (z,y) tales que 0 < = < 7/2,
0<y<uz
7I'/2 9B
// (z%y + cos(z)) dA = / / (z%y + cos(z)) dydz
T 0 0
/2 232 y=z
= / [2 + ycos(w)] dz
0 y=0
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES MAS
GENERALES

REDUCCION A INTEGRALES ITERADAS

. g /2
=15 6 + [z sin(x) + cos(x)],

70

o wd M
768+[xsm( x) + cos(z)]y + I 5 1.
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CAMBIO DEL ORDEN DE INTEGRACION

TEOREMA (REDUCCION SOBRE INTEGRALES ITERADAS PARA

REGIONES SIMPLES)

Si D es una regién simple
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CAMBIO DEL ORDEN DE INTEGRACION

TEOREMA (REDUCCION SOBRE INTEGRALES ITERADAS PARA

REGIONES SIMPLES)

Si D es una regién simple, entonces

b ¢2(z) d Y2(y)
//fa;ydA // xydydx—//fa;yda:dy
a ¢1(z) 1(y)
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CAMBIO DEL ORDEN DE INTEGRACION

Evaluar

2 plog(z)
/ / (x—1)V1+eXdyda
1 0
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CAMBIO DEL ORDEN DE INTEGRACION

DESIGUALDAD DEL VALOR MEDIO

TEOREMA (DESIGUALDAD DEL VALOR MEDIO)

Supongamos que existen nimeros m y M tales que para todo
(x,y) € D,y m < f(x,y) < M, entonces al integrar sobre D,
obtenemos

m-AD) < [[ f@y)aa <r-A)
D

donde A(D) es el drea de la regién D.
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TEOREMA (DESIGUALDAD DEL VALOR MEDIO)
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(x,y) € D,y m < f(x,y) < M, entonces al integrar sobre D,
obtenemos

m-AD) < [[ f@y)aa <r-A)
D

donde A(D) es el drea de la regién D.

OBSERVACION

Aunque esta desigualdad es obvia, puede ayudarnos a estimar
integrales que no podemos evaluar exactamente con facilidad.
Como vamos a ver en el siguiente ejemplo.
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CAMBIO DEL ORDEN DE INTEGRACION

IGUALDAD DEL VALOR MEDIO

TEOREMA (IGUALDAD DEL VALOR MEDIO)

Supongamos que f: D — R es continua y D es una regién
elemental. Entonces existe al menos un punto (xg,yo) € D tal que

[ #@waa=ro.wam),
D

donde A(D) es el area de la regién D.
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