7 Elasticidad lineal
plana

7.1 Introduccion

Como se vio en el capitulo 6, desde el punto de vista matematico, el problema
elastico consiste en un sistema de EDP’s que debe ser resuelto en las tres
dimensiones del espacio y en la dimensién asociada al tiempo (R® xR, ). Sin
embargo, existen ciertas situaciones en las que dicho problema puede ser
simplificado, reduciéndose el problema a dos dimensiones espaciales R?,
ademas de, eventualmente, la dimensién temporal (R* xR, ). La posibilidad de
esta simplificacion reside en que, en ciertos casos, la propia geometria y
condiciones de contorno del problema permite identificar una direccion irrelevante
(asociada a una dimension del problema) de tal forman que pueden plantearse
a priori soluciones del problema elastico zndependientes de dicha dimension.

Si se considera un sistema local de coordenadas {x, v, z} en el que dicha
direcciéon irrelevante (supuesta constante) coincide con la direccion z, el
analisis queda reducido al plano {x, y} , vy de ahi el nombre easticidad plana con
el que suele denominarse a estos problemas. A su vez, éstos suelen dividirse en
dos grandes grupos asociados a dos familias de hipotesis simplificativas:

* Problemas de zensidn plana.
* Problemas de deformacion plana.

Por simplicidad consideraremos aqui el caso zo#érmico, aunque no hay ninguna
limitaciéon intrinseca para la generalizacion de los resultados que van a
obtenerse al caso termoelastico.

7.2 Estado de tension plana

El estado de tensiéon plana queda caracterizado por las siguientes hipotesis
simplificativas:

1) E/ estado tensional es de la forma:

0. T, 0O
_ O

[ol.,. =3, o, 0 (-1
B0 0 |OE
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2) Las tensiones no nulas (es decir, las asociadas al plano x =y ) no dependen de la

variable z :

0,=0,(xyt) ; 0,=0,(5p10) ;5 T,=T,&p10) (7.2)

Para analizar bajo que condiciones las anteriores hipotesis resultan razonables,
consideremos un medio elastico plano cuyas dimensiones y forma asociadas al
plano x—y (que denominaremos plano de andlisis) son arbitrarias y tal que la
tercera dimension (que denominaremos al espesor de la pieza) queda asociada al
eje z (ver Figura 7-1). Supondremos que se dan las siguientes circunstancias
sobre el medio elastico en cuestion:

y

\ib}”* W

/b ro:t :(L\

Z/Tﬁl*ré-,% #\r::t*zo

Figura 7-1— Ejemplo de estado de tension plana

a) El espesor e es mucho menor que la dimensién tipica asociada al
plano de analisis x —y:

e<<L (7.3)

b) Las acciones (fuerzas masicas b(X,?), desplazamientos impuestos

u’(x,7) y vector traccién t"(x,7)) estdn contenidas en el plano de
analisis x —y (su componente z es nula) y, ademas, no dependen
de la tercera dimension:

5. (e (5. 01)0
b = y(xayat)D ru :u* = [u;(x,y,t)m
1 0 H -
. . = (7.4)
Efx(x,y,t)g
M=o uUrgure:t = [t;(x,y,t)g
0 o O
UJ UJ

¢) El vector traccion t'(X,t) solo es distinto de cero sobre el contorno del
espesor de la pieza (contorno IJ), mientras que sobre las superficies

laterales [y I, es nulo (ver Figura 7-1).

1
Furs ¢ =mo (7.5)

1
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7 Elasticidad lineal plana 217

NOTA

El hecho de que todas
las zensiones no nulas

estén contenidas en el
plano x —y da lugar

al nombre de tensién

plana.

RECORDATORIO

Las deformaciones
tangenciales ingenieriles
se definen como:

yxy =2sxy
yxz =2sxz
yyz =28yz

Observacion 7-1

La pieza con geometria y acciones definidas por las ecuaciones (7.3) y
(7.4) y el estado de tension plana, indicado por las ecuaciones (7.1) y
(7.2) y esquematizado en la figura Figura 7-2, resultan compatibles.
En efecto, aplicando las condiciones de contorno I, sobre la pieza se
obtiene:

o Superficies laterales: T; y Ty :
EO E o, 1, 00000 OO
n=000 om=3, o, 0090 B=H-
1 50 0 oERIF BE
o Canto T§:

h, [ o, T, 000 O,(x,ynH0

n=@y% G(x,y,t)ﬁl=%xy o, Ogmu%%x(x,y,t)%
Ho H o o oBEoE H o fH

compatibles con las suposiciones (7.4) y (7.5).

T)C
= (o 00
A * W
. » O - O
b T 0= %xy o, O
x 50 0 o0f

Figura 7-2— Estado de tension plana

7.2.1 Campo de deformaciones. Ecuacion constitutiva

Consideremos ahora la ecuacion constitutiva elastica lineal:

1+v

g=-—Tr(c)1+

\Y} 1
=V o=-2Tr(o)l+—o 7.6
E Ay (7.6)

que aplicada al estado tensional (7.1) y en notacién ingenieril proporciona las
deformaciones como:

& = ;[Gx _V(Gy +02)]=£1;[0x _ch] Yo = Cl;Txy
g, = %[oy -v(o, +oz)] =%[0y —vox] Ve = Cl;sz =0 (7.7)
e = ;[oz—v(0x+0y)]=—2[ox+oy] Y. = Cl;ryz =0

donde se han tenido en cuenta las condiciones 0, =T,, =T,, =0. En vista de las

ecuaciones (7.2) y (7.7) puede concluirse que tampoco las deformaciones dependen
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de la coordenada z (O €=¢€(x,y,t)). Asimismo, en la ecuacion (7.7) puede

resolverse la deformacion €, como:

z

£ = —%(sx +e) (7.8)

En definitiva el tensor de deformaciones para el caso de tension plana resulta:

0 1 0
D& SY» 00
0
Vv
s(x, y,t)E %ny £, 0 E €. = —?(sx +€,) (7.9)
0 0

B0 0 EZH

y la sustituciéon de la ecuaciéon (7.8) en la ecuacion (7.7) conduce, tras algunas
operaciones algebraicas, a:

E
Gx - [sx 8\/
(1-v?) )
o, = — e, +ve, (7.10)
J (I_VZ) J
. _ E
v 2(1+v) Yay

20 p 0 0ndd
w,0=— 53 1 00z, g0 {oa=C""de
% 0 1-v- o 0 I—VD% 0 (7.11)
g»0 B 0 5 HD»O
{0} CT.P. {8}
7.2.2 Campo de desplazamientos
Las ecuaciones geométricas del problema :
8(x,t)=E|Su(x,t)=%(uD O0+00u) O (7.12)

pueden descomponerse en dos grupos:

1) Las que no afectan al desplazamiento u, (y que serfan hipotéticamente

integrables en R?, en el dominio x -y ):

ou, 0
e (x, 1) = O
a.x . <y 2
du, D1ntegracwnen]R T, =u (x,y,1)
SV X, V.t - 0 O ] 7.13
V( y ) ay ] Gly:ux('x’.’y’t) ( )
Ju ou, [
X, y,t)=2€, = 42
ny( y ) y dy GXB

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



7 Elasticidad lineal plana 219

2) Aquellas en las que interviene el desplazamiento u_:

ou V)
e_\x, vt = t=-—— (g, tE
Z(xy ) aaz al—v( 2
u u
t)=26, = —2+-—2=0 ,
) = 7.14)
u ou
t)=2e = —L+—2=0
yyz(xy ) vz aZ ay

La observacion de las ecuaciones (7.1) a (7.14) sugiere la consideraciéon de un
problema eldstico ideal de tension plana reducido a las dos dimensiones del plano de
analisis y caracterizado por las siguientes incognitas:

O, O £ g e
] 0 O 00
ux,y,0=0"0 Gey.o=E, 0 {F&r0=m,0 (7.15)
o0 E E
xy Xy

en el que las incégnitas adicionales respecto al problema general, o bien son
nulas, o bien son calculables en funcién de las (7.15), o bien no intervienen en
el problema reducido:
OZ =T)CZ =T)CZ =y)CZ :yyz =0
\Y
e, =-———(g, +g)) (7.16)
1-v

z

u,(x,y,z,t) - Nointerviene en el problema

Obsetrvacion 7-2

El problema de tension plana es un problema elastico zdeal puesto que
no puede reproducirse exactamente como un caso particular del
problema elastico en tres dimensiones. En efecto, no hay garantfa de
que la solucién del problema reducido de tension plana u,(x, y,t),

u,(x,y,t) permita obtener una soluciéon u,(x,y,z,t) para las

ecuaciones geométricas adicionales (7.14).

7.3 Deformacion plana

El estado de deformacion se caracteriza por las siguientes hipotesis
simplificativas:

x,y,t)E
X, ¥,1)[] (7.17)

0

También en éste caso resulta ilustrativo analizar en qué situaciones dichas
hipétesis resultan plausibles. Consideremos, por ejemplo, un medio elastico
cuya geometria y acciones pueden generarse a partit de una seccién
bidimensional (asociada al plano x -y y con las acciones b(x,?), u*(x,7) y

=

t *(x,¢) contenidas dicho plano) que se traslada sobre una generatriz recta

perpendicular a la misma, asociada al eje z (ver Figura 7-3).
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220 7 Elasticidad lineal plana

l ' " l l t*<x,t>”

b (Xa t ) X
A
R R

Figura 7-3— Ejemplo de estado de deformacion plana

Las acciones del problema pueden caracterizarse entonces como:

b, (x,y,t)% e’ (x, y,¢)0 ¥ (x, y,¢)0
b= %y (ye)g Tow =g (ey)n et =m,(ur)n (7.18)
U U U U
H o H o % g o % 0
y en la seccion central (que presenta la simetrfa respecto al eje z) se cumple
que:
ou
w=0 ; oy o Pgg (7.19
0z 0z
y, por tanto, el campo de desplazamientos en dicha seccioén central es del tipo:
b, (%, y,t)D
u(x, y, 1) =0, (x, y,t)m (7.20)

3 o0 F

7.3.1 Campos de deformaciones y de tensiones

Al campo de desplazamientos propio del estado de deformaciéon plana (7.20) le
corresponde el siguiente campo de deformaciones:

e (x,y,1)=—> e_(x,y, Z=0
ox
€, (e y,1)= aL (x, y,t _BMX+6uZ_
» y Vel (7.21)
ou, Oou, du
b ’t : x + - vz 2 ’t = - + z = 0
Yo (6 ,7) 5 o Voe (%, 2.0) = = ™

con lo que el tensor de deformaciones tiene la siguiente estructura:

NOTA
Por analogia con el UJ 1 0[
caso de tensién plana, 0€x E Yy ]
el hecho de que todas & tl
las deformaciones no S(X, V.t ) = Yo g, oLl (7'22)
nulas estén contenidas 2 O
eneclplano x —y da O 0 0 O[
lugar al nombre de B E

deformacion plana.
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7 Elasticidad lineal plana 221

Consideremos ahora la ecuacién constitutiva elastica lineal:
o =ATr(e)L + 2ue =ATr(g)1 + 2Ge (7.23)
que aplicada al campo de deformaciones (7.21) proporciona las tensiones como:
o, =\, +¢&,)+2pe, =(A +2G)k, +Xe, T, =Gy,
o, =)\Esx +sy;+ 2pe, =(A +2G)e, + e, 1.=Gy,_. =0 (7.24)
0. =AM, +¢,

En vista de las ecuaciones (7.21) y (7.24), puede concluirse que zampoco las tensiones
dependen de la coordenada z (00 0 =0(x,y,t)). Por otra parte, en la ecuacién (7.24)

puede resolverse la tensién 0, como:

0. = mﬁ 0. %0,)=v. o) (7.25)

y eltensor de tensiones para el caso de deformacion plana resulta:

X Txy 0 U
o(xy.t)=d, o, 0 0.=v(o, +0,) (7.26)
g0 0 o0.8

donde las componentes no nulas del tensor de tensiones (7.26) se escriben:

O'x: (A +2G)gx+AgV: M x+LgV
YT 1+v)(1-2v) 1-v B

N (A+2G)8V+Agx= M V+Lgx|]
) ) a+v)d-20)H" 1-v H

E
= G =
Xy yxy 2(1 + V) yxy

La ecuacion (7.27) puede reescribirse en forma matricial como:

Q
1

(7.27)

~
|

O O
01 Vo 0

B 1-v
E(1-v) 0V 1 0

0

0

= 0
(I+v)1-2v)O-v 0
0 0

e

1-2v
2(1-v)

S 0 0 (7.28)

CD.P.

G=c"" g

Similarmente a lo que ocurre para el problema de tension plana, las ecuaciones
(7.20), (7.21) y (7.26) sugieren la consideracion de un problema elistico de
deformacion plana reducido a las dos dimensiones del plano de analisis x=y y

caracterizado por las siguientes incognitas:

&, O o, [

w(x.y.0=0" 0 CIERWE EE 3 {§ =m0 (7.29)
0 [l % D
xw [ w [

en el que las incégnitas adicionales respecto al problema general, o bien son
nulas, o bien son calculables en funcién de las (7.29):
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222 7 Elasticidad lineal plana

0
Xz :yyz :sz :Tyz =0

ZV(O'x +O'y)

uZ
E. (7.30)
O-Z

7.4 El problema elastico lineal en

elasticidad bidimensional

A la vista de las ecuaciones de los apartados 7.2 y 7.3 el problema elastico-
lineal para los problemas de tensiéon y deformacioén plana queda caracterizado
como sigue (ver Figura 7-4):

Mt = %ﬁ (X,y,t)
H»

[, (x,3,0)
(X, p,1)

z . "
Figura 7-4
a) Ecnaciones:
Ecuacién de Cauchy:
NOTA EBO'x a-[xy 62ux
La tercera ecuacion [ + +pb, =p—
. ] 0x dy ot
correspondiente a la 0 (7.31)
componente z, o bien [P1 w Jo y 0%u 5
no interviene (tension Ba_ + +pb y = pa—z
plana), o es * 4 !
idénticamente nula
(deformacién plana) .. L.
Ecuacion constitutiva:
HomE Le, O
g 0O g g
{d=m,0 {k=C 0 {Jo=¢0e (7.32)
U g
x [ w [

doénde la matriz constitutiva C puede escribirse de forma genérica a partir de
las ecuaciones (7.11) y (7.28) como:

Tension %Ej =E
B % v 0 E plana V=V
E 0= E
C= v 1 0 0O » EE = (7.33)
1-v?2 1-y0  Deformacion 1-v
g) 0 2 H plana - EU __ Vv
H (@1-v)
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7 Elasticidad lineal plana 223

Ecuaciones geométricas:

€ —aux € —auiy —%+7y 7.34
T ox )% Y (7.349)

Condiciones de contorno en el espacio:

e =ul(x,y.1)H .

ENEIM NS
r,:uw =0, O Te:r t =0, | 0
g =u (015 3, =t
(7.35)
. o, 1,0 Th, O
t =clh O E% O n=0 O
%,0 OO0
Condiciones iniciales:
u(e, 0, =0 alxp,0), = V(%) (7.36)
b)  Incdgnitas
0 1 0
O, O 08 5YoO o, 1,0
u(r,y,H)=0"0 &lx.y.1)= a 0 o(x,y,t)E% 0o (737
|j/ly O Y e [0 Xy Oy [
xy y 0

Las ecuaciones (7.31) a (7.37) definen un sistema de EDP’s de 8 ecuaciones con 8
incognitas a ser resuelto en el dominio espacio-temporal reduido R* xR, . Una vez
resuelto el problema, pueden calcularse explicitamente:

o Ere)

Deformacion plana - o0, = V(Gx + Gy)

Tension plana — €, = |
v (7.38)

7.5 Problemas asimilables a elasticidad
bidimensional

7.5.1 Tension Plana

Seran tipicamente asimilables a estados de tensiéon plana aquellos estados
tenso-deformacionales producidos en solidos con wna dimension sensiblemente
inferior a las otras dos (que configuran el plano de analisis x—y) y con acciones
contenidas en dicho plano. La placa cargada en su plano medio y la viga de gran
canto de la Figura 7-5 son tipicos ejemplos de estructuras analizables en estado
de tensiéon plana. Como caso particular, los problemas de flexidn simple y
compuesta en vigas de plano medio, considerados en la Resistencia de Materiales,
pueden ser también asimilados a problemas de tensioén plana.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



224

7 Elasticidad lineal plana

= ,,,,, \
y / l superficie media
LI I )

Figura 7-5—Placa cargada en su plano medio y viga de gran canto

7.5.2 Deformacién plana

Seran tipicamente asimilables a estados de deformacién plana aquellos sélidos
cuya geometria puede obtenerse como el resultado del desplazamiento de una
seccion generatriy plana con acciones contenidas en su plano (plano de analisis x =y )
sobre una linea perpendicular a la misma. Ademas, la hipdtesis de deformacion
plana €, =y, =y, =0 debe ser justificable. Tipicamente, dicha situacion se

produce en dos circunstancias:

1) La dimension de la pieza en la direccion z es mmy grande (a efectos del analisis
puede considerarse infinita). En este caso toda seccion transversal central
(no cercana a los extremos) puede considerarse de simetria y, por lo tanto,
satisface las condiciones:

0
w=0 Yoo o, %oy
0z 0z
de donde se concluyen las condiciones de partida del estado de deformacioén
plana (7.17):

Ge, 0 O, (x,y,00
0 0.0
=, 0=, (x, 3,00

H.HH o

u

Ejemplos de este caso los encontramos en las tuberfas bajo presion interna
(y/o externa) de la Figura 7-6, el tinel de la Figura 7-7 o la zapata corrida
de la Figura 7-8.

Seccién transversal

Figura 7-6— Tubo bajo presién

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



7 Elasticidad lineal plana 225

Seccion transversal
Figura 7-7 — Ttnel

Figura 7-8— Zapata corrida

2)  La longitud de la pieza en la direccion longitudinal es reducida, pero el desplazamiento
en la direccion z estd impedido en las secciones extremas (ver Figura 7-9).

En este caso la hipotesis de deformacion plana (7.17) puede hacerse para
todas las secciones transversales de la pieza
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7.6 Curvas representativas de los estados
planos de tension

Hay una importante tradicion en ingenierfa de representar graficamente la
distribucion de los estados tensionales planos. Para ello se recurre a ciertas familias
de curvas cuyo trazado sobre el plano de analisis proporciona informacién util sobre
dicho estado tensional.

7.6.1 Lineas isostaticas

Definicion

Lineas isostdticas: son las envolventes del campo vectorial determinado por
las tensiones principales.

Por definiciéon de envolvente de un campo vectorial, las lineas isostaticas seran,
en cada punto, tangentes a las dos direcciones principales y, por lo tanto, habra
dos familias de lineas isostaticas:

—  Isostaticas 0, tangentes a la tensioén principal mayor.

—  Isostaticas 0,, tangentes a la tension principal menor

Ademas, puesto que las tensiones principales son ortogonales entre si, ambas
Sfamilias de curvas seran también ortogonales. Las lineas isostaticas informan sobre el
modo en que transcurre sobre el plano de anilisis el flujo de tensiones
principales.

Como ejemplo, en la Figura 7-10 se presenta la distribucion de lineas
isostaticas sobre una viga apoyada con carga uniformemente distribuida.

Lineas isostaticas

Figura 7-10

Definiciones:

Punto singular: Punto caracterizado por un estado tensional:

Su circulo de Mohr es wn punto del eje @ (ver Figura 7-11)

Punto nentro: Punto singular caracterizado por un estado tensional:

0,=0,=1,,=0

Su circulo de Mohr es el orjgen del espacio 0 — T (ver Figura 7-11).
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Circulo de Mohr de Circulo de Mohr de

/ un punto m’y un punto singular
=

o

Figura 7-11

Observacion 7-3 I

En un punto singular todas las direcciones son principales (el Polo es
el propio circulo de Mohr (ver Figura 7-11). En consecuencia, en los
puntos singulares las lineas isostaticas suelen perder su regularidad y
puteden cambiar bruscamente de direccion.

7.6.1.1 Ecuacion diferencial de las lineas isostaticas
Considerando la ecuacion genérica de una isostatica y = f(x) y el valor de angulo

formado por la direccion principal 0, con la horizontal (ver Figura 7-12):

g, Isostatica 0;: y = y(x)
y 4’ T,
O,
Figura 7-12
tg(20) = Ojt_xyoy :ﬁi?aém n, 2y
tga =%n§ty’ 5 00y 1-0) (7.39)

0, -0
() +——y'-1=0
W
y resolviendo la ecuaciéon de segundo grado de (7.39) en »', se obtiene la
ecuacion diferencial de las isostaticas:

Ecuacion N

diferencial de% - y'=- (7.40)

las isostéticasB
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Conocida la funciéon ¢(x,y) en la ecuacion (7.40), puede integrarse dicha

ecuacion para obtener la ecuacion algebraica la familia de isostaticas:
y=f(x)+C (7.41)

El doble signo en la ecuaciéon (7.40) dara lugar a dos ecuaciones diferenciales
correspondientes a las dos familias ortogonales de isostaticas.

Ejemplo 7-1 — Una placa esti sometida al signiente estado tensional (ver Fignra 7-13):

3

- . —n.3 2 . —2.2 . —r — =
o,=-x" ; 0,=2x"-3xy° ; 1,,=3x"y ; 1,,=1,=0,=0

Xz

Obtener y dibujar los puntos singulares y la red de isostdticas.

Resolucion:

a) Puntos singulares: se definen segun:

T, =3x’y=0 O

Luego el lugar geométrico de los puntos singulares es la recta: . Dichos
puntos singulares son ademds puntos neutros (0, =0, =0).

b) Lineas isostdticas: De la ecuacion (7.40):

que, para los datos del problema, resulta:

dy _ x

== O2 — 2 =
% Y o integrando: |[] y =6
A _-y v =C,
Hix x

pot tanto, /las isostdticas son dos familias de hipérbolas equildteras ortogonales entre si.
Sobre la recta singular de puntos singulares x =0 (que divide a la placa en
dos regiones) las lineas isostaticas cambiaran bruscamente de pendiente. Para

identificar la familia de isostaticas 0, tomemos un punto en cada region:

— Punto (1,0) : 0,=0,=-1 ; 0,=0,=+2 ; 1,=0
(isostatica 0, en la direcciéon y)

— Punto (-10): o,=0,=+1 ; 0,=0,=-2 ; 1,=0
(isostatica 0, en la direcciéon x)

Por tanto, la red de las isostaticas es la indicada en la Figura 7-13.
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-i--k----
|

x<0 x>0
g, O, ~—-
0, ———° o,

Figura 7-13

7.6.2 Lineas isoclinas

Definicion

Lineas isoclinas: lugar geométrico de los puntos del plano de analisis en
los que las tensiones principales forman un determinado angulo con
eleje x.

Por su propia definicién, en todos los puntos de una misma isoclina las
tensiones principales son paralelas entre si, formando un angulo constante 0
(que caracteriza a la isoclina) con el eje x (ver Figura 7-14).

Linea isoclina 6: y = ¢(x)

.
-

Figura 7-14— Linea isoclina
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7.6.2.1 Ecuacion de las isoclinas
Para obtener la ecuaciéon y = f(x) de la isoclina de angulo 8, se establece que la

tension principal 0, forma un angulo o =0 con la horizontal, es decir:

Ecuacion [
0 2T,
algebraicadef] —»  tg(20)=— 2 — 7 42
. 0,-0 (7.42)
las isoclinas H NGNS
O(x,)

ecuacion algebraica que para cada valor de 8 permite despejar:
y=f(x,0) (7.43)

que constituye la ecuaciéon de la familia de curvas isoclinas parametrizada en
funcién del angulo 6.
g

Observacion 7-4

La determinacién de la familia de las isoclinas permite conocer, en
cada punto del medio, la direccién de las tensiones principales y, por
lo tanto, plantear la obtencion de las lineas isostaticas. Puesto que las
isoclinas pueden ser determinadas mediante métodos experimentales
(métodos basados en la fotoelasticidad) proporcionan, indirectamente, un
miétodo para la determinacion experimental de las lineas isostaticas.

7.6.3 Lineas isobaras

Definicion I
Lineas isobaras: Tugar geométrico de los puntos del plano de analisis
con el mismo valor de la tension principal 0, (o 0,)

Por cada punto del plano de analisis pasaran dos familias de curvas isobaras:
una correspondiente a 0, y otra a 0,. Las lineas isobaras dependen del valor

de 0,, pero no de su direccién (ver Figura 7-15).

.

Linea isobara 0,: y=f (x)

Figura 7-15 — Linea isobara

7.6.3.1 Ecuacion de las isobaras

La ecuacioén que proporciona el valor de las tensiones principales (ver capitulo
4) define en forma implicita la ecuacion algebraica de las dos familias de

isobaras y = f,(x,c;) ¢ y=f,(x,¢c,):
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U o.+t0o -0
BO'I: x2 Y+ %pxz ’ +r§y =ctte =c,
Ecuacion 0
. D ¢ (an’)
algebraicade - [ :
. ] o, +to y -0
las isobaras o, = v _ P 4 +rfy =ctte =c, (7.44)
0 2 1 2
E ¢ (x.)
0 Oy, = fi(x,¢))
DVZ = fz (X, CZ)

7.6.4 Lineas de maxima tension cortante

Definicion

Lineas de mixima tension cortante (o tangencial): son las envolventes de las
direcciones que, en cada punto, corresponden a la maxima (en
modulo) tension tangencial.

Observacion 7-5

En cada punto del plano de analisis hay dos planos sobre los cuales
las tensiones tangenciales toman el mismo valor maximo (en modulo)
y signo contratio T,,,.V T, . Estos planos pueden determinarse con

ayuda del circulo de Mohr y forman una dngulo de 45° con las direcciones
principales (ver Figura 7-16). Por consiguiente sus envolventes (las
lineas de maxima tension cortante) son dos familias de curvas
ortogonales entre si que forman un angulo de 45° con las lineas
isostaticas.

Polo

Figura 7-16— Planos de maxima tensién cortante
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NOTA

Se utiliza aqui la

expresion
trigonométrica:
Tt
tang(B@——-)=
2
1
=—-cotB=-
tang O

7.6.4.1 Ecuacion diferencial de las lineas de maxima tension
tangencial

Sea B el angulo formado por la direcciéon de T,,,. con la horizontal (ver Figura 7-17).
De acuerdo con la Observacion 7-5, se tiene:

Tt T 1
=a-— O ¢ 2B)=t 20——)=—
B=a- ang(2B)=tang(2a =) ang 2a (7.45)

donde a es el angulo formado por la tensién principal 0, con la horizontal.
En consecuencia, considerando la ecuacion genérica de una linea de maxima

2t
tension tangencial y = f(x), la ecuacion (7.45) y la relacion tang 200 =—>— :
o, -~ O'y
1 o,-0, 2tang B 0O
tg(2ﬁ) == = - = zﬁ B _ ,
tang (2a) 2t 1 - tang ﬁDD _0,-0, 2y
dy " 0 Ty 10/
t - =
wh=y T g (7.46)

47
0= T -0
O' —

x y

y resolviendo la ecuaciéon de segundo grado de (7.46) en y', se obtiene la
ecuacion diferencial de las lineas de maxima tension cortante:

Ecuacién diferencial [

de las lineas de néxima% - (7.47)

tension cortante H

-

Conocida la funciéon ¢(x,y) en la ecuacion (7.47), puede integrarse dicha

Figura 7-17

ecuacion diferencial y obtener la ecuaciéon algebraica de las dos familias de
curvas ortogonales (correspondientes al doble signo en la ecuacion (7.47)).
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8 Plasticidad

8.1 Introduccion

Los modelos (ecuaciones constitutivas) elastoplasticos se utilizan en Mecanica
de Medios Continuos para representar el comportamiento mecanico de
materiales cuando se sobrepasan ciertos limites en los valores de las tensiones
(o de las deformaciones) y dicho comportamiento deja de ser representable
mediante modelos mas simples como son los elasticos. En este capitulo se van
a estudiar dichos modelos considerando, en todos los casos, que /as
deformaciones son infinitesimales.

A grandes rasgos, la Plasticidad introduce dos grandes modificaciones sobre la
Elasticidad lineal estudiada en los capitulos 6 y 7:

1) La pérdida de linealidad (las tensiones ya no son proporcionales a las
deformaciones).

2) La aparicion del concepto de deformacion plistica o permanente. Una parte de la
deformacion que se genera durante el proceso de carga no se recupera
durante el proceso de descarga.

8.2 Nociones previas

8.2.1 Invariantes tensionales

Sea @ el tensor de tensiones de Cauchy y su matriz de componentes en una
base asociada a los ejes cartesianos {x, y,z} (ver Figura 8-1):

gjx Txy sz E
[o]xyz 0w 9, T.Q (8.1)

Xz z z
Fe 1. 0.

Al tratarse de un tensor simétrico de segundo orden, diagonalizara en una base
ortonormal y todos sus autovalores seran numeros reales. Sea entonces
{x",»",z'} un sistema de ejes cartesianos asociado a la base en el que O
diagonaliza (autovectores de @). Su matriz de componentes en dicha base sera:
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@, 0 00
_0 0
lo]..,. =0 0, 0p (8.2)

B 0 oF

donde 0, 20, 20, , denominadas tensines principales, son los autovalores de 0
y a las direcciones asociadas a los ejes {x',»',z'} se las denomina direcciones
principales (ver Figura 8-1).

iy meondlizac,

Figura 8-1 — Diagonalizacién del tensor de tensiones.

Para obtener las tensiones y las direcciones principales de @, hay que resolver
el correspondiente problema de autovalores y autovectores:

EncontrarAy vtalque: oy =Av [ [O' - )\1] =0 (8.3)

donde A corresponde a los autovalores y v a los autovectores. Condicién
necesaria y suficiente para que el sistema (8.3) tenga solucion es que:

detfo-M]=|o-2A1]=0 (8.4)

que en componentes resulta:

o, —-A T, T,
T, O,-A 1, =0 (8.5)
Xz Tyz oz _)\

El desarrollo algebraico de la ecuacion (8.5), denominada ecuacion caracteristica,
corresponde a una ecuacién polindémica de tercer grado en A, que puede
escribirse como:

N=IN-IA-1,=0 (8.6)

donde los coeficientes /,(0;),1,(0;)e;(0;) son unas ciertas funciones de las
componentes 0, del tensor @ en el sistema de coordenadas {x,y,z}. Sin
embargo, las soluciones de la ecuacion (8.6), que seran funciéon de los
coeficientes de la misma (/,,/,,/;), son las tensiones principales que, por otra
parte, son independientes de cual sea el sistema de ejes en el cual se haya
expresado @. En consecuencia, dichos coeficientes deben de ser znvariantes
frente a cualquier cambio de base. Por este motivo, a los coeficientes /,,/,e I,
se les denomina snvariantes I o invariantes fundamentales y su expresion (tras el
correspondiente desarrollo de la ecuaciéon (8.5)) resulta ser:
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o, :Tr(o):o-ii =0,+0, +0;,

. 1
Invariantes / : - [, =E(0:0—112)=—(0102 +0,0, +0203) 8.7)

H, =det(0)=0,0,0,

Evidentemente, cualquier funcioén escalar de los invariantes sera también un
invariante y, por consiguiente, a partir de los invariantes /, definidos en (8.7)
se pueden definir nuevos invariantes. En particular, definiremos los
denominados zwariantes J :

1 =1, =0, =Tr(0)
. 2 1 1 1
InvariantesJ — ; +212)=50ﬁ0ﬁ =E(O':O')=ETV(O' [O) (8.8)

[ . . .
avisialn=sle
1
~>

(113 +31, 1, +31, )= %ouo O, = %Tr(o 6 (b)

3 [/

Observacion 8-1
a) Notesequest: /[, =0 O J, =1, iD{1,2,3} .

b) Los invariantes J,, i D{1,2,3} , pueden expresarse de forma
unificada y compacta mediante la expresion:

Ji ZE.TV(O'i) ZD{1525§
1

8.2.2 Componentes esférica y desviadora del tensor de
tensiones

Dado el tensor de tensiones 0, se define /a tension media ©,, como:

m=131:;Ty(o):;(oii)zi(ol+02+03) (89)

y la presion media p como:
(8.10)

El tensor de tensiones de Cauchy puede descomponerse en una parte (0
componente) esférica G,, y una parte (0 componente) desviadora O :

0=0, *+0 (8.11)

donde la parte esférica del tensor de tensiones se define como:
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y, de las ecuaciones (8.11) y (8.12), la parte desviadora resulta ser:

. B S’x _om T)Cy T)CZ E
0=0-0,, =0 T, g,—-0, T,. [
E sz Tyz oz _omE

V=10=0

Invariantes J' —

’ [ _1 e _1
5 [2_5(020)_501‘1‘

D]QI:II:IQI:DQD
1

1
[ ’ ’ ’
3 =1 3—5(01‘1 O Oy )

0.’

Ji

(8.12)

(8.13)

Los invariantes / y J del tensor desviador @, que se denominaran invariantes
1" y J’, resultan, tras considerar las ecuaciones (8.7), (8.8), (8.9) y (8.13):

(8.14)

Observacion 8-2

Se puede demostrar facilmente que /as direcciones principales de ©
coinciden con las de 0", es decir, que ambos tensores diagonalizan en la
misma base. En efecto, si se trabaja en la base asociada a las
direcciones principales de @, es decir, la base en la que diagonaliza
O, y puesto que O,, es un tensor hidrostitico y por lo tanto es

diagonal en cualquier base, entonces 0" también diagonaliza en la
misma base (ver Figura 8-2).

Figura 8-2. Diagonalizacion de las componentes esférica y desviadora
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Observacion 8-3

Se define como #ension efectiva o tension uniaxial equivalente G al escalar:

o =4/3J, =\/;0ng;‘. =\/;o':o'

La denominacién tensiéon uniaxial equivalente se justifica porque su
valor para un estado de tensiéon uniaxial coincide con dicha tension

NOTA

El espacio de tensiones
principales también es
conocido con el
nombre de espacio de
tensiones de Haigh-
Westergaard.

uniaxial (ver Ejemplo 8-1).

Ejemplo 8-1 — Calcular el valor de la tension uniaxial equivalente (o tension efectiva) O

para un estado de tension uniaxial definido por:

@, 0 00
-0 O
HO 0 OH
Resolucion:
L 1 o,
a) Tension media: g, =§Tr(0)= g
(o 0
= 0 0
w, 0 00 g3 . .
b) Componente esférica: O, = EO g, O E= EO 3“ 0 E
g0 0 o,H O o,0
0 0
] 3
¢) Componente desviadora:
[]Zo 0 0
w,-0, 0 00Q " 1 =
(o3 =o—oesfzg 0 -0, O EzDO -—0, O
5 0 0 -o,8 0 3 O
" E 0 0 --0 E

Tension efectiva: a=\/30’ o; =\/3af(4+1+1) =\/320
2 9 9 9 23

) ijij

u

8.3 Espacio de tensiones principales

Consideremos un sistema de ejes cartesianos en R’ {x=0,,y=0,,z=0,} de

tal forma que a cada estado tensional, caracterizado por los valores de las tres
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tensiones principales 0, 20, 20,, le corresponde un punto en dicho espacio
al que denominaremos espacio de  tensiones principales (ver Figura 8-3).

0‘3“ .

G/-/30 Eje de tension hidrostitica

b (01 =0, =03)

0

%/ 3 %r\ }i.(g;l“'gz ’ 03) = Bisectriz del 1% octante

.

=

v

0,

Figura 8-3 — Espacio de tensiones principales

Definicion:
Eje de tension hidrostdtica: Es el lugar geométrico de los puntos del

espacio de tensiones principales que verifican la condicion
0, =0, =0, (ver Figura 8-3). Los puntos situados sobre el eje de

tension hidrostatica representan estados tensionales hidrostaticos (ver
capitulo 4, apartado 4.4.5).

P(GI’GZ’G?))

03
Eje de tension hidrostatica
\J o 0.0,
7/
//
/ /
0] : y

o

2

(0)
1 Figura 8-4

Definicion:
Plano octaédrico T1 : Cualquiera de los planos normales al eje de tension
hidrostatica (ver Figura 8-4). La ecuacién de un plano octaédrico es:

o, +t0, +0, =ctte

y la normal (unitaria) al mismo es:

1 T
:71a1aa
n= g
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8.3.1 Tensiones sigma y tau octaedrica
Sea P un punto del espacio de tensiones principales, de coordenadas

(0,,0,,0,) y vector posicion ﬁ={0‘1,02,03}r (ver Figura 8-5).
Consideremos el plano octaédrico Il que pasa por el punto P,y sea 4 la
interseccion del eje de tension hidrostatica con dicho plano.

AO;

S Figura 8-5

Definiciones:
— ‘Tension sigma octaédrica: |OA|=-/3 o,

—  Tension fan octaédrica: | AP|=-3 1,

Observacion 8-4

* O0,, Informa de la distancia entre el origen O y el plano
octaédrico que pasa por el punto P. El lugar geométrico de los
puntos del espacio de tensiones principales con igual T, es el

plano octaédrico que esta a una distancia ﬁ 0, del origen.

oct

* T, informa de la distancia entre el punto P y el eje de tension

hidrostatica. Es pues una medida de la distancia que separa el
estado caracterizado por el puntoP de un estado de tension
hidrostatica. El lugar geométrico de los puntos del espacio de
tensiones principales con igual T,, es un cilindro cuyo eje es el

¢je de tension hidrostatica y cuyo radio es +/3 T

oct *

La distancia |OA4| se puede calcular como la proyeccién del vector OP sobre
n (la normal unitaria al plano octaédrico):
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EI/ID E
|04]=0Ph={0,,0,,0, }E/( ((0 +0,+0,)=/30,H
3 00 (8.15)
%/(g 0
04="3a,, g
p——
ooct _om - 3 (816)

donde se ha tenido en cuenta la definicion (8.9) de la tension media 0, .

La distancia ‘E‘ puede calcularse resolviendo el triangulo rectangulo O4P de
la Figura 8-5:

APZ=OP2—OAZ=012+022+032—;(01+02+03)2 (8.17)

Mediante algunas operaciones algebraicas esta distancia puede expresarse en
funcién del segundo invariante, J;, del tensor de tensiones desviador de la
ecuacion (8.14) como:

‘ﬁ‘z =2J,'0 ‘E‘:ﬁ(t];)l/zgm T =\F [J;]I/Z
APi=-31,, . -

Expresiones alternativas de T
(8.14) son:

(8.18)

o €0 funcién del valor de J, en la ecuacion

|j/2

1
_5(01 +0, +03)2E

Tou =j5g01 _02)2 +(02 _03)2 +(01 _03)25/2

(8.19)

Observacion 8-5
* Siel estado tensional O es puramente esférico :
c=0,=0,1 «0'=0-0,,=0 «J,=0= |17,,=0
(un estado esférico queda caracterizado por T,, =0 y, por tanto,
pertenece al eje de tension hidrostatica, ver Figura 8-5).
* Siel estado tensional O es puramente desviador :

0=0 = 0, =Tr(0)=Tr(6") =0

(un estado desviador queda caracterizado por 0,, =0 y pertenece al

plano octaédrico que pasa por el origen).
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Observacion 8-6

Un punto P del espacio de tensiones principales queda unfvocamente
caracterizado por los tres invariantes 1, =J,,J5,J; (ver Figura 8-6):

— I, (a través de O

1 . . . .
vt == 1) caracteriza la distancia al origen
3

(=3 0,,) del plano octaédrico I sobre el que esta el punto
(sittia al punto P sobre un cierto plano octaédrico).

— J, caracteriza la distancia del punto al eje de tensién hidrostatica
(sittia al punto P sobre un circulo del plano octaédrico con centro
. <. : st : 1/2
en el eje de tension hidrostatica y radio /3 T,,, =+/2 [J ;] .

— J; caracteriza la posicién del punto dentro del circulo definiendo

el angulo 6(J}).

=1,/3

Figura 8-6

Observacion 8-7

La Figura 8-7 muestra la proyeccion del espacio de tensiones
principales sobre el plano octaédrico . En dicha proyeccion puede
observarse la division del espacio de tensiones principales en seis
sectores, caracterizados por las seis posibles ordenaciones distintas de
dichas tensiones y separados por las proyecciones de los planos
bisectores 0, =05, 0,=0, y 0, =0,. La eleccion del criterio
0, 20, 20, reduce automaticamente el dominio de trabajo factible
al sector sombreado en la figura y la interseccion de cualquier
superficie, del tipo f(0,,0,,0;) =0, con el plano I se reduce a una
curva en dicho sector. Sin embargo, resulta automatico extender dicha
curva a los demas sectores (es decir, dibujar la curva que se obtendtfa
con la misma funcién f(0,,0,,0;)=0, pero considerando las

distintas ordenaciones de las tensiones principales) sin mas que
aprovechar las condiciones de simetrfa respecto a los planos
bisectores. La curva resultante, por lo tanto, presentara tres ejes de
simetria respecto a cada uno de los ejes de la Figura 8-7.
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NOTA

El modelo de friccién
de Coulomb también
recibe el nombre de
modelo de friccion seca.

Figura 8-7 — Proyeccion sobre el plano octaédrico

8.4 Modelos reolégicos de friccion

Los mwdelos reoldgicos son idealizaciones de modelos mecanicos, construidos
como combinacion de elementos simples, cuyo comportamiento es facilmente
intuible, y que permiten percibir comportamientos mecanicos mas complejos.
Se utilizaran aqui modelos reolégicos de friccion para introducir el concepto de
deformacién irrecuperable o permanente y sus consecuencias como paso
previo al analisis de los modelos elastoplasticos.

8.4.1 Elemento elastico (elemento muelle)

El modelo reolégico elastico viene definido por un muelle de constante £ (ver
Figura 8-8). El modelo establece que existe proporcionalidad entre la tension y
la deformacién, tanto en carga como en descarga, siendo la constante E, el
factor de proporcionalidad (ver Figura 8-8).

F o
d-¢€

0

Figura 8-8 — Relacion tension-deformacion para un modelo elastico

8.4.2 Elemento de friccion

Consideremos un bloque situado sobre una superficie rugosa (ver Figura 8-9),
y sometido a una fuerza de compresion N y a una fuerza horizontal
F (positiva, hacia la derecha, y negativa hacia la izquierda). Sea & el
desplazamiento horizontal del bloque. El modelo de friccion de Coulomb
establece que el médulo de la reaccién R ejercida por la superficie de contacto
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sobre el bloque no puede exceder de un cierto valor limite F, =p N , donde
W=0 es el coeficiente de rozamiento entre el bloque y la superficie. En
consecuencia, mientras el médulo de la fuerza F' sea menor que dicho valor
limite, el bloque no se mueve. Una vez alcanzado el valor limite F, =uN , el

bloque empieza a desplazarse en un estado de cuasi-equilibrio (sin producir
aceleraciones) y, si se desea permanecer en régimen cuasi-estatico, dicho valor
limite no puede excederse. Estos conceptos pueden expresarse
matematicamente como:

F/l<pN < 3=0 (No hay movimiento)
y

‘F ‘ =UN < 0#0 (Haymovimiento) (8.20)
‘F ‘ >uN (Imposible)
F A
N
0
D F,=uN
F
— >
5
i — F

44— R

Figura 8-9 — Ley de friccion de Coulomb

El comportamiento del modelo de friccion de Coulomb, en términos de la
relacion fuerza-desplazamiento F —9, esta representado graficamente en la
Figura 8-9, tanto para valores positivos de la fuerza F (movimiento hacia la
derecha) como para valores negativos (movimiento hacia la izquierda).

Por analogfa con el modelo mecanico de friccion, podemos definir el modelo
reolégico de friccion de la Figura 8-10 donde 0 es la tension (analoga a la
fuerza F en el modelo de Coulomb) que actia sobre el dispositivo y € la
deformacién que experimenta (analoga al desplazamiento ). Dicho modelo
reolégico dispone de un dispositivo friccional caracterizado por un valor limite
0, (que juega el papel de UN en el modelo de Coulomb) cuyo valor no puede
ser excedido.
0 <0, - Ae=0

o
% B ;q . » O 0l=0, -~ Ae#0
% - ) ‘0‘ >0, - imposible
Ae

Figura 8-10 — Modelo reolégico de friccion

En la Figura 8-11 se presenta la curva tension-deformacion correspondiente a
dicho modelo reolégico para un ciclo carga-descarga-recarga en el mismo, que
puede ser descompuesta en los siguientes tramos:

— Tramo [0-1: TLa tensién 0 aumenta (a traccién) hasta alcanzar el valor
umbral 0=0,. No se produce deformacion.
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Tramo : Una vez alcanzado el umbral 0=0,, la tensién no puede

aumentar, aunque si mantenerse constante, con lo que el elemento de
friccion fluye produciéndose una deformaciéon € que crece indefinidamente
mientras se sostenga la tensién (proceso de carga).

Tramo : En el punto se invierte la tendencia de la tensiéon que
empieza a disminuir (A0<O0) vy se inicia la descarga (0<0,).
Automaticamente deja de producirse deformaciéon Ag =0. Esta situacion
se puede prolongar hasta que la tensién se anula (G=0) en el punto 3]
Obsérvese que si el proceso se detiene aqui, nos encontraremos con que se
ha recuperado el estado de tensién inicial pero no el estado de
deformacion, apareciendo una deformacion residnal o permanente (€#0) que
pone en evidencia que, para este modelo, la trayectoria en la curva tension-
deformacién no es la misma en régimen de carga que en régimen de
descarga y (desde el punto de vista termodinamico) el caracter irreversible
del proceso de deformacion.

Tramo : Mas alla del punto 3| el signo de la tension se invierte y pasa

a ser de compresién. Sin embargo, puesto que |0<0,, no se producen

e

cambios en la deformacion (Ag =0).

Tramo [4=5 En el punto se cumple el criterio |0 =0, y el modelo

empieza nuevamente a entrar en carga y a flurr a tension constante
0=-0,, produciendo deformaciéon negativa Ae<O0, la cual reduce
progresivamente la deformacion

acumulada. Finalmente, en el oAl
punto se ha recuperado el
estado de deformacién inicial, O, p—>—> >
pero no el de tension. Mas alla \
de dicho punto se podria \
proceder a una descarga, con la |Q| ]i‘
consiguiente disminuciéon de la €
tensién hasta cerrar el ciclo en \
el punto @ O proseguir en -0 lsJ
régimen de carga generando, <
ahora, deformaciéon permanente

negativa.

Figura 8-11 — Curva tension-
deformacién en un ciclo de
carga-descarga-recarga

8.4.3 Modelo elastico-friccional

Los elementos reolégicos basicos, elastico y friccional pueden combinarse para
producir un modelo mas complejo, que denominaremos wodelo elistico-friccional,
mediante la disposicién en serie de un elemento elastico, de parametro £, y de
un elemento de friccion, de parametro 0, que denominaremos /wite eldstico, tal
como se muestra en la Figura 8-12. Sea 0 la tensiéon que actia en el modelo y
€ la deformacién total del mismo. Al estar colocados los dos elementos
basicos en serie, se verificara que la tension que actia sobre cada uno de ellos
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es la misma. Por otro lado, podemos descomponer la deformacién total como
la suma de la deformacién experimentada por el elemento elastico (€°) mas la

deformacion experimentada por el dispositivo friccional (Sf ), v lo mismo
podra hacerse a nivel incremental:

o=0‘=0’
e=86+ef=2+8fg .
- E Descomp051 cion
o]
<] o .. (8.21)
E []— aditiva de
E la deformacion
Ne =g + Ae’ [

Elemento de friccidon

£ /\ Elemento elastico
\\/\ O_e
W <

7 iz

g/ €°

€
—————————————— P

Figura 8-12 — Elemento elastico-friccional

Teniendo en cuenta el comportamiento tension-deformacioén de cada uno de
los elementos basicos que componen el modelo reolégico, para el modelo
combinado se tendra:

LAs = Ae€
00 .
Ao = EAe

El elemento de friccién no se deforma para tensiones ‘0‘ <a,, por lo que

e |oi<o, 0 Ae/ =00 Ae=A¢

toda la deformacion serd absorbida por el elemento eldstico.

« |loj=0,/0 A/ 200 e=%4+¢/ 0 %°|=Ue ,
E EAI'::AS‘ OA=00 Aog=0

Todo incremento de la deformacién es absorbido por el elemento de
friccién con un incremento de tensién nulo.

+ >0,

Es incompatible con las caracteristicas del elemento de friccion.
En la Figura 8-13 se presenta la curva tension-deformacion para un ciclo carga-

descarga-recarga con el modelo elastico-friccional, que puede ser
descompuesto en los siguientes tramos:

= Tramo : ‘0‘ <o,0 Ae/ =00 Ae=Ae® — Esun tramo de carga eldstica.

Al final del mismo, en el punto |1, se tiene €=¢€° = %. El valor final o, al

final de este tramo elastico justifica su denominacién como /mite eldstico.
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O Lo
= Tramo : ‘O“=Ge 0 As’ 200 %'_ E TE — Es un tramo de carga

He=Ae’ >0
friccional en el que no se genera deformacion en el elemento elastico (7o se
genera deformacion eldstica) y todo el incremento de deformacion es absorbido
por el elemento friccional.

— Tramo [2-3} o<o, O A/ =00 Ae=Ae® ~ Es un tramo de descarga

eldstica. Al final del mismo, en el punto 3| se recobra el estado inicial de
tension nula (0=0). En consecuencia, en dicho punto la deformacioén

Lo Y ., . .
clastica es €° = = =0 y por tanto la deformacién residual o irrecuperable es

g=¢/ #20; es decir, la deformacion generada en el elemento de friccién
durante el tramo de carga friccional no se recupera ante una eventual
relajacion a cero de la tensién. Este hecho permite calificar a /a componente

friccional de la deformacion e’ como una deformacion irrecuperable o irreversible.

= Tramo : ‘0‘<Ge O As/ =00 Ae=Ae® ~ Es un tramo de recarga

eldstica similar al pero con tension de compresion (0<0). Durante el
mismo no se modifica la componente friccional de la deformacion y el

o
valor final, en el punto |4}, de la deformacioén elastica es €° = _Ee .
b=-Tc e/
= Tramo : ‘0‘ =o,0 A/ 200 E — Es un tramo de recarga

He=Ae’/ <0
friccional durante el cual se genera deformaciéon friccional negativa
(Ae/ <0), por lo que §1 valor o,
total de la deformacién de
fricciébn va diminuyendo hasta
anularse en el punto

(caracterizado por €=g°=-—%

y €/ =0). Una eventual descarga

elastica en dicho punto
determina la vuelta al estado

inicial 0],

Figura 8-13 Curva tension-deformacion
de un modelo elastico-friccional

8.4.4 Modelo de friccion con endurecimiento

Consideremos el modelo reolégico de la Figura 8-14 compuesto por un
elemento elastico (caracterizado por un parametro H', que denominaremos
mddnlo de endurecimiento) y un elemento de friccion (caracterizado por el /imite
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eldstico 0,) dispuestos en paralelo. La disposicién en paralelo motiva que ambos

elementos reolégicos compartan la deformacion, mientras que la tension total
en el modelo sera igual a la suma de la tensién sobre el elemento de friccion

(0') mis la tensién que pasa por el elemento elastico (07):

B=c® +g®@
glﬁo =Ac?® +Ac®?® (8.22)
ge=g’ =g/
06
v e
A o
o o
- ———
H’ e
€

Figura 8-14 — Modelo de friccién con endurecimiento

Analizando por separado el comportamiento de cada elemento se tiene:

a) Elemento de friccion:

‘0“)‘ <o, De/ =Ae=0
‘0“)‘ =g, DA/ =Aez0 (8.23)
‘0(1)‘ >0, imposible

b)  Elemento eldstico:

b =He =H'e
O ., (8.24)
FNo® = H'Ne® = H' Ae
¢) Combinando las ecuaciones (8.23) y (8.24) se llega a:
O e @ (=] 1
‘0 ‘ lo-0® |=|c-He (8.25)

H'e

De acuerdo con las ecuaciones (8.23) y (8.24) pueden establecerse las siguientes
situaciones para el modelo reoldgico:

S = - = M
+ lo¥<o, < [[o-He <00 §F TECD hivie
Mo? =H'Ae* =H'DMe=0 [Pe=0

Toda la tensién pasa por el dispositivo friccional y la deformacion es nula.

M| =
M| = o] = ‘_oe Q@ =Ag=H"
o ‘0 ‘—0 =||l0—-He|=0, O O |Ac"” =Aoc=HAe
¢ ¢ <2>‘:|0_0<1>|

Todo incremento de tensién es absorbido en su totalidad por el elemento
elastico.
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En la Figura 8-15 se presenta la curva tensién-deformaciéon para un ciclo
carga-descarga-recarga con el modelo propuesto y descompuesta en los
siguientes tramos:

ho® = EAe =0
o =Ao

caracterizado porque toda la tensiéon es absorbida por el elemento de
friccion. Al final del mismo, en el punto |1, se tiene €=0 y 0=0,. El

- Tramo |0-1} ‘0(1)‘<06DAE=OD Es un tramo

tramo puede caracterizarse por la condicién ‘ o-H '8‘ <a,|

— 2
= Tramo : ‘0(1)‘ =0, 0 SI—GQ +a®
Mo=Ac? =H'Ae
que todo el incremento de tension es absorbido por el elemento elastico.
Globalmente el modelo aumenta su capacidad de resistir la tension (y se
dice que el modelo endurece) proporcionalmente al aumento de

deformacion, siendo el factor de proporcionalidad el wddulo de endurecimiento

— Es un tramo de carga en el

H'. El tramo puede caractetizarse por la condicion ‘ o-H '8‘ =0,

(o =Ao
— 3l [g® -
Tramo |2 -3} ‘0 ‘<O-e O Ae=00 EAG(z) o Es un tramo en el que
la tensién en el elemento friccional disminuye, con un incremento de
deformacién nulo y manteniéndose constante la tensiéon en el elemento
elastico. Este estado puede proseguir hasta invertirse totalmente la tension

en el elemento friccional. Asi, en el punto 3] se tiene G ' =-g*. El tramo

puede caracterizarse por la condicién || 0~ H'e| <0,

——g +g?
- Tramo 3-4: 0" =0,0 Sj o 20
5 Ao =Ac® = H'Ae

respecto al tramo con el elemento elastico disminuyendo la tension

— La situacion es simétrica

que soporta, hasta anularse en el punto donde o = -0,y O @ =0.El

tramo puede caracterizarse por la condicién ‘0 -H '8‘ =0,. Mas alla de

este punto puede relajarse la tension en el elemento de friccion hasta llegar

al estado original @
—
' oe
% |o-H'e|<o,

Figura 8-15 — Curva tension-deformacion de un modelo de friccion
con endurecimiento
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8.4.5 Modelo elastico — friccional con endurecimiento

Combinando ahora un elemento elastico, de modulo elastico E |, en serie con
el modelo friccional, con endurecimiento H' y limite elastico 0,, del apartado

8.4.4, se llega al modelo elastico— friccion con endurecimiento de la Figura
8-16.

06
- BEEE O
] >
% . o
Wil
- g/ P -
- Lt | Ll
€
\’4 |

Figura 8-16 — Modelo elastico-friccional con endurecimiento.

De las ecuaciones de equilibrio de tensiones y de compatibilidad de
deformaciones en el modelo, (ver Figura 8-106), tendremos:

et Descomposicion
[E=g° +¢€

EA A ", — aditivadela
£ =N’ +Ae

deformacion (8.26)
[(b=0°=0’

D e f
Ao =Ac° = Ao

donde 0° y 0/ representan, respectivamente, las tensiones soportadas por el
elemento elastico y el modelo de fricciéon con endurecimiento. Combinando
ahora el comportamiento de un elemento elastico (ver Figura 8-8) con el del
modelo de fricciéon con endurecimiento de la Figura 8-14, se tiene para el
modelo reolégico propuesto:

 Jomte <o 0 B5 20 0lbo=ras
. € = A&

El elemento de friccion con endurecimiento no se deforma y el
incremento de deformaciéon Ag es absorbido en su totalidad por el
elemento elastico. Se tiene un caso que denominaremos proceso eldstico.

. ‘O’—H'Ef‘=06

o>0; Ac>0

[ ho=Ac’ = H'Ae'
a) [OAC>0|= [ O 0 g
) O = Ao® = E 2e°
Hr<0; Ao <0
— e
+ H' o=E" e
0 Ae=Aef +Ag’ :2A0+;,A0=EEHI:I Aol élﬁef:E H'
= E+H'

El incremento de deformacioén es absorbido por los dos elementos del
modelo (el friccional-endurecible y el elastico). La relaciéon entre el
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by

incremento de tension A0 y el incremento de deformaciéon A€ viene

dada por el wddulo de deformacion eldstico-friccional E 7 Se trata de un caso
que denominaremos proceso de carga inelistica.

ow>0; Ao<0
cho<0/« H 4 0 8¢’ =0 0 Ae=Ae* 0 [AG=E A
Rr<0; Ao<0

Todo el incremento de deformaciéon Ae es absorbido por el elemento
elastico. Se trata de un caso que denominaremos proceso de descarga
eldstica.

En la Figura 8-17 se presenta la curva tensién deformacion en la que pueden
distinguirse los siguientes tramos:

= Tramos y [2-3} ‘G—H'ef ‘ <o, O . Corresponden a

procesos eldsticos.

o-He,|=0
- Tramos y[3-4} % 4 ‘ ‘0 |Ao=E 7| Corresponden a

FOA0>0

procesos de carga ineldstica.

O-He,|=0
= Punto : % 4 ‘ ‘0O . Corresponde a un proceso de

FbA0<0

descarga eldstica.

Notese que si H'=0, entonces EY =0, y se recupera el modelo elastico-
friccional de la Figura 8-13.

A
© 2]

G |l E ef

e

Carga inelastica ‘ |Q|

4 e

Figura 8-17 — Curva tension-deformacion de un modelo elastico-friccional con

endurecimiento
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8.5 Comportamiento fenomenolégico elasto-
plastico

Consideremos una barra de acero de longitud ¢ y seccion 4 sometida a una
fuerza de tracciéon F en sus extremos. La tension en la barra sera 0=F/ A4
(ver Figura 8-18) y la deformacién de la misma puede ser estimada como

£ =j, donde & es el alargamiento de la barra. Sometiendo a dicha pieza a

varios ciclos de carga y descarga se obtiene, tipicamente, una respuesta, en
términos de la curva tensiéon-deformaciéon o — €, como la indicada en la Figura
8-19.

/
e
1
o/2 o/2=—¢/
u—wh‘ ww—w 2
< o —» O0=F/A4

Figura 8-18 — Ensayo de traccion uniaxial

Analizando el primer ciclo se observa que, mientras la tensiéon no supera el
valor 0, (denominado /mite elistico) en el punto 1, el comportamiento es

elastico lineal caracterizado por el médulo elastico E (0=FEg) y no existen
deformaciones irrecuperables (durante una eventual descarga se recupera la
deformacion producida durante la carga).

2" descarga

:

1% descarea
oA 8

my

[ »!

- >

Figura 8-19 — Ciclos carga-descarga-recarga

Para tensiones superiores a 0,, el comportamiento deja de ser elastico y parte

de la deformacién no se recupera ante una eventual reduccién a cero de la
tension (punto , apareciendo una deformaciéon remanente denominada

deformacion plistica €. Sin embargo, durante la rama de descarga el
comportamiento vuelve a ser, al menos de forma aproximada,
incrementalmente elastico (Ao=FEAg). Lo mismo ocurre en la posterior
recarga , produciéndose un comportamiento incrementalmente elastico,
hasta que la tensiéon alcanza, en el punto 2, el maximo wvalor que habia
alcanzado durante el proceso de carga. A partir de este punto el
comportamiento deja de nuevo de ser incrementalmente elastico (como si el
material recordase la maxima tension a la cual habia estado sometido

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



252

8 Plasticidad

NOTA

Este procedimiento se
conoce como
estiramiento en frio y tiene
como fin obtener un
limite elastico aparente
del material superior al
del material virgen

O'f >O'e.

previamente). Un siguiente ciclo carga-descarga-recarga |2-4-5-4| pone de
nuevo de manifiesto que durante el tramo se ha generado mas

deformacién plastica, que aparece en forma de deformacién permanente en el

punto , y también mas deformacion eldstica €°, entendida como aquella parte de
la deformacién que sf se recupera durante el tramo de descarga [4 - 5/.

8.5.1 Efecto Bauschinger

Consideremos una probeta de un material virgen (que no ha sufrido
previamente estados de deformacién inelasticos) sometida a un ensayo de
traccion uniaxial y otra probeta del mismo material virgen sometida a un ensayo
de compresion uniaxial. Para ciertos materiales (denominados isorresistentes) las
respuestas que se obtienen en ambos ensayos, en términos de la curva tension-
deformacion 0—¢€ de la Figura 8-20, son simétricas respecto al origen. Es
decir, que en el ensayo a traccién la respuesta es elastica hasta un valor de
0 =0, (limite elastico a traccion) y en el ensayo a compresion la respuesta es
también elastica hasta un valor de @ =—0, (Zmite elistico a compresion), siendo el

resto de ambas curvas (para un supuesto régimen de carga mono6tono) también
simétricas. Diremos en este caso que la curva tension-deformacion del material
virgen es simétrica a traccion y compresion.

Supongamos ahora que realizamos un ensayo de compresiéon sobre una
y
probeta que ha estado previamente sometida a una bistoria de deformaciones plasticas,

por ejemplo a un ciclo de carga-descarga a traccién como el |0-1-2-3]en la

Figura 8-19 (estiramiento en frio), y sea 0, >0, la mixima tension a la que ha

estado sometido el material durante el proceso de carga. Un hipotético
comportamiento siétrico llevarfa a que el material tuviera ahora un
comportamiento elastico en el rango de tensiones [— o/,0/ ] Sin embargo, en
ciertos casos, el comportamiento elastico a compresion termina mucho antes
(ver Figura 8-20). Este es el efecto conocido como efecto Bauschinger o
endurecimiento  cinemdtico. Obsérvese que la curva tension-deformaciéon del
modelo elastico-friccional de la Figura 8-17 exhibe éste tipo de endurecimiento.

A Curva del material virgen K
(0)

Oy

/ E Curva del material estirado

y :

y . .
/ L Curva sin efecto Bauschinger
) /
,,,,,,,,,, el _/
/
//
Oy
e

_— Figura 8-20 — Efecto Bauschinger
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NOTA

Hasta cierto punto,
dichos modelos pueden
inspirarse, aunque con
ciertas limitaciones, en
modelos reolégicos del
tipico elastico-friccional
como los presentados
en el apartado 8.4 .

Observacion 8-8

A la vista del comportamiento fenomenolégico observado en la
Figura 8-19 y en la Figura 8-20, el comportamiento elastoplastico se
caracteriza por los siguientes hechos:

1) A diferencia del caso elastico, no existe unicidad en la relacion
tension-deformacion. Un mismo valor de la deformaciéon puede
corresponder a infinitos valores de la tension y viceversa. El valor
de la tension depende, ademas de la deformacion, de la historia
de carga.

2) No hay una relacion lineal entre la tension y la deformacion. A lo
sumo esta linealidad puede ser incremental en ciertos tramos del
proceso de deformacion.

3) Se producen deformaciones irrecuperables o irreversibles en un
ciclo carga-descarga.

8.6 Teoria incremental de la plasticidad en
una dimension

El comportamiento elastoplastico analizado en al apartado 8.5 puede ser
modelado utilizando modelos matematicos de cierta complejidad. Una de las
aproximaciones mas populares la
constituye la  denominada  Teorfa
Incremental de la Plasticidad. Para el o |
caso de una dimension se pretende, en
esencia, aproximar un comportamiento o
tension-deformacion como el de la
Figura 8-19 mediante aproximaciones a
trozos mediante ramas eldsticas e

inelasticas como las de la Figura 8-21.
La generalizacién a varias dimensiones ;

Rama elastoplastica

4 ) ., Rama elastica €
requiere la introducciéon de conceptos
mas abstractos.
Figura 8-21 — Curva uniaxial tension-
deformacién para un modelo

elastoplastico

8.6.1 Descomposicion aditiva de la deformacion. Variable de
endurecimiento

Se descompone la deformacion total € en la suma de una deformacién elastica
€ (o deformacién recuperable), que se rige por la ley de Hooke, y una

deformacién plastica €” (o deformacion irrecuperable):
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— € P _ e P
Descomposicion aditiva % —E te Ede =de” +de
g - O,_c 0O, do (8.27)
de la deformacion e=" gjge =2
E E

NOTA

Se utiliza aqui la
funcion signo definida
mediante:

x20 < sign(x)=+I1

x<0 = sign(x)=-1

donde E es el modulo elastico. Se define ademas la variable de endurecimiento

0(0,&” ) mediante la ecuacion de evolucion:

Lda = sign(0) de”
Variable de endurecimiento o - g >0 (8.28)

B]‘u’:o =0

Observacion 8-9

Notese que la variable de endurecimiento O es siempre positiva, de
acuerdo con su definicién en la ecuaciéon (8.28) y que, tomando

modulos en la expresion do = sign(0) de?, se llega a:

da =|da| =|sign(o)|de? |0 |da = de”|
=1

Luego, para un proceso monodtono creciente de la deformacion
plastica ambas variables coinciden:

de? 200 azf‘de”‘zﬁpde” =g’

Sin embargo, si el proceso no es monétono creciente la deformacion
plastica puede disminuir y su valor ya no coincide con el de la variable
de endurecimiento O .

8.6.2 Dominio elastico. Funcién de fluencia. Superficie de

fluencia

Se define como dominio eldstico en el espacio de tensiones al interior del dominio
encerrado por la supetficie F(0,0)=0:

Dominio elastico — K, = {0 UR | F(G,O() < (} (8.29)

donde a la funcién F(0,0):RxR, — R se la denomina funcion de fluencia
Ppldstica.

Se define como dominio eldstico inicial B al dominio elastico correspondiente a

una deformacion plastica nula (¢” =a=0):

Dominio elastico inicial - EQ := {0 UR | F (0,0) < (} (8.30)

Un requerimiento adicional al dominio elastico inicial es que contenga al estado
de tensién nula:
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00E2 O F(0,0)<0 (8.31)

y ello se consigue definiendo la funcién de fluencia plastica mediante:

Funcién de fluencia plastica - F(o,a)=|o -0 y (a) (8.32)

donde o, (O()>O es la denominada zensidn de fluencia. El valor inicial (para
0 =0) de la tensién de fluencia es el limite elastico o, (ver Figura 8-22). A la

funcioén o, (O(): R, - R, sela denomina ly de endurecimiento.

H'= Parimetro de
endurecimiento

\j

hS|

a=g
Espacio de tensiones
admisibles  _ o)

e

—0,(a)

Figura 8-22. Ley de endurecimiento y espacio de tensiones admisibles

Se define la superficie de fluencia como el contorno del dominio elastico:

Superficie de fluencia — 0E  := {0 OR | F(G, O() =|of -0, (O() = (} (8.33)

El dominio elastico E; junto con su contorno OE, determinan el espacio

(dominio) de tensiones admisibles E :

Espacio de[]

tensiones - B, =E, UdE, ={o0R | F(o,a)=d -0, (@)<d| 834
admisibles H

y se postula que todo estado tensional factible (admisible) debe pertenecer al
espacio de tensiones admisibles E;. De acuerdo con las definiciones del

dominio elastico en (8.29), de la superficie de fluencia (8.33) y del espacio de
tensiones admisibles (8.34), puede establecerse lo siguiente:

[0 en el dominio elastico

F(0,0)<0 = |o]<o,(a) = Jo0E, )
(o)

[0 en la superf. de fluencia 8.35

Flo,a)=0 < |o]=0,(0) = onos,) (835
(¢

j

F (0, O() >0 - |0| >0, (a) estado tensional no admisible
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Observacion 8-10 I

Notese en la ecuacion (8.34) la dependencia del espacio de tensiones
admisibles con la wvariable de endurecimiento o. El dominio
admisible evoluciona con la tensién de fluencia 0 ,(a) de la forma:

B, =|-0,(a), o, (a)] (ver Figura 8-22).

8.6.3 Ecuacion constitutiva

Para caracterizar la respuesta del material se definen las siguientes situaciones:

*  Régimen eldstico:

oUE, U |do=Ede (8.36)

*  Régimen elastopldstico en descarga:

oUoE, O

do=Ede
dF(0,a)< OE (8.37)

*  Régimen elastopldstico en carga plastica:

oUoE, O
dF(O',G)=OE

do=E? de (8.38)

donde E? es el denominado wddulo de deformacion elastoplastico.

Observacion 8-11

La situacion oU0E,; y dF(0,0)>0no puede darse, puesto que si
O000E, O (de la ecuacion (8.33)) F(o,a)=|o{ -0, (a)=0.

Siademas dF (o,0)>00

F(o+do,a +da)=F(o,0)+dF(o,0)>0
=0 >0

y, de acuerdo con la ecuacion (8.35) el estado tensional O + do seria
no admisible.

8.6.4 Ley de endurecimiento. Parametro de endurecimiento

La ley de endurecimiento proporciona la evolucién de la tensién de fluencia
plastica 0 ,(a) con el pardmetro de endurecimiento o (ver Figura 8-22).

Aunque dicha ley de endurecimiento puede ser mas general, es frecuente (y
muchas veces suficiente) considerar una ley de endurecimiento /neal/ del tipo:

o,=0,+H'a O |do,(0)=H'da (8.39)

donde H'recibe el nombre de pardmetro de endurecimiento.
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NOTA

Se utiliza aqui la

propiedad:

dx | )
—— =sign(x
dx £

8.6.5 Modulo de deformacion elastoplastico

El valor del médulo de deformacion elastoplastico E? de la ecuacion (8.38)
puede calcularse como sigue. Considerando el régimen elastoplastico en carga
plastica, de la ecuacién (8.38):

oU0E, O F(o,a)=|0/ -0, (O():OED

dF(0,0)=0 0 (8.40)

do|-do,(a)=00 sign(c)do-H'da=0

donde se ha tenido en cuenta la ecuacién (8.39). Considerando ahora la
ecuacion (8.28) (da = sign(0)de”) y substituyendo en la ecuacion (8.40):

Lo (8.41)

1

sign(0)do — H' sign(o)de” =00 de? =

Considerando ahora la descomposicion aditiva de la deformacion (8.27) y la
ecuacion (8.41):

O
de =dg° +depﬁ
1 1 1 ! 10
ds® =—do O de=—do+—do= +—~oO
. o TE e
_ O
e’ =prdo g (8.42)
= EF%P
1 Bdo E? dg
do= del |0 H'
1,1 EEep =E
E H E+H

8.6.6 Curva tension-deformacién uniaxial

Con la ecuaciéon constitutiva definida por las ecuaciones (8.36) a (8.38),
podemos obtener la correspondiente curva tension-deformacion para un
proceso uniaxial de carga-descarga-recarga (ver Figura 8-22) en el que
podemos observar los siguientes tramos:

— Tramo [0-1 |0|<Ge O ocUE, O Régmen elistico. De acuerdo con la
ecuacion (8.36), do=Ede y el comportamiento es elastico-lineal

definiendo una rama elastica del diagrama tensién-deformacion.

F(o,a)=|o]—-0,(a)=00 oO0E
= Tramo m: (©,a) | | (@ ¢ ED Régimen elastoplastico
dF(0,0)=0 5

en carga plastica. De acuerdo con la ecuacion (8.38), do=E% de definiendo
una rama elastoplastica.

— Tramo 2-3-2: F(o,0)= |O‘| —0,(0)<00 oUE, O Régimen elastico.
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elastico-lineal definiendo una rama elastica.

oA 0 F(o,0)=0

E ep O-f (ai \/ .
“““““““““““““““““““““““ H

!
f

F(o,0)<0

=
[w]
N
N
Yo
=
A[—» —»r

-0

e

—0,(0)

teorfa incremental de la plasticidad

Figura 8-23 — Diagrama tension-deformacion uniaxial correspondiente a la

Observacion 8-12

En el punto |2] de la Figura 8-23 pueden diferenciarse los siguientes
dos procesos:

5 (0,0) =|o] -0, (o) =00 000K,

F(o,0)<00

rama .

3 (0,0) =|o] -0, (0) =00 o00E,
F(0,0)=0

— Descarga elastica por la

— Carga plastica por la rama

2-4|

Observacion 8-13

Notese que solo se genera deformacion plastica durante el proceso de
carga plastica sobre la rama elastoplastica (ver Figura 8-24).
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o 4 Rama elastoplastica (ﬁ

e
o, [y E
E '
1 Rama elastica
SP Se €
-

Figura 8-24. Generacion de deformacion plastica en la rama elastoplastica

Observacion 8-14

Notese la similitud del diagrama tensiéon deformacion de la Figura
8-23 con el obtenido con el modelo reolégico elastico-friccional con
endurecimiento en el apartado 8.4.5 (Figura 8-17). La deformacion de

friccién €/ en dicho modelo es equivalente a la deformacion plastica

€” enla teorfa incremental de la plasticidad.

NOTA Observacion 8-15
El caso de plasticidad 3 . .
con ablandamiento por El parametro de endurecimiento H' juega un papel fundamental en
deformacion presenta la definicion de la pendiente E¥ de la rama elastoplastica. De

una problematica
especifica, respecto a la
unicidad de la solucion

acuerdo con la ecuacion (8.42):

del problema E? = H'
elastoplastico, que E+H'
queda fuera del alcance

de este texto. y, en funciéon del valor de H', pueden definirse las siguientes

situaciones (ver Figura 8-25):

H'>00 E? >0 - Plasticidad con endurecimiento por deformacion. E1 caso
limite H'=c0 0 E? =E recobra el comportamiento elastico lineal.

H'=00 E? =0 - Plasticidad perfecta.

H'<00 E? <0 - Plasticidad con ablandamiento por deformacion. El
caso limite se encuentraen H'=—E [0 E¥ =—o.

€ g € >
Figura 8-25
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8.7 Plasticidad en tres dimensiones

La teorfa incremental de la plasticidad, planteada en una dimensién en el
apartado 8.6 , puede generalizarse al caso de un estado tensional multiaxial (tres
dimensiones) utilizando los mismos ingredientes, es decir:

1. Descomposicion aditiva de la deformacion:

Descomposicion aditiva EE=¢g‘+¢’ . Hle =de’ + de’ 8.3
de la deformacion - c=C"':o e =C"' :do (84

donde C™' es ahora el tensor de propiedades elasticas definido en el capitulo 6.

2. Variable de endurecimiento  y regla de flujo (ecuaciones de evolucion):

e = 96(0.0)
Regla de flujo - [J h 90 (8.44)
Hla=A a0[0,»)

donde A recibe el nombre de multiplicador plistico y G(O,Q) el de funcion de
potencial pldstico.

3. Funcion de fluencia. Dominio eldstico y superficie de fluencia.

Funcion de fluencia [F(0,0)=@0) ~ 0, ()
plastica s(@)=0, + H'a (ley de endurecimiento)
Dominio elastico -~ E, ={o | F (0,0)<0
Dominio elastico inicial — E¢ :={o | F(0,0)<0} (8.45)

Superficie de fluencia - 0B, :={0 | Fo,a)= 0}
E i tensi —

spz?cllo de tensiones [] &, =E, UdE, ={0' | F(O',G)S(}
admisibles N

donde @0)=0recibe el nombre de zensidn uniaxial equivalente, G, es el limite
elastico obtenido en un ensayo uniaxial del material (una propiedad del mismo)
y 0,(Q) es la tension de fluencia. El parametro de endurecimiento H' juega el
mismo papel que en el caso uniaxial y determina la expansién o contracciéon del
dominio elastico [E,, en el espacio de tensiones, a medida que crece a. En

consecuencia:

* H'>00 Expansiénde E cona - Plasticidad con endurecimiento

* H' <00 Contraccionde Egcona - Plasticidad con ablandamiento (8.46)

* H' =00 Dominio elastico constante (E, = Eg) - Plasticidad perfecta
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4. Condiciones de carga-descarga (condiciones de Kuhn-Tucker) y de consistencia:

Condicione s de [
O0-A20 ; F(o,0)<0 ; AF(0,0)=0
carga - descarga[]

Condicién deJ
] . O-F(o,0)=00 AF(o,a)=0
consistencia []

(8.47)

Las condiciones de carga-descarga y de consistencia son un ingrediente
adicional, respecto al caso unidimensional, que permiten obtener, tras alguna
manipulacién algebraica adicional, el multiplicador plastico A en la ecuacién
(8.44).

8.7.1 Ecuacion constitutiva

De forma similar al caso uniaxial, la ecuaciéon constitutiva distingue entre las
siguientes situaciones:

*  Régimen eldstico:
00E, [ (8.48)

*  Régimen elastopldstico en descarga:

oUOE, 0
dF(o,a)<0E

(8.49)

*  Régimen elastopldstico en carga plistica:

cOoE, O

O |do=C? :de
dF(o,a) = OE (8.50)
donde C%es el denominado fensor constitutivo elastopldstico que, tras algunas
operaciones algebraicas teniendo en cuenta las ecuaciones (8.43) a (8.47), se
escribe:

E C:a—GDa—F:C
[C7(0,0)=C- 9399
H+—:C:—

0o 00

8.51
0G OF (8-

ijpq d qu d O_rs rskl
s oOF C oG

ac,, " do,

i, j,k,0, p,q,r,s 0{1,2,3}

p - _
ik~ Cijkl

I:EI:I%DDDDDD

8.8 Superficies de fluencia. Criterios de fallo

Un ingrediente fundamental de la teoria de la plasticidad es la existencia de un

dominio elastico inicial B (ver Figura 8-26) que puede escribirse de la forma:
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NOTA

El hecho de que la
superficie de fluencia,
entendida como un
ingrediente adicional de
la ecuacion constitutiva,
sea independiente del
sistema de referencia,
caracteriza un
comportamiento
elastoplastico isotrépo.

Ey ={o| F(o)=@0)-0,<¢} (8.52)

y que determina un dominio en el espacio de tensiones delimitado por la

superficie de fluencia inicial OEg:
0E):={0 | F(o)=@o0)-0, =0 (8.53)

A O3

B ={o| @o)=0}

~{o| qo)<a}

0,

Figura 8-26

Puesto que el dominio elastico inicial contiene el origen del espacio de
tensiones (0 =0), todo proceso de carga en cualquier punto del medio incluira

un régimen elastico (mientras la trayectoria de tensiones permanezca en el

interior de E°

o> ver Figura 8-20) que terminard en el instante en que dicha

trayectoria alcance la superficie de fluencia OE). La superficie de fluencia
inicial ejerce entonces un papel indicador del instante de fz//o (entendido como
fin del comportamiento elastico) independientemente del posible
comportamiento post-fallo (comportamiento plastico) que se inicie mas alla de
dicho instante. De ahi la importancia de la superficie de fluencia inicial y el
interés de formular las ecuaciones matematicas que la determinan de forma
adecuada para los distintos materiales de interés en la ingenieria.

Con el fin de hacer la superficie de fluencia independiente del sistema de
referencia (material isétropo), aunque se formule en el espacio de tensiones
principales, su ecuacion matematica suele plantearse en funcién de los
invariantes tensionales:

F(O)=F(,, J,, J.) (8.54)

y, puesto que se adopta el criterio 0, 20, =0, su definiciéon sélo afectara al
primer sector del espacio de tensiones principales, extendiéndose

automaticamente, por las condiciones de simetrfa (ver Observacion 8-7), a los
restantes sectores de la Figura 8-7.

8.8.1 Criterio de von Mises

En el criterio de von Mises se define la superficie de fluencia mediante:

Criterio de Von Mises — F(@) =6(0) -0, =4/3J, -0, =0 (8.55)
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donde 6(0)=/3J, es la tensiin efectiva (ver Observacién (8.3)). Una expresion

alternativa se obtiene considerando las ecuaciones (8.18) y (8.19) y
substituyéndolas en la ecuacion (8.55), obteniéndose:

+(o, -0, =0, =0 (8.56)

La representacion grafica de la superficie de fluencia de von Mises puede verse
en la Figura 8-27.

°« 82

Visién dey
Joservadaye

O3 R=.[—0

Figura 8-27 — Ciriterio de von Mises

Observacion 8-16 I

La ecuaciéon (8.55) pone de manifiesto la tnica dependencia de la
superficie de fluencia de von Mises del segundo invariante del tensor
de tensiones J). En consecuencia, todo los puntos de la supetficie
vendran caractetizados por un mismo valor de J5, lo que define un
cilindro cuyo eje es el eje de tension hidrostatica.

Observacion 8-17 I

El criterio de von Mises es adecuado como critetio de fallo o de
rotura en metales, en los que, tipicamente, estados de tension
hidrostatica (tanto de traccion como de compresion) tienen un
comportamiento elastico y la rotura se produce debido a la presencia
de componentes desviadoras de la tension.
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Ejemplo 8-2 — Obtener la expresion del criterio de von Mises para un caso de tension
uniaxial.

Resolucion:
Para un caso de tensioén uniaxial, caracterizado por el estado tensional:

<< fm oy I
w, 0 00
5=U0 O
a=50 0 07
50 0 0F

resulta ser (ver Ejemplo 8-1) 0 =|0
F(0)=0(0)-0, =|o,|-0

y el dominio elastico inicial queda caracterizado, de la misma forma que para el
caso de plasticidad unidimensional del apartado 8.6.2 por la condicion:

‘F(G) <00 |o,

(8.55):

Ejemplo 8-3 — Obtener la expresion del criterio de von Mises par un estado tensional

tipico de flexion compuesta en vigas.
Q% M
U
—>
X

El estado tensional para un caso de flexion compuesta resulta ser:

Resolucion:

Egax T, 0 E

o, 1, OC 53
owF 1 1 1 0
OE%W 0 o O angaxEI o’:o—ga)Cl:Elrxy —gax 0 O
0 0
H0 0 OE 0 . v —la 0
g 3 'H

2

J __o' o =— B‘lo 60- +9O' +'[xy '[xyH= O' Ty

2

0 =437, =,/ox +31;, O F(o)<00O o<o, O
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— 2 2
oco -\ ox +3Txy <oe

donde la tensién de comparicién G, =4/07 +317,, que puede entenderse

como un escalar de comparaciéon frente al limite elastico uniaxial 0,, es

frecuentemente utilizada en las normas de disefio de estructuras metalicas.

8.8.2 Criterio de Tresca o de la maxima tension tangencial

El criterio de Tresca, se conoce también como criterio de la mdxima tension cortante,
y establece que el dominio elastico finaliza, para un cierto punto del medio,
cuando la maxima tensién tangencial actuante en cualquiera de los planos que
pasan por el punto, T alcanza la mitad del limite elastico uniaxial 0O, :

max >

0o, -0 o
Tméx ————2=-c (857)
2 2

En la Figura 8-28 se esquematiza la situacioén de fallo en términos de circulo de
Mohr en tres dimensiones. En un proceso de carga en el que dicho circulo va
creciendo desde el origen, el comportamiento elastico termina cuando el

circulo de radio T, se hace tangente a la recta T=1,_, =0,/2.
AT

W‘Wxxxxxxx&mﬁ
Zona de plastificacion

|

0,-0; _O
T L S =—c
max 2 2

Q¥

o, o, o,

Figura 8-28

Es evidente que, a la vista de la ecuacion (8.57), el criterio de Tresca puede
escribirse como:

Criterio de Tresca — F(0)=(0, —0,)—0, =0 (8.58)

Observacion 8-18

Puede comprobarse que el criterio de Tresca se escribe de forma
univoca como una funcién de J, y J; y que no depende del primer

invariante /,:

Criterio de Tresca — F(0)=(0, —0,) -0, =F(J,,J;)
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En la Figura 8-29 se presenta la correspondiente superficie de fluencia en el
espacio de tensiones principales, que resulta ser un prisma hexaédrico con eje
el eje de tension hidrostatica.

. e L. Vision dey
Eje de tension hidrostatica dservada
1/ V%“& ('VOH Mises

L Tresca

Figura 8-29 — Ciriterio de Tresca

Observacion 8-19 I

Al no depender del primer invariante de tensiones (y por tanto de la
tension 0., , ver ecuacion (8.10)), la superficie de fluencia del criterio
de Tresca no depende de la distancia del origen al plano octaédrico
que pasa por el punto (ver Observacion 8-4), por lo que si un punto
del espacio de tensiones, caracterizado por sus invariantes
(1,,J,,J3), esta sobtre dicha supetficie de fluencia, también lo estaran
todos los puntos del espacio de tensiones con los mismos valores de
(J3,J}) . Esta circunstancia cualifica a la supetficie de fluencia como
una superficie prismatica cuyo eje es el eje de tension hidrostatica. Por
otra parte, la dependencia de los dos invariantes (J3,J3), impide que,

como ocurte con el caso de la superficie de von Mises, se trate de una
superficie cilindrica. En definitiva, las condiciones de simetria
establecen que la superficie del criterio de Tresca sea un prisma
hexagonal inscrito en el cilindro de von Mises (ver Figura 8-29).

Ejemplo 8-4 — Obtener la expresion del criterio de Tresca para un caso de tension

uniaxial.
Resolucion:
Para un caso de tension uniaxial, caracterizado por el estado tensional:
o 0,
-« fF g —
w, 0 00
=U O
g=0 0 0p
O 0 0F
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0,=0,0
a) 0,20 o, =0 ED F(o,,0,,0,)=(0, -0,)-0,=0, -0, =|0,|-0O

0,=0 [
b) 0,<0 03=0uED F(o,,0,,0,)=(0, -0;)-0, =—0, -0, =[0,|- O

y el dominio elastico inicial queda caracterizado, de la misma forma que para el
caso de plasticidad unidimensional del apartado 8.6.2, por la condicion:

‘F(o) <00 |o,

Observacion 8-20

El criterio de Tresca se utiliza para modelar el comportamiento de los
metales de forma similar al caso del criterio de von Mises (ver
Observacion 8-17).

8.8.3 Criterio de Mohr-Coulomb

El criterio de Mohr-Coulomb puede considerarse una generalizaciéon del
criterio de Tresca, en el que la maxima tension tangencial resistida depende del
propio estado tensional en el punto (ver Figura 8-30). La linea de fallo, en el
espacio del circulo de Mohr, es una recta caracterizada por la cohesion ¢ y el
angulo de rozamiento interno @, considerados propiedades del material:

T=c-0tgQ (8.59)

El fin del comportamiento elastico (fallo) en un proceso de carga creciente, se
produce cuando un primer punto del circulo de Mohr (correspondiente a un
cierto plano) alcanza la mencionada linea de fallo.

AT
¢ - cohesion

‘ay \\\\\\\\ \\N\\ \ - dneulo de

Z.ona de plastlﬁcaclon rozamiento

\ interno
0-3 0-2 0-1

Figura 8-30 — Ciriterio de Mohr—Coulornb

T=c—-0tgo

Qy

La tensién tangencial en dicho plano, T, serd tanto menor cuanto mayor sea la
tension normal en el mismo O vy, en este caso, resulta evidente que el
comportamiento de este modelo a traccién sera muy distinto del
comportamiento a compresiéon. Tal como se ve en la Figura 8-30, la linea de
fallo corta al eje de las tensiones normales en el lado positivo de las mismas,
limitando de esta manera la capacidad del material de resistir tracciones.
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Para obtener la expresion matematica de la superficie de

fluencia,

consideremos un estado tensional para el cual se produce el inicio de la
plastificaciéon. En este caso, el circulo de Mohr definido por las tensiones
principales mayor y menor, sera tangente a la linea de fallo (ver Figura 8-31) en

el punto 4, verificandose:

3 =Rcos =Mcos
r=2"% g gA i 2 Y
2
&, =
O

o, +o, 0,+05  0,-0,

+ Rsen@= sen @

y substituyendo la ecuacién (8.60) en la (8.59), se tiene:

T,=c-o,tge U 1,+0,tgp—c=0 0O
g, —0, D71+a3+01—0

g cosq0+E

0
3 senqoBtgqo—c=O O

l (01 —03)+(01 +U3)senq0—2ccosq0=0

Criterio de

Mohr - Coulomb - Flo)= (01 ek ) + (Ul t0; )sen @—2ccos@p=0

R:01_03
\‘( 2 )
A T=c—-0tgQ

o

Figura 8-31

(8.60)

(8.61)

(8.62)

Observacion 8-21

piramide al origen del espacio de tensiones es d = V3 ccot Q.

La ecuacion F(0) = (01 —03)+ (01 +0, )senqo— 2ccos@=0 (lineal
en 0,,0,) define un plano el espacio de tensiones principales
restringido al sector 0, 20, = 0,. La extension, por simetrizacion, a

los otros seis sectores (ver Observacion 8-7) define seis planos que
constituyen una piramide, de longitud indefinida, cuyo eje es el eje de
presion hidrostatica (ver la Figura 8-32). La distancia del vértice de la

Observacion 8-22
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Vision dey

Figura 8-32 — Ciriterio de Mohr-Coulomb

Obsetrvacion 8-23

En Mecanica de Suelos, el criterio de signos de las tensiones
normales es el contrario que en Mecamca de Medios Continuos
(0=-0, ver capitulo 4) O 0, =-0,y U 0, =-0,, por lo que el
criterio de Mohr-Coulomb de la ecuacion (8.62) se escribe:

F(o)= (a1 —03)—(01 +a3)senq0—2ccosqo

y las correspondientes representaciones graficas se presentan en la

Figura 8-33 y Figura 8-34.

- cohesién
mﬂﬂmm \ ,

AT

- angulo de

.

Zona de plastificacién
rozamiento interno

c T=c+otgQ

¢
o, o, O, o
Figura 8-33
isién dey
doservadee

0,

Figura 8-34 — Criterio de Mohr-Coulomb en Mecanica de suelos
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Obsetrvacion 8-24

Tras algunas operaciones algebraicas, el criterio de Mohr-Coulomb
puede escribirse en funcion de los tres invariantes tensionales:

Criterio de

~ F(O)=FU,,J,,J,
Mohr - Coulomb © (422,73

Observacion 8-25

El criterio de Mohr-Coulomb resulta especialmente adecuado para
materiales friccionales (hormigdn, rocas y suelos) caracterizados por
exhibir sustanciales diferencias entre los limites eldsticos uniaxiales a
traccion y a compresion.

8.8.4 Criterio de Drucker-Prager

La superficie de fluencia que define el criterio de Drucker-Prager viene dada
por la expresion:

Criterio de D\/2
- F(0)=3a0,, +{J -B=0 8.63
Drucker - Prager ©) " ( 2) g (8.63)
donde:
_ 2sinQ . B= 6c cos @ . _0,+0,+0; _ [,
V3(3 - sing) V3 (3 = sing) g 3 3 (8.64)

siendo ¢ y @, la cohesion y angulo de rozamiento interno, respectivamente,

que son considerados propiedades del material. Teniendo en cuenta las

I
expresiones  (8.16) (0, =?1=%) y (8.18) (1,, :\E [/1]"), el criterio

puede escribirse:

F(O') Ea[l + (J; )1/2 - B :3acoct + \/g-[oct - B = ‘7:([1 ’J;’) =0 (865)
Visién dey
dosetvader
@ Drucket-
j Prager
Moht-
Coulomb

\/Eccot(p

g, g,

Figura 8-35 — Ciriterio de Drucker-Prager
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Observacion 8-26

La independencia del tercer invariante, J 3 , establece que si un
determinado punto del espacio de tensiones esta sobre la superficie de
fluencia, todos los demas puntos con el mismo valor de los

invariantes /,,J, también estarin sobre aquella, independientemente

del valor del tercer invariante J;. Puesto que valores constantes de
dichos invariantes corresponden a puntos del plano octaédrico
situados a la misma distancia del eje de tensién hidrostatica (ver
Figura 8-6), puede concluirse que la superficie de fluencia sera una
superficie de revolucién alrededor de dicho eje. Ademas, al ser lineal
la relacion entre 0, y T,,en la ecuacion (8.65), se tratara de una
superficie conica cuyo eje es el eje de tension hidrostatica (ver Figura
8-5 y Figura 8-35)). La distancia del vértice del cono al origen del

espacio de tensiones resulta ser d = V3 ccot@. Puede comprobarse

también que la superficie de Drucker-Prager tiene seminscrita una
superficie de Mohr-Coulomb con los mismos valores de cohesion, ¢,
y angulo de rozamiento interno, @.

Observacion 8-27 I

La situacién del vértice del cono de Drucker-Prager en el lado
positivo del eje de tension hidrostatica establece una limitacion del
rango de comportamiento elastico para estados de tension
hidrostatica de traccién (mientras que no hay limitacién en el limite
elastico para el caso de compresion hidrostatica). Esta situacion, que
también se produce en el criterio de Mohr-Coulomb, es caracteristica
de las materiales cohesivos-friccionales (hormigén, rocas y suelos)
para los que resultan especialmente adecuados ambos criterios.

Observacion 8-28

En Mecanica del suelo, donde el criterio de signos para las
tensiones normales se invierte, la superficie de fluencia de

Drucker-Prager serfa la indicada en la Figura 8-36:
Visién dey

G,
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Obsetrvacion 8-29

La particularizacion @=0 y ¢=0,/2 en el criterio de Drucker-

Prager recobra el criterio de von Mises (ver ecuaciones (8.55), (8.63) y
(8.04)).
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