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MODELOS DE SISTEMAS

» Los modelos de sistemas son ecuaciones que representan la relacion entre la entrada y la salida de un
sistema.

» En esta presentacion se considerara una variedad de sistemas, en los que incluiremos ejemplos de los tipos
mecanicos, eléctricos, térmicos y fluidicos.

» Puesto que existen similitudes en el comportamiento de los bloques funcionales empleados en los sistemas
mecanicos, eléctricos, térmicos y fluidicos, no se requieren formas diferentes de “bloques funcionales
matematicos” para los diferentes tipos de sistemas.

» Este capitulo trata los bloques funcionales bdsicos y su combinacién para producir modelos matematicos
para sistemas fisicos reales.



MODELOS DE SISTEMAS

Las formas basicas de blogues funcionales de sistemas mecanicos son: resortes, amortiguadores y masas.

Los resortes representan la rigidez del sistema. Los amortiguadores, las fuerzas de oposicion al movimiento
(efecto de amortiguamiento o friccion). Las masas, la inercia o resistencia a la aceleracion,
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Cuanto mayor sea el valor de k, mayor sera la
fuerza para estirar o comprimir al resorte y asi la
rigidez sera mayor.

El movimiento del piston requiere que el fluido pase
de un lado a otro de éste. El flujo produce una
fuerza resistiva. La fuerza resistiva/amortiguamiento
es proporcional a la velocidad del piston.

Cuanto mayor sea el valor de ¢, mayor sera la
fuerza de amortiguamiento para una velocidad en
particular.



MODELOS DE SISTEMAS

Fntrada, £ | Salida, x Cuanto mayor sea el valor de m, mayor sera la fuerza
para producir una aceleracion especifica.

Cambio en al d2 X

desplazamienio F =ma=m——
dt?

Para estirar un resorte, acelerar una masa y mover un piston en el amortiguador se requiere energia. No obstante, en el
caso del resorte y de la masa se obtiene energia de regreso, pero con el amortiguador esto no es posible.

» RESORTE: Cuando el resorie se estira, almacena energia que se libera cuando el resorte recupera su posicion

inicial: F=kx E=zkx* Tenemos: 1F?
2 E=-—
2 k
» MASA: Cuando la masa se mueve, se almacena energia cinética y se libera cuando la masa deja de
moverse: d?x I
F =ma = mw E = Emv

» AMORTIGUADOR: No hay energia almacenada aca ya que el amortiguador no vuelve a su posicion original. El
amortiguador disipa energia en lugar de almacenarla. La potencia disipada depende la velocidad:

dx
F=cv=c— P = cv?
dt
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= En caso de haber Rotacion, entonces los 3 bloques funcionales equivalentes son: un resorte
torsional, un amortiguador rotatorio y el momento de inercia (la inercia de una masa rotatoria).

= Con tales blogues, las entradas son pares “T” y las salidas son desplazamientos angulares “8”

» RESORTE TORSIONAL: El desplazamiento angular es proporcional al par:

. 172
2k

» AMORTIGUADOR ROTATORIO: Un disco gira en un fluido y el par resistivo es proporcional a la
velocidad angular:

T = k6

dé
T =cw=c— P=cw
dt

» MOMENTO DE INERCIA: Mientras mayor sea el momento de inercia “I”, mayor sera el par para

1 ”

producir una aceleracion angular “a
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MODELOS DE SISTEMAS
FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA MECANICO

. ) d?x d?x dx

Z Fuerza neta aplicada sobre mes F = ma = m—; Luego: m—=F —kx —c—

=3 Fuerza dobids al resorte dt dt dt

Z T | d?x  dx

o neane T | Reordenando: m —tc -~ tke=F

i; vasa dt dt

= L : Esta ecuacion diferencial, describe la relacion entre la fuerza “F” (entrada del sistema) y el
ﬁ . “u_n . .

Z -— —s desplazamiento “x” (salida del sistema).

Fuerza debida  Desplaramisnio k
&l amortiguasdar

En general, esta ecuacion se escribe de diferente manera: las constantes m, c y k se
reemplazan por otras constantes del sistema. En |la ausencia de amortiguamiento, una masa
I g m en el extremo de un resorte oscilaria en forma libre con una frecuencia natural w,,_dada

amortiguadol por: .

J o = |

n m

Entrada. - Sistema | Salida, X

Sin embargo, el movimiento es amortiguado y se emplea un factor de amortiguamiento relativo “¢”, para definir el grado de
amortiguamiento. Este factor esta dado por: C

&£ =——
2\Vmk

Asi, la ecuacion se convierte en:
’ 1 d?x 2edx

_I_
w2 dt?  w,dt

L _F
=%
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FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA MECANICO

Para sistemas rotacionales se pueden construir modelos similares:

d*6 do 1 d?0 2&d6 T
[—+c—+kb6 =T T— + 0 =—

dt? = dt w?2 dt? * wy, dt k

Donde w, es la frecuencia natural de rotacion y ¢ es el factor de amortiguamiento relativo para
movimiento angular, definido como:

Resistancia
tarsiong

Rogiztoncia
torsianal




Sistema masa-resorte-amortiguador montado sobre un carro

Carro sin masa
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ma = Z F
d*y = dy du P
" dr  dt b=
2 PUE. IR, .
m—— - = ph — u
dr’ B dt

(ms*> + bs + k)Y (s) = (bs + k)U(s)

Funcidn de transferencia = G(s) =

K5} bs + k
U(s)  ms®+ bs +k




Péndulo invertido x;=x +1lsen @

ye = [cos &

; g [0 = Visen — Hlcos 0
- d Movimiento del centro de gravedad

2

,l_
m 6—7 (x +Ilsenl) = H
dt”

2

¢

£
v
:.\ " = X

NN

£ cos 6 i a-
T me ¢ m— (l¢eosB) =V — mg
l p
g - X H
P~L 10 = VI§ — HI
Ul M 7 U VT M )
NN ~——s m(¥ + 10) = H
iz AR 77 0=V
=V — mg
d-x -
. " )y (M + m)x + mll = u
10 = mglO — HI

ey ([ + ml~)0 + mlx = mglo



Ejemplo de: la rueda de un auto o camion que se conduce por un camino

mk=kly —2) by — % t ki~ %
oS ma§ = —koly — ) = b — )

mx + bx + (k; + ko)x = by + kyy + kyu

e T //nl\}' -+ by £ kzy = bx + kz.\'
iF: [mys”> + bs + (k; + k)]X(s) = (bs + k)Y (s) + k,U(s)
r\EQK/\/ [mas? + bs + k] Y(s) = (bs + k2)X(s)
i 58. Si nsion. o’2+b'+kﬁ
R R bl e )~ ) i L
bs + kp_
Yis) k(bs + k)

U(s) h mlm254 + (& my)bs® + [kym, + (m; + mz)kz'].«y2 + kbs + kk>




MODELOS DE SISTEMAS

Los blogues funcionales basicos de sistemas eléctricos pasivos son: inductores, capacitores y resistores.

v’ Para un inductor, la diferencia de potencial “v” a través de éste en cualquier instante depende de la tasa de cambio de la
corriente que fluye por él:

di . . L, .
v=L— donde L es la inductancia. La ecuacidon se puede reescribir L=vadt

como:
v’ Para un capacitor, la diferencia de potencial “v” a través de éste depende del cambio de carga “q” entre las placas del

capacitor en el instante considerado:

q . :
V= C donde C es la capacitancia.
Puesto que la corriente “i”, hacia el capacitor o desde éste es la tasa a la cual se mueve la carga hacia las placas del
capacitor o desde éstas: dq 1 1
[ = — ) q=— idt —) v==1\idt
dt C C

w7

v’ Para un resistor, la diferencia de potencial “v” a través de éste en cualquier instante depende de la corriente “i” que
fluye por él:
v = Ri donde R es la resistencia.
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Tanto el inductor como el capacitor almacenan energia, la cual puede liberarse luego. No obstante, un resistor no almacena
energia, solo puede disiparla.

» INDUCTOR: La energia que se almacena en un inductor cuando hay E = lLiz

owu:7

una corriente “i” es:

» CAPACITOR: La energia que almacena un capacitor cuando E = lez
hay una diferencia de potencial “v”, a través de éste es:

» RESISTOR: La potencia “P” que disipa un resistor cuando 1,
hay una diferencia de potencial “v”, a través de éste es: R




MODELOS DE SISTEMAS

FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA ELECTRICO

Las ecuaciones que describen como se pueden combinar los bloques funcionales eléctricos son las leyes de Kirchhoff las
cuales se pueden expresar como:

|.  Ley N21: La corriente total que fluye hacia una union es igual a la corriente que fluye desde esa unidn; es decir, la suma
algebraica de las corrientes en la unién es cero.

Il.  Ley N92: En un circuito cerrado o malla, la suma algebraica de las diferencias de potencial a través de cada parte del
circuito es igual a la fuerza electromotriz (f.e.m.) aplicada.

Una forma conveniente de utilizar la ley 1 es el llamado “andlisis de los nodos”, puesto que la ley se aplica a cada uno de los
nodos principales de un circuito; y, un nodo principal es aquel en el que se encuentran 3 o mas ramas del circuito.

Un modo conveniente de utilizar la ley 2 es el llamado “analisis de mallas”, dado que la ley se aplica a cada una de las
mallas (una malla es una trayectoria que no contiene ninguna otra trayectoria cerrada).

llustracion del Analisis de

v —vy, [ =i, +i3 Ley N2l de Kirchhoff
4 =
1 R,
UV —Vy Vg n Vg

v —
i2 — _A Rl RZ (R3 + R4_)

R,

Uy
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FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA ELECTRICO

llustracion del Analisis de Mallas:

v =103R; + (iy — )R, = i1(R; + Ry) — iR, (1)

0= i2R3 + i2R4 + (lz + il)RZ - iZ(R3 + R4 + RZ) = ilRZ (2)

Sustituyendo i, de (2) en (1):
i,R> i;(R{R3 + R{Rs + R{R, + RyR3 + RyR,)
v =

—

R3R4R2 R3 + R4— + RZ

UV = il(Rl + Rz) -

Sistema eléctrico sencillo de 1 resistor + 1 capacitor:

4 vp: diferencia de potencial a través del resistor
V=V TV : : : . .
¢ V.. diferencia de potencial a través del capacitor

Puesto que el circuito tiene una sola malla, la corriente que pasa por todos los elementos

u:n,

del circuito sera la misma “i”:

, dv dv
U=1R+Uc L:Cd—tc ‘ v:RCd—tC-|-UC

Esta ecuacion establece la relacion entre la salida v, y la entrada v.
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FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA ELECTRICO

Sistema eléctrico de 1 resistor + 1 capacitor + 1 inductor:

V= UR + vL + UC
di . de di dzvc

v=LR+La+vC l=CW E—Cdtz

dvc d*v; Esta ecuacion establece la relacion entre
v=RC dt +LC dt2 L |5 salida vc Y la entrada v.
Segun el andlisis de nodos:

i =iy + g ﬂ _ C2 <+ 61 (@)

\ /
f 'Y

I1 iz L3
dvc
Vg = i2R2+vC ‘ Vg =R2C2W+vc (b)
dv d?v,. dv
A _R,C,—=+—L (0

dt 2¥2 dez ' dt
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FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA ELECTRICO

Circuito eléctrico con 2 mallas:

Sustituyendo (b) y (c) en (a):

v  Ry,C,dv, v, dv, d?v, dv,
— —t =, —L 4 Ry(,C + ¢ —=
R, R, dt R, 2dt  "¥¥lgiz "™lg;
Por lo tanto:
d*v¢ N R1C1 + R1C + R G\ dug L Ve _ 4 Esta ecuacion establece la relacion entre
dtZ R1R2C1C2 dt R]_RzClCz R1R2C1C2 la salida VeV la entrada v.

Sequn el analisis de mallas:

1

1 1
U=i1R1 +_J(l1_l2)dt ‘ v=i1R1 + — dt__ lzdt
C1 C1 C1

Para la malla en la que circula la corriente i,, la segunda ley de Kirchhoff da:

1

1 1
O=12R2+vc+_j(l2—l1)dt ‘ O=i2R2+vC lzdt—_
Cy [ Cq

(d)

i, dt

(e)
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FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA ELECTRICO

Circuito eléctrico con 2 mallas:

dv 1
Luego: i, =(, dtC () Ve =7 ipdt —) vely = j ipdt (9)
2
Sustituyendo (f) en (e): Al diferenciar esta ecuacion se obtiene:
dv szc 1 d Ve de Cz de il
= (3R 0 =C,R + + ——
0 C“dJ“CJ“c1 c | ndt 22 T TCdt G
Por lo tanto:
2
. Ve dvc
li1 = C1C2R2 dtz ~+ (Cl + CZ)W (h)
Sustituyendo (h) en (d):
d?v, (C1 + C,) 1 ,
V= R1R2C1C2 dt2 + Rl(Cl + Cz) T + R2C2 dt Cl Ve — Cl l2 dt (l)

Sustituyendo (g) en (i) y reordenando:

d*v N R1Cy + R1Cy + RyC5 )\ dyg L v _ 4 Esta ecuacién establece la relacién entre
dt? R1R2C1C2 dt R1R2C1C2 R1R2C1C2 la salida VeV la entrada v.




ANALOGIAS ELECTRICAS Y MECANICAS

Eeuacion Energial R S
Biogue funcional descripliva potencia

Admacenamiento de energia = Resorte 1

i
Induct i= = |wdr
nductor L-[

Resorte traslacional F—kx=4#& J'vdr

. . Rasarte 2
Resorte torsional fF=kH=k J.mdr

dw

{Capacitor f=C—
! dz

2. .

Masa = md—'} = J'M‘d—1

e dz

d-¢ 4
Momento de inercia F=7 = I—w

dr’ dr

":\\\ L\\.\\ - t\\.\“ LllL\'\.\ [

Disipacion de energia

Reststor

Amortiguador traslacional

Amortiguador rotacional - ‘

* Constante andloga.




MODELOS DE SISTEMAS

BLOQUES FUNCIONALES DE SISTEMAS FLUIDICOS

En sistemas de flujo de fluidos existen 3 bloques funcionales, los cuales se pueden considerar equivalentes de la resistencia,

la inductancia y la capacitancia.

Entrada,

—
rezon de flujo

Sloque
tuncional de tn
aisloma uidica

yolumeirico

Sasida,

S SS——

diferanaia
de presian

Con Sistemas Hidraulicos:

Para estos sistemas la entrada es la razén de flujo volumétrico (caudal “g”), y la salida, es la
diferencia de presiones (p;—p,).

Los sistemas fluidicos se pueden considerar en 2 categorias: los hidraulicos (donde el fluido
es un liquido que se considera incompresible) y los neumaticos (donde el fluido es un gas
gue puede ser compresible y presenta cambios de densidad)

** La resistencia hidrdulica es la resistencia a fluir que se presenta como resultado de un flujo de liquido a través de valvulas o
cambios de diametros de las tuberias.

p1 — P2 = Rq ,donde R es la resistencia hidraulica.

A mayor resistencia hidraulica mayor es la diferencia de presiones
para dar un determinado caudal.
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BLOQUES FUNCIONALES DE SISTEMAS FLUIDICOS

** La capacitancia hidraulica es el término que se emplea para describir el almacenamiento de energia con el liquido, donde
ésta se almacena en forma de energia potencial.

Para esta capacitancia, la tasa de cambio del volumen (V) en el contenedor; es decir, dV /dt,
es igual a la diferencia entre el caudal g; al que el liquido entra en el tanque, y el caudal g,

sleace @ al que el liquido deja el tanque.
~Transversal 4 qv q (Ah) ih
- — = — A_

=g T g dt

p
Pero la diferencia de presiones entre |la entrada y la salida es p, donde: p=hpg w=mmp h= E , luego....

1(F) _ad
g1 —q; = A ng bg dt Aca se esta considerando al liquido incompresible (por ende su p no cambia).
A dp
La capacitancia hidraulica se define como: (= — ‘ qi— q = Cd—
pg t

1
Al integrar esta ecuacidn se obtiene: p = Ej(ql — q,)dt
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BLOQUES FUNCIONALES DE SISTEMAS FLUIDICOS

*» La inertancia (inercia) hidraulica es el equivalente a la inductancia en sistemas eléctricos o a un resorte en sistemas
mecanicos. Para acelerar un fluido y asi incrementar su velocidad, se requiere de una fuerza.

rea de la scccion transversal A - ‘ P1A — pzA = ma ‘ (pl — pz)A = ma
p
Masa ; ALpd—: Dado que q = Av, luego: (p1 —P2)A = AZL'DE
-
La inertancia hidraulica se define como: _Lp pP1— Dy = Iﬂ
: I =— ) P P2=l

Con Sistemas Neumaticos:

Los 3 blogues funcionales son, al igual que en sistemas hidraulicos, resistencia, capacitancia e inertancia. Sin embargo, los

gases difieren de los liquidos en que son compresibles (es decir, un cambio en la presién produce un cambio en el volumeny,
por lo tanto, en la densidad).

J La resistencia neumdtica R se define en términos de la razén entre la diferencia de presiones (p; — p) y el flujo masico m
como:

p1 — P, = Rm ,donde R es la resistencia neumatica.
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BLOQUES FUNCIONALES DE SISTEMAS FLUIDICOS

) La capacitancia neumdtica C se debe a la compresibilidad del gas. Si hay un flujo masico ni; que entra al contenedor de

volumen V' y la razén de flujo masico m, que sale de éste, entonces la razén a la cual esta cambiando la masa en el
contenedor es:

d(pV dav vd
Tasa de cambio de la masa en el contenedor = my — M, = V) _—) i, i, = P + P

dt dt dt
Tanto p como V' pueden variar con el tiempo.
- _ ap = MR _ (4 _ 1dp
Para un gas ideal pV = mRT, en consecuencia p = o= PRT,y asi: . T AT
dvdp V/dp d av. Vv
Luego: 1, — M, = + 0o ) S S
\_Y_)
dV /dt v
La capacitancia neumatica por el cambio en el volumen del contenedor (C;) se define (C; = pd—
como: - p
La capacitancia neumatica debida a la compresibilidad del gas (C,) se define como: C, = RT

d 1 . .
Porlo tanto: my; —m, = (C; + Cz)d—lz O bien: P1— D2 = C,+C )j("h — niy)dt
1T (2
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BLOQUES FUNCIONALES DE SISTEMAS FLUIDICOS

1 La inertancia (inercia) neumdtica se debe a la caida de presidon necesaria Eonacion [
para acelerar un bloque de gas. Segun la segunda ley de Newton: Blogue funcivnal — descriptiva puientia
Almacenamiento
d(mv) d(mv) e enerei
F — ‘ ( . )A — ‘ de guergia
neta = 3, P1 — D2 T
dt dt inductor
m v inertancia
q hidraulica
d l LA * (- ] d Inertancia e .
- — P (A) ( - )A = LM neumdtica " LJ(’D' P )i
(p1 —P2)A = 1t P1— P2 dt "
Capacitor = Ca
. Capacitancia Cd(ﬂ )
, Ldm hidréulica T
Perom = pqyde este modo: (p; —p,) = 1 dr ) Capacitncia P TTES
neuinatica dr
d?’i’l L . , . Disipacion
(p1 —py) =1— I = — = Inertancia Neumatica de energia
dt A |
Resstor
Tanto para sistemas hidraulicos como neumaticos, la diferencia de presion es [§|FiFEEE—_—.
analoga a la diferencia de potencial en sistemas eléctricos. Las inertanciasy [i|iikias
. . , . . Resistencis
capacitancias son elementos que almacenan energia y las resistencias son DR
disipadores de energia _
* Clonstanie analogn.




MODELOS DE SISTEMAS

FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA FLUIDICO

Para un Sistema Hidraulico:

Este sistema se puede considerar como un capacitor (el liquido en el tanque) con un resistor
(la vdlvula). La inertancia se puede despreciar puesto que las tasas de cambio de flujo son

szis, [ oy lentas.
““transversat A dp
— = C — 1
qd1 — 4> dt (1)
El caudal g, al cual el liquido sale del contenedor es el mismo que va a atravesar la valvula:
p=Rq; (2)
. , P dp . _
Sustituyendo g, de (2) en (1): g — rin CE Puesto que: p = hpg
hpg d(hpg) A dh  hpg
Luego: ——=C Y dado que: C =— = A
TR dt g T TAGTTR

Esta ultima ecuacidon describe como la altura del liquido en el contenedor

depende de la tasa de entrada del liquido en el mismo
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FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA FLUIDICO

Para un Sistema Neumatico:

Este es sistema neumatico sencillo. La resistencia la proporciona la constriccion que

“rEsiencia restringe la razon de flujo de gas en el interior del fuelle. La capacitancia es provista por el
- Tslnocion propio fuelle. La inertancia se puede despreciar puesto que los cambios en la razén de flujo
son I tos ., ., .,
eﬁ (a donde p; es la presion antes de la constriccion y p, la presion
R después de la constriccion:
PN La capacitancia del fuelle esta dada por: m; —m, = (C; + Cz) —

—

Dasplazamianin . , . ;. . .7 ‘
Peremene Pero m, es la razén de flujo masico m dada en la ecuacién (a) y m, = 0 ya que no hay

salida del gas del fuelle. Luego:

_(C 4 C dp, _ d Esta ecuacion describe como la presion p, en el fuelle
R €+ &) dt t varia con el tiempo cuando hay una entrada de presion

El fuelle se expande o contrae como resultado de los cambios de presion dentro de éste. Un fuelle es una forma de resorte:

kx
F = kx dondek es la constante de resorte del fuelle. Luego: p,A =kx =y p, = T (c)

b =22, + C) dx + k Esta ecuacion describe como la extension o contraccion del
Reemplazando (c) en (b): P1 = AT 22 dt Ax fuelle varia con el tiempo cuando hay una entrada de presidn




FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA FLUIDICO

Para un Sistema Neumatico:

La capacitancia neumatica debida al cambio en el volumen del contenedor C; esta definida
mrslencia

Jo comao.
Jonstriecion

- dV_ Adx
1—pdp2—,0 dp,

Pero para el fuelle:  p,A = kx de este modo:

Dasalazarmisnin x
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EJEMPLO DE SISTEMA HIDRAULICO CON 2 TANQUES

Obtener las relaciones que describan como las alturas de los liquidos
en los contenedores cambian con el tiempo. La inertancia es
despreciable.

dp Aq _ —ag, = A ﬂ
q1 — g2 = C1— C,=— p = hipg ) G~ G2 = A1 (1)

dt Py
El caudal g, al cual el liquido sale del tanque 1 es el mismo que va a atravesar la valvula R;: p =11 — Dy =Riq,

. . : . _ _ _ (hy — hz)pg
La diferencia de presiones p en los dos lados de lavalvula 1 es hypgy h,pg:  (hy —hy)pg =Riq, wyp q; = B
1
(a2 SRl Esta ecuacion describe como la altura del liquido en el
Reemplazandoen (1): g1 - R, =4, IPTHE tanque 1 depende del caudal de entrada g .
dp A . dhy

Para el Tanque 2: 2 — 43 = Cza C; = £ p = hapg ‘ 92— 43 = AZW (2)

El caudal g5 al cual el liquido sale del tanque 2 es el mismo que va a atravesar la valvula R,: p =Py, —Pp3 = Ryq3
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EJEMPLO DE SISTEMA HIDRAULICO CON 2 TANQUES

h
La diferencia de presiones p en los dos lados de la valvula 2 es h,pg y 0O: hopg = Rq; whp q3 = ;,Og
2
h,pg dh, Esta ecuaciéon describe como la altura del liguido en el

Reemplazandoen (2): 4z — R, — 2Ty tanque 2 depende del caudal de entrada g, de dicho tanque

Del analisis del tanque 1se obtuvo que: ¢, =

Reemplazando (4) en (3): (hy — hz)pg _ hapg _ dh,

y Esta ecuacidon describe como cambia la altura
R, IV TN del liquido en el tanque 2.




MODELOS DE SISTEMAS

BLOQUES FUNCIONALES DE SISTEMAS TERMICOS

Solo hay 2 bloques funcionales basicos para sistemas térmicos: resistencia y capacitancia. Sélo hay flujo de calor neto entre 2

puntos si hay una diferencia de temperatura entre ellos (el equivalente eléctrico de esto es que fluye una corriente entre 2
puntos cuando existe una diferencia de potencial entre dichos puntos).

v La resistencia térmica R esta dada por la razon de flujo de calor “q” y la diferencia de temperatura (Ty — T5):
I —T;
R

El valor de R depende del modo en que se transfiere el calor:

q:

|. Enla conduccidn a través de un sdlido y para conduccion unidireccional:

A: drea de la seccidn transversal del material del cual se conduce el calor. : P
T, — : . I Resistencia Térmica
q = Ak L: longitud del material entre los puntos cuyas temperaturas son T; y T>. R =— .,
. , Ak (Conduccion)
k: conductividad térmica.

Il.  Cuando la transferencia de calor es por conveccion, como se lleva a cabo en liquido y gases:

A: area superficial a través de la cual existe la diferencia de temperatura

.. ) Resistencia Térmica
h: coeficiente de transferencia de calor. R =— .,
Ah (Conveccidn)

q = Ah(T; — T,) ‘[




MODELOS DE SISTEMAS

BLOQUES FUNCIONALES DE SISTEMAS TERMICOS

v' La capacitancia térmica C es una medida del almacenamiento de energia interna en un sistema. De este modo, si la razén
de flujo de calor en el interior de un sistema es g4 y la razon de flujo de calor que sale es g,, entonces:

Tasa de cambio de la energia interna = q; — q5

Un incremento en la energia interna significa un incremento en la temperatura. Por lo

tanto: , o dT m: masa.
Tasa de cambio de la energia interna = q; — q, = mc——

dt c: capacidad calorifica especifica.
5 do: dT dT
e este modo: q1 — g4 = mcE =C E Ecuucion Energia/
Biogue funcional descriptiva porencis
- ) — Afmacenamienio de energia
C =mc Capacitancia Térmica

Capacitor

Capacitancia térmica
Resistor

Hesistencis térmica

* Constante analoga,




MODELOS DE SISTEMAS

FORMACION DE UN MODELO PARA UN SISTEMA TERMICO

- Considere un termdémetro a una Temperatura T que se sumerge en un liqguido que esta a una
| temperatura T;. Si la resistencia térmica al flujo de calor del liquido al termdmetro es R, entonces:

l U T, —T

| = 1

| a B (1)

dT
La capacitancia térmica C del termdmetro esta dad por: q1— q = CE
dT
Puesto que sélo hay un flujo de calor del liquido al termdmetro, entonces g; = q y g, = 0. Luego: q = T (2)
dT T, —T Esta ecuacidn describe como variara la temperatura

Al sustituir (1) en (C
(2):

) IO RNV T indicada por el termOmetro cuando éste se

dt R N
sumerge en un liquido.

La analogia eléctrica de este sistema térmico es un circuito resistor-capacitor en serie. Cerrar l
el interruptor equivale a la accidon de sumergir el termdmetro en el liquido, sélo entonces la X
corriente y el calor empiezan a fluir. El cambio en la temperatura del termdmetro desde su !
valor inicial equivale al cambio en la diferencia de potencial a través del capacitor. TJ




MODELOS DE SISTEMAS

LINEALIDAD

La relacion entre la fuerza F y la deformacién x producida por un resorte “ideal” es lineal y estd dada por F = kx. Sin
embargo, esta relacién en un resorte (como cualquier otro componente real), no es lineal de manera perfecta. No obstante,
existe un intervalo de operacion para el cual se puede suponer linealidad:

; Para muchos componentes de sistemas, se puede suponer

| linealidad cuando el intervalo de las variables estan alrededor
/ ’ LI 4
~ de algun punto de operacion.
- < /""""' Para tales componentes lo mejor que se puede hacer para
obtener una relacién lineal es considerar la pendiente de la
o grafica en el punto de operacion.
a) \ I'::‘:_I”

Por lo tanto, en el punto de operacion P: Ay = mAx
Asi, por ejemplo, el caudal de un liquido a través de un orificio esta dado por:

|
|
| . Donde c; es una constante conocida como coeficiente de descarga,

} q = cyA 2(p1 — p2) A es el area transversal del orificio, p es la densidad del fluido y
& p (p,—p,) la diferencia de presiones.

| Para un area de la seccidn transversal y una densidad constante. C es
| q= C\/(pl — p2) una constante. Esta es una relaciéon NO LINEAL entre el caudal y la
LC i J diferencia de presiones.




LINEALIZACION

b)

Figura 9.1 Resortes: a) ideal,
b) real

MODELOS DE SISTEMAS

La relacidn entre la fuerza y la deformacién x producida en un resorte
ideal es lineal y esta dada por F = kx. Esto significa que si una

fuerza Fj produce una deformacién xj y la fuerza F2 produce una
deformacién X2, una fuerza igual a Fj + F2 producira una deformacion
(xi + X2), Esto se le llama principio de superposicion y es una condicion
necesaria para que un sistema se pueda considerar un sistema lineal.
Otra condicidn para que un sistema sea lineal es que si una entrada

Fi produce una deformacidon entonces una entrada cFj

producira una salida cXj, donde c es una constante multiplicativa. La
curva que resulta al graficar la fuerza F en funcion de la deformacidn
x es una linea recta que pasa por el origen cuando la relacién es lineal
(figura 9,la),

Los resortes reales, como muchos otros componentes reales, no

son perfectamente lineales (figura 9.1 b). Sin embargo, con frecuencia
existe un intervalo de operacion en el que la linealidad se puede
suponer. Asi para el resorte con la grafica de la figura 9,1 b, se puede
suponer linealidad siempre que el resorte se utilice sélo en la parte
central de la grafica. Para muchos componentes de sistemas es posible
suponer la linealidad del funcionamiento dentro de un intervalo

de valores de la variable en tomo a cierto punto de operacién,



MODELOS DE SISTEMAS

LINEALIZACION

Cualguier funcion se puede expandir en una serie de Taylor alrededor de un punto base como sigue:

[x( }—a}-|—|”|-’|{

X Y N

[x(1)=FT2 +--

x

donde x es el valor base de x alrededor del cual se expande la funcidn. La linealizacion de la funcion flx(t)]
consiste en aproximarla utilizando tan sélo los dos primeros términos de la expansion en la serie de Taylor:

Jlx(ed]= fix }—d—f

e

_[x(#) %]

Esta es la fdrmula basica de linealizacidn. Como X es una constante, el lado derecho de la ecuacién es lineal
en la variable x(t).



En la figura se da una interpretacion grafica de la

formula de linealizacion.

La aproximacion lineal es una recta que pasa por
el punto [X,f(x )] con pendiente Z—i/ X -

Esta recta es por definicidén tangente a f(x) en x.
Note que la diferencia entre la funcion no lineal
y su aproximacion lineal es pequeia cerca del
punto base X y que se hace mas grande entre
mas

lejos se encuentre x(t) de x. El rango en que la
aproximacion lineal es precisa depende de la
funcion. La curvatura de algunas funciones es
mas pronunciada que la de otras y, en
consecuencia,

tienen un rango mas estrecho en el que la
aproximacion lineal es precisa.

Mxia) Fixl

+. Funcksn no lingal

|

E1 13



MODELOS DE SISTEMAS
LINEALIDAD

Es posible obtener una relacion lineal considerando la pendiente de la siguiente grafica en el punto de operacion:
~dq  d[cy(p1—p2)] C
—— m - - -
e d(py — p2) d(p1 —p2) 2\/(p01 — Do2)
r
/_'_-_“___;__ Donde(p,; — Po2) es el valor en el punto de operacion. Asi, para pequefios cambios alrededor del
4 PP

(a)

punto de operacion: )
/ Aq = mA(py — p,) Donde m tiene el valor dado por la ecuacion (a).

a o o En el analisis anterior, se supuso que el area transversal del orificio era constante. Si el orificio es
‘ <\ una valvula de control, el drea ajusta para variar el caudal. Por ende: CA
q = CAy{(p1 — p2)

Y, para cambios alrededor del punto de operacién, B dqg _d|CAY(p1 —pr)] _ WL
la pendiente de la grafica de g contra A, seria: L7 da dA B P1— P2

Y, para cambios alrededor del punto de operacion, la _ dq B d[CA\/(pl — pz)J B CA
pendiente de la grafica de g contra(p; — p,), seria: mz = d(p; —p;)  d(pi—ps) 2\/(p1 — 1)

La version linealizada de la ecuacion es: Ag = m{AA +m,AA(p; — p,)

Los modelos matematicos linealizados se utilizan debido a que |la mayoria de las técnicas para sistemas

de control se basan en que las relaciones de los elementos para dichos sistemas son lineales.




