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i Existe un namero real x tal que:

iNO!
Ya que

x? > 0,Vz € R.
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Vamos a necesitar otro tipo
de nimeros.
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

DEFINICION (CUERPO DE LOS COMPLEJOS)

El cuerpo* de los niimeros complejos se define como el conjunto de pares
ordenados

CoR?’={z=(z,y):=z+iy:z,y €R}
donde i es la unidad imaginaria que tiene la siguiente propiedad
2
i° = —1.

Ademas dotamos a C con las operaciones de adicién y multiplicacién
definidas por:

z+w=(z+u)+ (y+v)i
z-w=(zu— yu) + (zv+ yu)i

donde z =z + iy y w= u+ iv.
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OMPLEJOS

i De donde viene esa definicion de multiplicacién tan extraiia?

z-w=(z+ 1) (u+iv)
= zu + v + yu + igyu
= zu + i(zv + yu)—lyu
= (2u — yu) + i(zv + yu)
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

Figura: Plano de Argand o Plano de Gauss
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

DEFINICION (PARTE REAL & PARTE IMAGINARIA)
Sea z = z + iy. Definimos la parte real de z, denotada por PRe(z), por
Re(z) = z,

De forma anéaloga, la parte imaginaria de z, denotada por Jm(z), por

Jm(z) = y.

EJEMPLO (PARTE REAL & PARTE IMAGINARIA)

Sea z =3+ 2i e w = —54. Calcular las partes reales e imaginarias de cada
ndmero.
Solucion
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

OBSERVACION
® 2z =z + iy se denomina forma binémica de z.

® Podemos escribir un niimero complejo como
z=zx+1wy=x+yi
Es decir, la unidad imaginaria 7 puede escribirse tanto antes como
después (pués veremos que la propiedad conmutativa se satisface).

® Sumar o miultiplicar niimeros complejos es similar a la suma o
multiplicacién de polinomios.
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

EJEMPLO (SumA Y PRODUCTO)
Sean z =2 — 37y w=>5+ 4i. Calcular

1. 2+ w; 2. zZ-w.

Solucién
1.

24w = (2 —3i) + (5 + 49)
= (2+5) + (=3 +4)4
=7=14
=7—1;

z-w=(2-3i)(5+47)
=2-54+2-4{—3i-5—3i-4¢
=104 8i — 157 — 124?
=10-T7i+12=22—-"7i
= (2 — 349) + (5 + 41).
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

PROPIEDAD (POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA 1)

Para todo n € N ={0,1,2,3,...} tenemos que

1, cuandor=0

Akt i, cuando r =1
—1, cuando r =2

—14, cuando r =3

donde n =4k +rcon ke N=1{0,1,2,3,...} y r=0,1,2,3 (restos de la
divisién por 4).

EJEMPLO (CONJUGADO)
2086 o ;—97

Calcular ¢
Solucién Como 2086 =4 - 521 +2y —97 = 4 - (—25) + 3, entonces:
2086 — 2 _
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ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

DEFINICION (CONJUGADO)

Sea z = x + #y. El conjugado de z, denotado por Z, se define como

zZ2=T— 1y
iR, '
yd “Z—w+zy
x
_y_ 7777777 $7 .
Z=x—1y

Figura: Complejos conjugados.
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

EJEMPLO (CONJUGADO)

Sean z =2 — 37y w =5+ 44. Calcular sus conjugados respectivamente.
Solucién

Z=2+3iyw=>5—4i.
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

DEFINICION (M6DULO)

Sea z = z + iy. El mddulo de z, denotado por |z

|2| = V22 + y2.

, se define como

PROPIEDAD (MODULO)

Sea z = x + 7y. Entonces
1. |2| = 0;

2. |22 =2-z2=12+ 42
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NUMEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

EJEMPLO (M6DULO)

Sea w = 5 + 44. Calcular el cuadrado de su médulo.
Solucién

|wf? = |5+ 4i]* = 5% + 4% = 25 4 16 = 41.
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NUMEROS COMPLEJOS

ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

EJEMPLO (D1viSION)

Sean z =2 —3iy w=5+ 44. Calcular z
w
Solucidn
z zZ W 2 zZ-w Z-w
=2 .-=2.1= — = ,
wo ow W w w-w  |w)?
Entonces
z  (2—34)-5+4i  (2—30)-(5—40)
w  |[5+4d2 52 4 42
_2:5-2-4{—3-5i+3i-4i 10 — 8i — 15i + 12:*
B 41 B 41
_10-23i—12 —-2-23i
B 41 4
223,
41 4
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MEROS COMPLEJOS ALGEBRA DE LOs NUMEROS COMPLEJOS

PROPIEDADES (CUERPO DE LOS COMPLEJOS)

El cuerpo* de los complejos satisface las siguientes propiedades:

1. z4+w=w-+ z 5. z-w=w- 2z

2. (z+w) t+u=z+(w+u); 6. (z-w) -u=2z-(w-u);

3. 240=2=0+ z; 7. z-1=2=1-2z

4. 24+ (—2)=0=(—2)+ 2 8. z-z7t=1=271.2 con z # 0;

donde
® 2, wy u son nimeros complejos cualesquiera;
®* 0=0+0¢y1=1+0¢
® — 2 es el opuesto aditivo de z;

1 : o
e 271 = — es el inverso multiplicativo de z (con z # 0).
z
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NUMEF O 0s FormA POLAR Y EXPONENCIAL
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NUMEROS COMPLEJOS FormA POLAR Y EXPONENCIAL

DEFINICION (ARGUMENTO DE 2)

Sea z =z + iy # 0. El argumento de z (a veces llamado defase) es el
angulo que forma el segmento Oz con el eje real positivo, y se escribe como
arg(z), expresado en radianes. El argumento de z es multivaluado.
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NUMEROS COMPLEJOS FormA POLAR Y EXPONENCIAL

DEFINICION (ARGUMENTO PRINCIPAL DE z)

Sea z = z + iy # 0. El argumento principal de z, y denotado por Arg(z), es
el argumento de z que satisface

—m < Arg(z) < 7.
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NUMEROS COMPLEJOS FormA POLAR Y EXPONENCIAL

EJEMPLO (ARGUMENTO DE 2)

Buscar el argumento y el argumento principal de z =1 — 4.
Solucién

arg(2)

Arg(z)

%T—l-%m, con keZ

s
4
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NUMEROS COMPLEJOS FormA POLAR Y EXPONENCIAL

DEFINICION (FORMA POLAR)
Sea z =z + 1y # 0. La forma polar de z es

z = r[cos(0) + isen(0)];

donde 7 :=|z| y 0 es el argumento de z.

DEFINICION (FOrRMA EXPONENCIAL)

La forma exponencial de z es

%= rei(e),

donde 7 := |z| y 0 es el argumento de z.
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NUMEROS COMPLEJOS FormA POLAR Y EXPONENCIAL

PROPIEDAD (MULTIPLICACION EN FORMA POLAR)C)

Sean z; = 11 [cos(61) + isen(61)] y 2 = ra[cos(62) + isen(fz)] dos
nimeros complejos en forma polar, entonces

21+ 2 = 1112 [cos(61 + 02) + isen(0; + 62)] .

PROPIEDAD (MULTIPLICACION EN FORMA EXPONENCIAL))

Sean 7 = rye't y 2% = r9¢2 dos ntimeros complejos en forma
exponencial, entonces

21 - 29 = ryrpe01162),
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FormA POLAR Y EXPONENCIAL

iR,
2120=r1r0e (01102)
. r1r2 ~
RS
R SR 2o=roe'f2
= N
//’ S < N
~ N
T2 ®a \
N \
- N \
- B T > \
- ~ \
\\ \ S
N \ \
01+62> \4
\zi=r i .
41 N \ \
) \
> \ \
%2 "y \ \
B \ \
0\"1 \ |
[ ! L
T 1 >
| 1

Figura:
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NUMEROS COMPLEJOS FormA POLAR Y EXPONENCIAL

EJEMPLO (MULTIPLICACION EN FORMA POLAR)

Sean z = 5[cos(m/4) + isen(n/4)] y w = 2 [cos(7/3) + isen(w/3)].
Calcular z - w.
Solucién

z-w=10[cos(7r/12) + isen(7r/12)]

EJEMPLO (D1visION EN FORMA EXPONENCIAL)

in/4

im/3

Sean z = 5e . Calcular z - w.

Solucion

y w=2e

z-w=10e""/12,
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NUMEROS COMPLEJOS FormA POLAR Y EXPONENCIAL

PROPIEDAD (Di1visION EN FORMA POLAR))

Sean 21 = 1y [cos(61) + isen(61)] y 2o = o [cos(62) + isen(6s)] dos
nimeros complejos en forma polar, entonces

E— [cos(61 — O2) + isen(6; — 67)].

22 2

PROPIEDAD (D1visiON EN FORMA EXPONENCIAL))

Sean z; = 11" y z = rye™ dos nimeros complejos en forma
exponencial, entonces
A Eei(91—92)

22 T2
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NUMEROS COMPLEJOS FormA POLAR Y EXPONENCIAL

EJEMPLO (D1visiION EN FORMA POLAR)

(S:e;im lz = ?5 [cos(m/4) + isen(mw/4)] y w = 2[cos(m/3) + isen(m/3)].
Solucién |

g = g [cos(—m/12) + isen(—7/12)] = g [cos(m/12) — isen(mw/12)].

EJEMPLO (D1visION EN FORMA EXPONENCIAL)

Sean z = 5e'™/* y w = 2¢/3. Calcular z/w.

Solucién

?e—iﬂ'/u‘

zZ
w
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NUMEFE 0 08 FOrMULA DE MOIVRE
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FOrMULA DE MOIVRE

TEOREMA (FORMULA DE MOIVRE)

Sea n € Z. Entonces

[cos(0) + isen(0)]" = cos(nb) + isen(nb),

o\ T ;
<619) :e'mG.

o en forma exponecial:
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FOrMULA DE MOIVRE

TEOREMA (RAICES n-ESIMAS DE z - FORMA POLAR)

Sea z = r[cos(f) + isen(f)] y sea n un entero positivo. Entonces
YVz=2""=w+—s 2= w",

tiene n soluciones y son de la forma

w[ <0+2k7r) _ <9+2k7r>]
W =T COos o + 7sen —

con k=0,...,n— 1.
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NUMEROS COMPLEJOS FOrMULA DE MOIVRE

TEOREMA (RAICES n-ESIMAS DE z - FORMA EXPONENCIAL)

Sea z = re” y sea m un entero positivo. Entonces
Ve=2Y"=we+— 2= w",
tiene n soluciones y son de la forma

- 0-+2km 9+ 2k
wy = /™ ez< e ) = r/"exp [Z( : W>]7
n

conk=0,...,n—1.
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NUMEROS COMPLEJOS FORMULA DE MOIVRE

EJEMPLO (RaAfcEs)
Calcular las 5 raices de

z=1—1 = V2e ™% = pei®

. Ademas graficarlas en el plano de Argand.
Soluciéon Sabemos que 7 = V2 = 21/2 y 0 = —m /4. Por el resultado del
teorema anterior tenemos que gie calcular

P15 — (21/2>1/5 _ 21/10’

y
—m+4-2kn
0+ 2kr  —(mw/4) + 2kr 4 8k — 1)w o
= = pr— pu— _— 1 .
n 20 5 20 (8k—1)-9

con k=0,1,2,3,4.
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FOrMULA DE MOIVRE

EJEMPLO (RaicEs)

Entonces, podemos armar las 5 raices
w, = 210 exp [Z <(8k2—01)77>] ’
con k=0,1,2,3,4. Es decir,
o
wy = 91/10,™"20 0o = —9°
pi
wy = 21/10¢'20 0 = —63°
3
wy = 2106 4 0, = 135°
23w
ws = 24/10¢" 20 05 = 207°
3l
Wy = 91/10," 20 04 = 279°
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NUMEROS COMPLEJOS FORMULA DE MOIVRE

EJEMPLO (RaAlcEs)

wy

w3

Wy

i—

Figura: Las S raicesde z =1 —i = V2e 4.
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i Qué podemos predecir
del dltimo grafico?




NUMEROS COMPLEJOS FOrMULA DE MOIVRE

TEOREMA (RAICES n-ESIMAS DE z - GEOMETRIA )

Sea n entero positivo, con n > 3. Las n raices de un niimero complejo (no
nulo) son los vértices de un poligono regular de n lados con centro en el
origen (z = 0) del plano de Argand. En consecuencia, dos raices
consecutivas forman un angulo de 360°/n.
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