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CONCEPTOS



L —
DEFINICION (MATRICES)

Si m y n son enteros positivos, definimos una matriz m X n como un
arreglo rectangular

ai; a2 a3 ... Qin
a1 a2 a3 ... Q2p
asy1 a32 a3 ... asn
Aml Am2 Gm3 ... (mn

en al cual cada elemento de la matriz es un ndmero.

® El elemento ay; estd ubicado en el i—ésimo fila 'y en la j—ésima
columna.

® Una matriz m X n tiene m renglones y n columnas. Si m = n la
matriz se llama cuadrada de orden n.

® En una matriz cuadrada de orden n, los elementos a11, aso, ..., a4y, S€
denominan elementos de la diagonal principal.

™ = - = = YT
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Las matrices pueden denotarse con
® |etra mayuscula: A, B, C, ...

® un elemento representativo: (a; ), (bij), (¢ij)s- - -

DEFINICION (MATRICES IGUALES)
Dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) son iguales si
1. tienen el mismo tamafio: m X n.
2. aij:bijparalgigmylgjgn.
. 1 3 1 3 . . o
Las matrices A = ( 9 5 > y B= < s 5 > son iguales si, y sélo si

T = 2.
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TIPOS DE MATRICES
1. Matriz columna o vector columna: sélo tiene una columna.
Por ejemplo:

7
=%
8

y puede denotarse con maydscula (matriz) o con miniscula (vector).

2. Matriz fila o vector fila: sélo tiene una fila.
Por ejemplo:
(-1 2 5 -3)
y puede denotarse con mayuscula (matriz) o con mindscula (vector).
3. Matriz cero o nula: es la matriz de n x m donde todos sus elementos
son cero.

4. Matriz identidad I,,: es la matriz cuadrada de orden n cuyos elementos
de la diagonal principal son todos 1 y los restantes elementos son
todos 0.
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EJEMPLO DE MATRIZ IDENTIDAD
e Sin=11=(1)

°Sin=2,[2:<(1)§)>
1 0 0
eSin=3,L=(01 0
0 0 1

TIPOS DE MATRICES

5. Matriz diagonal: es una matriz cuadrada en la que todos los elementos
fuera de la diagonal principal son ceros.
Por ejemplo:

o O =
oS ot O
w o O
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TIPOS DE MATRICES
6. Matriz triangular superior: es una matriz cuadrada en la que todos los
elementos abajo de la diagonal principal son ceros.
Por ejemplo:
a1 a2 013
0 a2 a3
0 0 ass

7. Matriz triangular inferior: es una matriz cuadrada en la que todos los
elementos arriba de la diagonal principal son ceros.

Por ejemplo:
all 0 0

a1 G2 0
azp a3z ass

.
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SUMA DE MATRICES
Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices de tamafio m x n. Definimos la
suma A + B como la matriz de tamafio m x n dada por

A+ B= (ai,j =+ bijj)

La suma de dos matrices de diferente tamafio no esta definida. )

(BJEMPLO.
(12)-(21)-(2 ) |
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MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Sea A = (a;;) una matriz de tamafio m X n sea ¢ un escalar. Definimos la
multiplicaciéon por un escalar cA es la matriz de tamafio m x n dada por

cA = (ca;j )

El escalar ¢ lo vamos a considerar nimero real.
Se puede utilizar la expresiéon — A para el producto escalar (—1)A.
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OBSERVACION IMPORTANTE

® El conjunto de las matrices de tamano m X n junto con la suma y la
multiplicacion por un escalar defnidas anteriormente, es un espacio
vectorial. Por lo tanto, se cumplen todos los axiomas de la definicién.

® | a matriz cero es el neutro para la suma.

® |La matriz — A es el opuesto aditivo.
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MULTIPLICACION DE MATRICES

Sea A = (a;;) una matriz de tamafio m x n y sea B = (b;;) una matriz de
tamafio n X p. Definimos el producto AB como la matriz de tamafio m X p
dada por

AB = (ci;)
donde

n
Cij = Z aikbkj = a;1 blj T aizbgj T ooodF ainbnj
k=1

® Esta definicidn significa que el elemento en el i—ésimo renglén
y en la j—ésima columna del producto AB se obtiene al
multiplicar los elementos del i—ésimo renglén de A por los
elementos correspondientes de la j—ésima columna de By
luego sumar los resultados.

® E| producto de dos matrices esta definido cuando el niimero
de columnas de la primera matriz es igual al niimero de
renglones de la segunda matriz.
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El producto AB es

-1 3
AB = 4 -2
5 0

Realicemos el producto BA

-9 1
—4 6
—15 10
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El producto AB es

-1 3 -9 1
AB=| 4 -2 ( :i f ) =| -4 ¢
5 0 —15 10

Realicemos el producto BA

v
PROPIEDAD IMPORTANTE

En general, la multiplicaciéon de matrices NO es conmutativa.
AB # BA
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e
® Si necesitamos encontrar sélo una fila o una columna del
producto AB, no necesitamos realizar todo el producto.

j—ésima columna de AB = A((j—)ésima columna de B)
i—ésima fila de AB = ((i—)ésima fila de A)B

En otras palabras,Si a1, as, ..., a,, son las filas de la matriz A
y b1, b2, ..., b, son las columnas de la matriz B entonces

AB = A(by|bo] . .. |by) = (Aby|Abs| ... |Aby)

ap (ZlB
as as B

AB = .| B=
am, amB
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e —
Otra forma de escribir la multiplicacion de matrices.

ail a12 e A1n I1
az1 Q22 ... Q2p T2
Sea A = . . . yx= . . Entonces
am1 aAm2 ... (mn Tn,
ailr a2 ... Qip I
as asy coo agn T2
Az =
aml Am2 ... Omp I,
ajl ai2 A1n
a21 a2 agn
= I . + o . A oo ar By
am1 am2 Amn

El producto Az es una CL de las columnas de A con los coeficientes que
provienen de la matriz x.
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PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION

Sean A, By C matrices con tamafio tales que los productos matriciales
dados estan bien definidos y sea ¢ un escalar. Entonces, valen las siguientes
propiedades.

I A(BC)=(AB)C

2. A(B+C)=AB+ AC
3. A+ B)C=AC+ BC
4. ¢(AB) = (cA)B = A(c¢B)
5. A, =A

6. [bA=A

Demostraciéon Demostrar 2 y 5.
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POTENCIA DE MATRICES
Para la multiplicacién repetida de matrices cuadradas, utilizaremos la
misma notacién exponencial usada con los niimeros reales. Es decir,

[ ] AO = I’I’L
([ ] Al = A
o A% =AA

® A¥ = AA...A (con k factores)

Con estas definiciones obtenemos las propiedades.
° AjAk A]Jrk
° (AJ) — Ak

OBSERVACION

La potencia de una matriz diagonal es la matriz diagonal cuyos elementos
de la diagonal principal son las potencias de los elementos correspondientes

de la matriz original.
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TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

Sea A una matriz m X n. La transpuesta de A, denota como A7, se define
como la matriz n X m que se obtiene al escribir las columnas de A como
filas.

—1 3
Si A= 4 —2 |, entonces
5 0
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PROPIEDADES

Sean A y B matrices con tamafio tales que las operaciones dadas estan
bien definidos y sea ¢ un escalar. Entonces, valen las siguientes propiedades.

L (AT =4

. (A+B)T=AT4+ BT
(cA)T = ¢(AT)

. (AB)T =BT AT

& W oN

Demostracién Demostrar 1.
Las propiedades 2 y 4 pueden generalizarse. Por ejemplo,

(A+B+ )T =AT 4+ BT + C7

(ABC)T = cTBTAT
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MATRIZ SIMETRICA

Sea A = (a; una matriz cuadrada. Decimos que A es una matriz simétrica

si
A=AT

€es decir, A = Qj;.

La matriz A = es simétrica.

1
2
4

W 00 N
S W

Sea A una matriz cuadrada.

1. La matriz B= AAT es una matriz simétrica.

2. La matriz A+ AT es una matriz simétrica.

Demostracion
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MATRIZ ANTISIMETRICA

Sea A = (a;; una matriz cuadrada. Decimos que A es una matriz

antisimétrica si

es decir,

La matriz

es antisimétrica.

i Como debe ser la diagonal principal de una matriz antisimétrica?

Sea A una matriz cuadrada. La matriz A — AT es una matriz antisimétrica.
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DEFINICION (TRrAzA)

La traza de una matriz cuadrada de orden n, se denota tr(A), es la suma
de los elementos de la diagonal principal. Es decir,

tr(A) = a1 + a2 + ... + angy

Sean A y B matrices de orden n y sea ¢ un escalar. Entonces, valen las
siguientes propiedades.

1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

2. tr(cA) = ctr(A)

3. tr(AT) = tr(4)

4. tr(AB) = tr(BA)
Demostracién
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