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Recordar: una funcién f no negativa es integrable en [a, b] si el limite

lim S(f,P
IPl[—0 (F.P)

existe y en ese caso escribimos

lim S(f,P) = /b F(x) d.

PlI—0

Aqui,
P ={x0,X1, ..., Xn}

es particion del intervalo [a, b] y
S(F,P) =) fla)Bx
k=1

es la suma de Riemann asociada a la particién P y a la eleccién de puntos
Ck € [xk—1,%xk], k=1,...,n.
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Integral definida

Antes de calcular una integral respondamos el siguiente interrogante:
i Qué debe satisfacer una funcién f para que sea integrable?
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Integral definida

Antes de calcular una integral respondamos el siguiente interrogante:
i Qué debe satisfacer una funcién f para que sea integrable?

Teorema

Sea f : [a, b] — R. Entonces:

@ Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces f es integrable en
[a, b].
@ Si f tiene una cantidad finita de discontinuidades en [a, b] y estas

discontinuidades son evitables o de salto, entonces f es integrable en
[a, b].
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Integral definida

Antes de calcular una integral respondamos el siguiente interrogante:
i Qué debe satisfacer una funcién f para que sea integrable?

Teorema

Sea f : [a, b] — R. Entonces:

@ Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces f es integrable en
[a, b].
@ Si f tiene una cantidad finita de discontinuidades en [a, b] y estas

discontinuidades son evitables o de salto, entonces f es integrable en
[a, b].

Observar:

f derivable = f continua = f integrable.
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Asi, si una funcién f es continua en [a, b], entonces sabemos que es
integrable y por ende para calcular

lim S(f,P) / f(x
IPl|—0

podemos usar particiones especificas P que cumplan ||P|| — 0. También
podemos elegir los puntos ¢ en las sumas de Riemann de la forma mas
apropiada posible.

En este curso, el estudiante resolverd integrales por definicién solamente
para funciones polinémicas simples en [0, 1]. Para ellos, usard las

particiones
12 -1
P, = {0 ! ,1}.
n'n n

Integrales mas complejas seran calculadas con otros métodos.
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Integral Definida: ejemplo de calculo de integrales

mediante la definicidn

Ejemplo: calculemos

1
/ 2xdx.
0

La funcién f(x) = 2x es continua en [0, 1], luego es integrable. Para cada
ndmero natural n, tomemos la coleccién de particiones:

12 -1
Pn:{0777"'5n 71})
n n n

y tomemos ¢; =0, ¢ =1/n, c3 =2/n,....ckx, = (k—1)/n,...,
¢n = (n—1)/n. Entonces ||P,|| = 1/n, la cual tiende a cero cuando n
tiende a infinito. Asi:

1
/ 2xdx = lim S(f, Pp).
0

n—oo

Resta calcular S(f, P,) y hacer n — oc:
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Integral Definida: ejemplo de cdlculo de integrales

mediante la definicidn

3
3

k=1 k=1 =1
S P A Ul B Yol
n? n? 2 n? 2
k=1
1 - 1
:1—;%1, (se usé que ;k:n(n;— ))

cuando n — oco. Por lo tanto:

1
/ 2xdx = 1.
0
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Integral Definida: ejemplo de calculo de integrales

mediante la definicidn

3
3

_2 (k_l)zg[”(”"‘l)_ }_2”2_”
n? n? 2 n? 2
k=1
1 ? n(n+1)
- =L (se usé que Eﬁ 5 )

cuando n — oco. Por lo tanto:

1
/ 2xdx = 1.
0

Tarea para el alumno: tomar ¢, como el extremo derecho de cada
intervalo.
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Extension de la Integral definida a funciones con valores

reales: sumas de Riemann

La idea de Sumas de Riemann puede aplicarse para aproximar
regiones mas generales:

1 y = flx)

( fle,)

(cr fleg))

k-ésimo rectdngulo

| Cy x
0 )-'u=a]|' RE EAET -1
o]
™
i
(c1. ﬂﬂﬂ\ I
i
4
(cg. flew))
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Extension de la Integral definida a funciones con valores

reales: Sumas de Riemann

Al aumentar el nimero de puntos de la particion, se espera una
mejor aproximacion a la regién considerada

y
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Extension de la Integral definida a funciones con valores

reales: Sumas de Riemann

Al aumentar el nimero de puntos de la particion, se espera una
mejor aproximacion a la regién considerada

y

y=fx)
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Extensidn de la Integral definida a funciones con valores

reales: Sumas de Riemann

Comentarios importantes: sea f : [a, b] — R, entonces
@ las sumas de Riemann asociadas a f pueden definirse como antes,
pero si la funcién toma valores negativos, las sumas de Riemann ya
no pueden considerarse como sumas de dreas de rectangulos pues
algunos de sus términos podrian ser negativos. (Ver figuras de las

diapositivas anteriores)
b
/ f(x)dx
a

puede definirse exactamente como antes, solo que ahora su valor no
se puede interpretar como area de una regidn.

o La integral:
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Propiedades de la integral definida

Propiedades
Sean f y g funciones integrables en [a, b], y sea k € R. Entonces:
o [?f(x)dx =0, f"ldx =b—a.
o [2(f(x)+g = [P F(x)dx + [7 g(x)dx
ofb(f - x:f dx—f g(x)dx
o [P kfx)dx_kfbf (x)dx
e Si f(x) < g(x), entonces:

/ab f(x)dx < /abg(x)dx.

e Si c € [a, b], entonces:

/a i F(x)dx = / " Fx)dx+ / bf(x)dx.
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Teorema del Valor Medio para integrales

Teorema

Sea f una funcién continua en [a, b]. Entonces, existe ¢ € [a, b] tal que:

b
f(c) = bia/a F(x)dx.

Sin demostracién.
Observacidn: la conclusién del teorema también se puede escribir como:

b
/a F(x)dx = £(c)(b — a).
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Interpretacién geométrica para funciones no negativas:

y
¥ y

/i
1
I fie), altura
: { promedio
1

0 & c b *
I b—a |

Asi, el Teorema del valor medio para integrales afirma que el drea del
rectangulo gris f(c)(b — a) es igual al drea de la regién comprendida por el
gréfico de f y el intervalo [a, b]:

b
f(c)(b—a):/a F(x)dx.
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Teorema fundamental del cdlculo

Teorema Fundamental del calculo: Primera Parte

Sea f una funcién continua en [a, b]. Sea:

Flx) = / Cf(6)dt, x € [ab].

Entonces:
F'(x) = f(x)

para todo x € [a, b].

Observacién: F es una antiderivada de f. El teorema permite
construir antiderivadas o primitivas de funciones continuas a través
de la integracion. La demostracion sera dada en la proxima clase.
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Interpretacién de la funcién F cuando f > 0.
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Teorema fundamental del cdlculo

Teorema fundamental del cdlculo segunda parte

Sea f una funcién continua en [a, b], y sea F una antiderivada de f en
[a, b]. Entonces:

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).

Ejemplos. Calcule:
o [, cos(x)dx = sen(m) — sen(0) = 0

2
° foz(x3 — x)dx = 3x* — %x2‘0 =116-14-0=2

La demostracién del teorema sera dada en la préxima clase.
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Sélo para el turno manana:

© (T.P. 3. Ejercicio 9 a)) Obtener los puntos de inflexién de

x> x?

1
fx)=—=———2x+-.
(x) 3 2 3
@ (T.P. 3 Ejercicio 13) Un rectangulo tiene su base en el eje x y sus dos
vértices superiores sobre la pardbola y = 12 — x2. Determine las
dimensiones del rectdngulo que tiene la mayor drea y dé el valor de
dicha area.
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