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Teorema del Valor Medio para integrales

Recordar:

Teorema

Sea f una funcién continua en [a, b]. Entonces, existe ¢ € [a, b] tal que:

b
f(c) = ﬁ / F(x)dx.

Sin demostracién.
Observacidn: la conclusién del teorema también se puede escribir como:

b
/a F(x)dx = F(c)(b — a).

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2024 2/16



Teorema fundamental del cdlculo

Teorema Fundamental del calculo: Primera Parte

Sea f una funcién continua en [a, b]. Sea:

Flx) = / Cf(6)dt, x € [ab].

Entonces:
F'(x) = f(x)

para todo x € [a, b].

Observacién: F es una antiderivada de f. El teorema permite
construir antiderivadas o primitivas de funciones continuas a través
de la integracion.
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Interpretacién de la funcién F cuando f > 0.
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Demostracién del Teorema fundamental del calculo:

primera parte

Demostracion. Sea x € [a,b) y h > 0 tal que x + h € [a, b). Luego:

Fx+ hf)’_ FO) _ i[/Hh o) dt - /ax " dt}

= % [/ax f(t) dt+/xx+h f(t) dt—/: a(t) dt] = /17/:“7 f(t) dt. (1)
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Demostracién del Teorema fundamental del calculo:

primera parte

Demostracion. Sea x € [a,b) y h > 0 tal que x + h € [a, b). Luego:

Pt =P _ 2 [/fh CESYRC dt}

= % [/axf(t) dt+/xx+hf(t) dt—/:f(t) dt] = /17/:“7 f(t) dt. (1)

Como f es continua en [a, b], entonces es también continua en [x, x + h],
asi por el Teorema del valor medio para integrales, existe c, € [x, x + h| tal
que:

1 x-+h
f(cn) = h/ f(t) dt.
Luego, de (1) obtenemos que:

x — F(x x+h
F( “2 FO)- ;/X £(t) dt = f(cp). 2)
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Demostracién del Teorema fundamental del calculo:

primera parte

Notemos que, cuando h — 07, ¢, — x. Entonces, por la continuidad de f
en [a, b], resulta que
hl;rrgJr f(cn) = f(x).

Asi, tomando limite cuando h — 0" en (2), obtenemos que

lim F(x+ h)— F(x)

h—0* h
Por lo tanto, la derivada por derecha de F en x € [a, b) existe y es f(x).
Ahora, tomamos x € (a, b] y sea h < 0 tal que x + h € (a, b]. Siguiendo
un razonamiento similar al anterior, obtenemos que la derivada por
izquierda de F en x € (a, b] es f(x).
Asi, de ambas conclusiones afirmamos que

F'(x) = f(x), para todo x € |[a, b]

en donde, cuando x = a 0 x = b, F’(x) denota la derivada lateral

correspondiente.
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Teorema fundamental del calculo

Teorema fundamental del calculo segunda parte

Sea f una funcién continua en [a, b], y sea F una antiderivada de f en
[a, b]. Entonces:

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).

Ejemplos. Calcule:
o [ cos(x)dx = sen(m) — sen(0) = 0
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Demostracién del Teorema fundamental del calculo:

segunda parte

Demostracién. Sea F una antiderivada de f en [a, b]. La parte 1 del
teorema fundamental del cdlculo, nos dice que la funcién:

G(x) = /X f(t) dt

es una antiderivada de f en [a, b]. Asi, F y G son antiderivadas de f, y
entonces existe una constante C tal que:

F(x) = G(x) =
para toda x € [a, b]. Por lo que F(x) = G(x) + C. Luego:
F(b)—F(a) = [G(b)+ Cl-[G(a)+ (]
(b) - G(a)

/f(tdt—/f ) dt = /f ) dt — 0—/f(t

Esto termina la demostracidn.

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2024



Calculo de areas

Recordar:

Definicion

Sea f : [a,b] — R tal que f(x) > 0 para todo x € [a, b]. Entonces el area
de la regidon comprendida entre el grafico de f, las rectas x = a, x = b y el
eje x se define como:

b
/ f(x)dx (siempre que la integral exista).
a

y=f(x)

f "t (0
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Calculo de areas

Ejemplo 1: supongamos que queremos calcular el drea de la regién
comprendida entre el grafico de f(x) = sen(x), el eje x y las rectas x = 0
y x =m/2.
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Calculo de areas

Ejemplo 1: supongamos que queremos calcular el drea de la regién
comprendida entre el grafico de f(x) = sen(x), el eje x y las rectas x = 0
y x =m/2.

Solucién: Observar que sen(x) > 0 para todo x € [0, 7/2]. Entonces:

w/2

; w/2
Area = /0 sen(x)dx = —cos(x) . = —cos(m/2) — (—cos(0)) = 1.
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Calculo de areas de funciones arbitrarias

Ejemplo 2: supongamos que ahora queremos calcular el drea de la regién
comprendida entre el grafico de f(x) = sen(x), el eje x y las rectas x = 0
y X = 27.

1f ¥y =senx

En este caso, la funcién asume valores positivos y negativos. Por ende, no
podemos interpretar la integral de f como el drea buscada.
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Calculo de areas de funciones arbitrarias

Célculo de drea para una funcién arbitraria
Sea f : [a, b] — R una funcidn integrable en [a, b]. Para determinar el rea
comprendida entre el grafico de f, las rectas x =ay x = b y el gje x,
procedemos como sigue:

@ Determinamos las intersecciones del grafico de f con el eje x en el

intervalo [a, b].
@ Subdividimos [a, b] usando los puntos hallados en el inciso anterior.
@ Integramos f sobre cada sub-intervalo.

@ Sumamos los valores absolutos de las integrales calculadas en el
apartado anterior.
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Calculo de areas

Solucién del ejemplo 2: Observar que y = sen(x) corta al eje x en
x =0, x=my x =27 en el intervalo de integracién [0, 2x]. Luego,
utilizando el procedimiento anterior, obtenemos:

g 27
Area = ’/ sen(x)dx‘ + ’/ sen(x)dx‘ =4.
0 T
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Ejercicios 24 c y h: Determine:

tVt+ vt
[ e

/(1+tan2 t)dt =

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2024 14 /16



Ejercicio 18 del TP3

18. Una ventana tiene forma de rectangulo y esta coronada con un semicirculo. El rectangulo
es de vidrio claro, mientras que el semicirculo es de vidrio de color y transmite sélo la
mitad de la luz por unidad de area en comparacion con el vidrio claro. El perimetro total
es fijo. Encuentre las proporciones de la ventana que admitan la mayor cantidad de luz.
Desprecie el espesor del marco.

NN
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Informacién para el segundo parcial (Lunes 20 de Mayo)
@ Se rinde en la comisién de teoria que le corresponde a cada alumno.

@ En teoria, entra desde clase 7 hasta la clase del lunes 13 de MAYO
(CLASE 18).

@ En practica, TP2-TP3-TP4 Completos. Es decir, hasta las clases de
practica de la semana del 13 al 16 de Mayo.
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