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CONCEPTOS



Toda matriz cuadrada puede ser asociada con un nimero real
llamado su determinante.

DEFINICION (DETERMINANTES)
1. El determinante de una matriz de orden 1 se define como el elemento
de la matriz. Si A = (a11), el determinante de A es aj; y se denota

como
det(A) = ‘A’ = a11

. . a a
2. El determinante de una matriz de orden 2, A = ™12 e
az1 G2

define como
det(A) = ’A‘ = 11022 — Q210412

EJEMPLOS: DETERMINANTES

. 3 1
Si A= < i 9 ) entonces

det(A)=3-(—=2)—1-4=—10
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Para definir el determinante de una matriz de orden mayor que 2,
es conveniente que veamos una definicién previamente.

DEFINICION (MENOR Y COFACTOR)
Sea A una matriz cuadrada, para cada elemento a; podemos definir

1. El' menor M;;, como el determinante de la matriz obtenida al suprimir
la 7—ésima fila y la j—ésima columna de A.

2. El cofactor C;;, como o
Cy = (1) My

Calcular todos los menores y cofactores de

0 21
A= 3 -1 2
4 0 1
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DEFINICION (DETERMINANTE)

Sea A una matriz cuadrada de orden n, definimos el determinantes de A4,
denotado por det(A) o |A], por
n n
det(A) := " a5, Cijo = Y (1) agj, My,,
i=1 i=1
con jo =1,2,...,n fijo (estamos fijando una columna), o
equivalentemente,
n n
det(A) := Y aio; Cipj = Y _(—1) M ayo; My,
j=1 j=1
con ip =1,2,...,n fijo (estamos fijando una fila).
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EJEMPLOS: DETERMINANTES

0 2 1
1. A= 3 —1 2 |.Sielegimos la primera columna para calcular el
4 0 1

determinantes, obtenemos
det(A) = 0011 + 3021 = 4031 =14

Calcular el determinante utilizando otra columna o fila.

3 1 0
2. B=| -2 —4 3 | entonces det(B) = —1
5 4 -2
0 -1 1 3
1 2 -1 1
3. = 0 o 3 3 |entonces det(C) = —18
0 1 80
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Para evaluar el determinante de matrices de orden 3, se puede
utilizar el método de Sarrus.

EJEMPLO: METODO DE SARRUS
Calcular el determinante de

TEOREMA

Sea A una matriz cuadrada.
1. Si A tiene una fila 0 una columna de ceros, entonces det(A) = 0.
2. det(A) = det(AT).

3. Si A una matriz triangular, entonces det(A4) = ajja22 . .. apy

Demostracion
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PROPIEDADES (ASOCIADAS CON LAS OPERACIONES ELEMENTALES

Sean A y B matrices cuadradas de orden n.
1. Si B es obtenida a partir de A al intercambiar dos filas, entonces
det(B) = —det(A)
2. Si B es obtenida a partir de A al multiplicar una fila de A por una
constante c¢ diferente de cero, entonces
det(B) = ¢ - det(A)
3. Si B es obtenida a partir de A al sumar a una fila un mdltiplo de otra

fila, entonces
det(B) = det(A)
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Como del determinante se puede sacar un factor comin de
cualquier fila de una matriz, y como cada uno de los n renglones
de kA tienen un factor comin igual a k, se obtiene

TEOREMA

Sea A una matriz cuadrada de orden 7, entonces det(k- A) = k™ - det(A).

10 —20 40
Calcular el determinante de la matriz A = 30 0 50
—-20 =30 10
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Sea A y B son dos matrices cuadrada de orden n, entonces

det(AB) = det(A) det(B)

TEOREMA
Una matriz cuadrada A es inversible si, y sélo si,
det(A) #0

Demostracion

TEOREMA

Si una matriz cuadrada A es inversible entonces

1
det(471) =
47 = e

Demostracion
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EQUIVALENCIAS

Sea A una matriz cuadrada de orden n, entonces, las siguientes
proposiciones son equivalentes.

1.

S

A es inversible.

Az = b tiene una Gnica solucién para toda matriz columna b de n x 1.
Az = 0 tiene sélo la solucién trivial.

A es equivalente por renglones a A.

A puede ser escrita como el producto de matrices elementales.

det(A4) #0
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Utilizando los cofactores Cy; de la matriz A, vamos a definir

DEFINICION (ADJUNTA)

1. Sea A una matriz de orden n se define como matriz de cofactores de
A a la matriz de la forma

Cn Ci2 ... Cip
Cor Cr ... Cyy
Cu Cno ... Cun

2. La transpuesta de la matriz de cofactores se define como adjunta de A
y se denota adj(A)

011 021 R Cnl

Ci2 Cy ... C,
adii)=| 7 .

Cln C2n cee Cnn
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EJEMPLO: ADJUNTA

—1 3 2
La adjunta de A = 0 -2 1 | es
1 0 -2

Veamos una aplicacién de la matriz adjunta.

TEOREMA
Sea A una matriz inversible de orden n, entonces
1
A7l = dj(A
det(A) YA
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EJEMPLO: INVERSA

Utilizando la adjunta de A = 0 —2 1 | resulta
1 0 -2
1 4 6 7
Al = adj(A)==11 0 1
det(A) 9 3 9
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Aprenderemos ahora la regla de Cramer. Es una férmula que utiliza
determinantes para resolver un SEL cuadrado que tienen (nica
solucioén.

REGLA DE CRAMER

Si un SEL Az = b con n ecuaciones lineales y n incégnitas x1, 7o, . . . , T
tal que det(A) # 0, entonces la solucién del SEL est4 dada por

det(A4;) det(As) det(A4,)
T =———2, Ip= ———— ..., L= ———-
det(A) det(A) det(A)
donde A; es la matriz que se obtiene al sustituir los elementos de la
i—ésima columna de A por los elementos de la matriz b.
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EJEMPLO: REGLA DE CRAMER

Aplicando la regla de Cramer la solucién del SEL

At + 2x3 = 6
—3r; + 4x, + 6zz3= 30
—x — 21 + 313 = 8

€s

det(Al) —40 —10

BT det(4) 44 11
_det(dy) _ 72 _ 18
27 det(4) 44 11

det(43) 152 38

I3 — =

det(4) ~— 44 11
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