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Ejemplo 3: determine el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar
la regidn encerrada por la grificade y = /xylasrectasy =1, x =4
alrededor de la recta y = 1.
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Asi, el volumen viene dado por:

I

V:/147r(\/;—1)2dx: o

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2024



Sélido de revolucién: método de discos

Ejemplo 4: determine el volumen el sélido que se obtiene al hacer girar la
regiéon comprendida entre el grifico de x = 2/y, el eje y y las rectas
y =1, y = 4 alrededor del eje y.
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Sélido de revolucién: método de discos

Ejemplo 4: determine el volumen el sélido que se obtiene al hacer girar la
regiéon comprendida entre el grifico de x = 2/y, el eje y y las rectas
y =1, y = 4 alrededor del eje y.

En este caso:
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Método de las arandelas o anillos
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Método de las arandelas

En ocasiones, al hacer girar una regién alrededor de un eje, es posible que

nos quede un sélido con una cavidad:
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todo de las arandelas

Las secciones transversales perpendiculares al eje de revolucién no son
discos como antes, sino arandelas o anillos.

(x, R(x))
(x, r(x))

Arandela
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todo de las arandelas
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Arandela

Observar que tenemos un radio mayor R(x) y uno menor r(x). El area
A(x) de las secciones transversales es:

A(x) = TR(x)? — mr(x)?.
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Método de las arandelas

Por lo tanto, el volumen del sélido viene dado por:

Volumen de un sélido de revolucién por el método de arandelas

(alrededor del eje x)

b
V= / s [R(x)2 - r(x)2] dx.
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Sélido de revolucién: método de las arandelas

Ejemplo 5: considere la regién plana encerrada por las curvas y = x? + 1
y y = —x + 3. Determine el volumen del sélido que se obtiene al hacer
girar dicha regién alrededor del eje x.
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Método de las arandelas

¥
(-2, 5)
Rix)=-x+73
y=-x+3
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rx) =x* + 1 (1,2)
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Sélido de revolucién: método de las arandelas

Luego:
1 117
V= / m[(—x 4 3)? — (x® + 1)?]dx = Tﬁ
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Sélido de revolucién: método de las arandelas

Para determinar el volumen de un sélido con cavidad formado al hacer
girar una region alrededor del eje y, utilizamos la misma expresién de antes
para el calculo de volumen por arandelas pero integramos con respecto a y:

Volumen de un sélido de revolucién por el método de arandelas

(alrededor del eje y)

d
V= / ™ [R(y)* — r(y)?] dy

donde R = R(y) es el radio mayor, r = r(y) el radio menor y [c, d] es el
intervalo de integracién en y.

En la practica hara ejercicios empleando la expresién anterior.

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2024 12/21



Longitud de una curva

Problema: determine la longitud de la curva dada por una funcién
y = f(x) con derivada continua en el intervalo [a, b].

y= f(z)

[ S——
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Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Mayo, 2024



Longitud de una curva

Solucién: tomamos una particién P = {xo, ..., x,} del intervalo [a, b].
Consideramos los segmentos que unen: (xg, f(xp)) con (x1, f(x1)),
(x1, f(x1)) con (x2, f(x2)), ..y (Xn—1, F(xn—-1)) con (xn, f(xn))-

Y Py
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Longitud de una curva

Observar que la longitud del arco de la curva que va desde (xx—1, f(xk—1))
a (xk, f(xk)) se puede aproximar con la longitud del segmento rectilineo
que une dichos puntos:

Entonces si Ly es la longitud del segmento, tenemos:

L = 1/ (8%0)% + (Ayi)? = /(B2 + (F(x) — F(xe-1))?
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Longitud de una curva

L = /(B + (Byi)2 = /(B2 + (F(x0) — Fxa1))?

Por el teorema del valor medio, existe ¢k € (xk—_1, Xk) tal que:

f(Xk) — f(Xk_l) = f/(Ck)(Xk — Xk—l) = f/(Ck)AXk.

Reemplazando en la expresién para Ly obtenemos:

L = /(B2 + F1()2(Bxi)? = /1 + () Ax

Si sumamos las longitudes de los segmentos, ontendremos una
aproximacién de la longitud de la curva L. Luego:

L~ Zn: [—k = zn: \/ 1+ f/(Ck)zAXk
k=1 k=1
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Longitud de una curva
L~ Z L, = Z \/ 1+ f'(ck)?DAxk
k=1 k=1

Cuando ||P]| tiende a cero, obtenemos (ya que /1 + f/(x)? es continua en

[a, b]):
L= /ab\/l + (f(x))?dx

Asi:

Longitud de curva

Sea y = f(x) una funcién tal que f’ es continua en [a, b]. Entonces la
longitud de la curva y = f(x) desde el punto (a,f(a)) al punto (b, f(b))

es:
L= /b\/l + (f/(x))2dx
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Ejercicios de repaso, sélo turno tarde

Dada la funcién
x> — 49

f(x)=—5———.

(x) x2 4+ 5x — 14

Determine los intervalos de crecimiento y /o decrecimiento de f y los
extremos locales (si existieran). Ademads, encuentre los intervalos de
concavidad vy verifique si existe algtin punto de inflexién.
Sugerencia: factorice y simplifique pero no olvide el dominio de f.
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Problema: un sélido se forma juntando dos hemisferios a los extremos de
un cilindro circular recto. El volumen total del sélido es de 14 cm?3.
Encontrar el radio del cilindro que hace el drea superficial minima.
Recordar que el drea de una esfera de radio r es 4rmr?.
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Ejercicio adjunto.
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Problema: determinar el drea encerrada entre las curvas y = x y
y = x(4 — x*)1/2.
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