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Tres formas de expresar superficies

Curvas:

Forma explicita: y = f(x).

Forma implicita: F(x,y) =0.

Forma vectorial paramétrica: r(t) = (x(t),y(t)), a<t < b.

Superficies:
Forma explicita: z = f(x, y).
Forma implicita: F(x,y,z) = 0.
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Parametrizaciones de superficies

Sea
r(u,v) = f(u,v)i+g(u,v)j+ h(u,v)k, (u,v) €R

una funcién vectorial continua definida en una regién R del plano uv,
inyectiva en el interior de R.
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Parametrizaciones de superficies

Sea
r(u,v) = f(u,v)i+g(u,v)j+ h(u,v)k, (u,v) €R

una funcién vectorial continua definida en una regién R del plano uv,
inyectiva en el interior de R.
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Parametrizaciones de superficies

Sea
r(u,v) = F(u, v)i+ g(u,v)j + h(u, )k, (u,v) € R
una funcién vectorial continua definida en una regién R del plano uv,

inyectiva en el interior de R. El rango de r es la superficie S, parametrizada
por r; uy v son los pardmetros y R es el dominio de los pardmetros.

Crv= U(j)_, ‘[,’0 Corut = 1y

db Parametrizacion
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Ejemplo superficie paramétrica

x = cos(t) sin{u). y = sin(t) sin{u), z = cos(u)

% = (T+2 cos{v)) cos(u), y = (7+2 cos(v)) sin(u), z = 2 sinv}
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Ejemplo superficie paramétrica

*=(ucosl). y = (usin(). z=v x=(ucos(v)). y=(usini).z=v

= .
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Ejemplo superficie paramétrica

x = (24sin(v)) cos(u), y = (2+sin(v)) sin(u), z = u+cos(v)

x=x, y = (sinfx) cos(v]), z = (sin(x) sin(y))
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Ejemplo superficie paramétrica
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ri(t,s) = (scos(t),ssen(t),s?), 0 <t<2m 0<s<1;

R(x,y) =06y, +y%), -1 <x<L-V1-x2<y <V1-x2
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Ejemplos

Dé una representacién paramétrica de la superficie S que es la esfera con
centro en el origen de coordenadas y radio 3.

Solucién: r(6, ¢) = (3 cosfsen ¢, 3sen fsen ¢, 3 cos @),

0<o<L2n, 0<p <.

Observar que cuando ¢ =0, r(6,¢) = (0,0, 3) para todo 0 € [0, 27].
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Ejemplos

Dé una representacion paramétrica de la superficie S que es la parte del
cilindro x2 4+ z2 = 4 entre y=0yy=1.

Solucién: r(6,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <27, 0 <y < 1.




Ejemplos

i Cémo parametrizamos una superficie S que es el grafico de una funcién f
de dos variables?

oYy ey

%5
5

s
CSosS
0'0,:?:’.
7

Solucién: r(x,y) = (x,y, f(x,y)), (x,y) € D(f).



Superficies suaves

Definicidon

Una superficie S parametrizada por r(u, v) = (f(u, v), g(u,v), h(u, v)),
(u,v) € R, es suave si r, y r, son continuas y r, x r, # 0 en R.

Observacion: Si se parametriza un cono SIN VERTICE o un tronco de
cono mediante r(r,t) = (rcost,rsent,r), 0 <t <2 § <r <R para
algiin § > 0, se tiene una superficie suave. La misma parametrizacién, pero
con 0 < r < R, refleja un cono (con su vértice) y no es una superficie
suave.
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Area de una superficie suave dada paramétricamente

Definicién (Area de una superficie suave parametrizada)

Dada la superficie suave S parametrizada por r : R — R3, se define el drea

de S por
A:// lru X ry||dudv.
R

Observacidn: el drea de una superficie es independiente de la
parametrizacién que se haga de la misma. (Sin demostracién.)
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Justificacién de la definicion de 4drea de una superficie

"l ) = Jim, Bu

r(up + Au, vo) — r(uo, vo) = ru(uo, vo)Au
n n
|AuryxAvry,| = [r,xr,|AulAv Ar Z Z Iru(ui, vi)xry(ui, vi)|AujAv;
i=1 j=1

A:// [ru X ry|dudv
R
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Ejemplo

Plantee una integral para calcular el drea de la superficie S que es la parte
del cilindro x? + z> =4 entre y =0y y = 1, parametrizada por
r(0,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <O <2m, 0 <y <1.

A:// [ry X ry|dudv
R

ro = (—2sen#,0,2cosf), r, = (0,1,0),

rg xr, =(—2cosf,0,—2senb), |rg xr,| =2.
y y

27 1
A:/ / 2dy df = 4n.
0 0
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Recorrido

@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales

@ Integral de superficie de campos escalares
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Definicidn

Definicion

Dados la superficie S C R3 parametrizada por r : R — R3 y el campo
escalar f definido en S, se define la integral de superficie de f sobre S por

//5 fdo = //R f(r(u, v))lIru x rv||du dv,

siempre que exista la integral del segundo miembro.

Observacion: la integral de superficie de un campo escalar es

independiente de la parametrizacién que se haga de la misma. (Sin
demostracién.)
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Si S estd parametrizada por r(u,v), (u,v) € R, tomamos una particién en
Ry

//s fdo~ z": Xn: f(r(ui, vj)) Aoy

i=1 j=1

= 35" A(r{un )i, ) x r (i, )| Auly

i=1 j=1

//Sfda://Rf(r(U, v))|ry X ry|dudv.
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Ejemplo

Plantee una integral para calcular la masa de una capa delgada cortada del
cilindro x2 + z? = 4 por los planos y = 0y y = 1 (superficie cilindrica),
sabiendo que la densidad en cada punto viene dada por d(x, y, z).

r(f,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <6 <2m, 0 <y <1.

ro(6,y) x ry(0,y) = (—2cosf,0, —2sen )
Hrg(e,y) x ry(ea)/)H =2

M://55(x,y,z)dA:
- //R 5(+(u, ) o X 1y du v

2w 1
:/ / d(2cosf,y,2sen )2 dy db.
o Jo
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Recorrido

@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales

@ Superficies orientadas
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Superficies no orientables

Ejemplos: cinta de Mobius y botella de Klein.
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Definicidn

Definicion
Una superficie suave S es orientable cuando es posible definir un campo
vectorial continuo n que a cada punto de S le asigna un vector normal

unitario.
Una superficie suave S estd orientada cuando se ha definido un tal campo

vectorial n sobre S.

Observacién: Una superficie que no es suave (como un cono con su
vértice, con las parametrizaciones usuales), no es una superficie
orientable. Pero una superficie suave, como un cono sin vértice, si puede
serlo.
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Definicidn

Definicidon

Una superficie suave por partes se llama cerrada cuando es la frontera de
un sélido y separa el espacio en dos regiones: la “interior’, que es acotada,
y la “exterior”, que es no acotada.

Una superficie suave cerrada estd orientada positivamente si el vector
normal en cada punto de S apunta hacia fuera de S. Si es suave por
partes, podemos extender esta idea.
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Ejemplo

Las siguientes son superficies suaves por partes y orientables:

Integrales de superficie campos escalares y ve:




Recorrido

@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales

@ Integral de superficie de campos vectoriales
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Integral de superficie de campos vectoriales

El flujo de un campo vectorial F definido en R3 a través de una superficie

orientada S en la direccién de n es // F-ndo.
S

FIujo://F-nda:
S
Fu X ry
= F(r(u,v)) ————||ru x r,||dudv
J] et e, <
. :// F(r(u,v)) - (ry X r,)dudv.
R

Notacién: si la superficie S es cerrada, se suele anotar # F-ndo.
S
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Ejemplo

Halle el flujo del campo vectorial dado por F(x, y,z) = (y, x, z) a través
de la superficie S que es la parte del cilindro x? + z2 = 4 entre los planos
y =0y y =1, en la direccién que se aleja del eje y.
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Ejemplo

Halle el flujo del campo vectorial dado por F(x,y,z) = (y, x,z) a través de la
superficie S que es la parte del cilindro x? + z2 = 4 entre los planos y =0y

y =1, en la direccién que se aleja del eje y.
// F-ndo =7
S

r(0,y) = (2cosf,y,2sen ), 0 <O <2m, 0 <y <1.
rg = (—2sen6,0,2cos ), r, = (0,1,0)

ro X ry, = (—2cosf,0,—2senb)

Elijo§ =0y y = 0. Alli: r(0,0) = (2,0,0) y (rg x r,)(0,0) = (—2,0,0), hacia el
ejey.

2 1
// F~nda:/ / (v,2cos6,2senB) - (2cosh,0,2senb)dy db
s o Jo

2 1
= / / (2y cos + 4sen?0)dy df = 4.
o Jo
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Ejemplos graficos

Expansion: F(x,y,z)=(x,y,z) Rotacion: F(x,y,z)=(-y,x,0) Constante: F(x,y,z)=(1,0,0)

Integrales de superficie campos escalares y ve:




Ejemplo

Hallar el flujo del campo vectorial F(x, y,z) = (x, y, z) hacia fuera a
través de la esfera x*> + y? + z°> = 2%, a > 0.

r(0,¢) = (acosfsenp,asenfsenp,acosp), 0 <0 <27, 0< ¢ <.

flujo = # F-nds= /%/ (rg X ry)(6,¢) do d6

(ro x rg)(0,0) = (—a® cos O sen? ¢, —a® sen O sen? ¢, —a? sen ¢ cos )

Para0 =0y ¢ = %3 r(O, %) = (3,0,0) y (r9 X I’¢)(0, %) = (_32)070)'
Apunta hacia el origen: cambio el sentido.

o acosfsen ¢ a cos @ sen® ¢
flujo = / / asenfiseng | - | a?senfsen?¢ | dodh = 4ar.
o Jo acos ¢ a° sen ¢ cos ¢
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Observacién

Si el flujo de F a través de S es k, jnecesariamente el flujo a través de una

superficie S; que es una parte de S con exactamente la mitad de drea que
Ses k/2?
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Recorrido

© Teoremas de Stokes y de la divergencia de Gauss
@ Teorema de Stokes
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Teoremas de Stokes y de Gauss

Enunciados por Thomas. Demostracién del Teorema de Stokes, por

Stewart.
Teorema de Stokes: se ofrece un video con una prueba del mismo en

https://www.youtube.com/watch?v=aaJgkbqjCSg
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Teorema de Stokes: 1850

GEORGE GABRIEL STOKES
(1819-1903)
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR

Teorema

¢
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como
“frontera” una curva suave por partes, C.

¢
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como
“frontera” una curva suave por partes, C. Sea F = (M, N, P) un campo
vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden
continuas sobre una region abierta que contiene a S.
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como
“frontera” una curva suave por partes, C. Sea F = (M, N, P) un campo
vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden
continuas sobre una region abierta que contiene a S. Entonces la
circulacion de F a lo largo de C en la direccion antihoraria con respecto al
vector unitario normal a la superficie, n, es:

%F-dr://VxF-nda
C S
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como
“frontera” una curva suave por partes, C. Sea F = (M, N, P) un campo
vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden
continuas sobre una region abierta que contiene a S. Entonces la
circulacion de F a lo largo de C en la direccion antihoraria con respecto al
vector unitario normal a la superficie, n, es:

%F-dr://VxF-ndU.
C S

o
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como
“frontera” una curva suave por partes, C. Sea F = (M, N, P) un campo
vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden
continuas sobre una region abierta que contiene a S. Entonces la
circulacion de F a lo largo de C en la direccion antihoraria con respecto al
vector unitario normal a la superficie, n, es:

%F-dr://VxF-nda
C S

O
-

il J 1 oy superficies con agujeros
Integrales de superficie campos escalares y ve:

-




Ejemplo

Sea C la curva interseccidn de las superficies dadas por y +z =2y
x2 + y? = 1 orientada positivamente si se mira desde “arriba”. Sea

F(x,y,z) = (—y?, x,z?). Plantee una integral para calcular la circulacién
de F a lo largo de la curva C.
Solucién:

flujo = 51% F.dr= /b F(r(t)) - F'(t)dt

flujo://VxF-ndU
S

r(r,t) =(rcost,rsent,2 —rsent), 0<r<1 0<t<27m

(V x F)(x,y,z) =(0,0,1+ 2y)

2 pl
ﬂujo:/ / (0,0,1+2rsent)-(0,—r,r)drdt =m
o Jo
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio abierto

conexo D, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de
primer orden continuas. Entonces:

@ SiF es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F es
conservativo en D.

1 Supongamos que F es conservativo. Entonces es el gradiente de

alguna funcién potencial f. Ya lo hemos demostrado, probando que
rot F = 0 componente a componente.
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Teorema: criterio de componentes para campos

conservativos

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio conexo D,

cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de primer orden
continuas. Entonces:

@ SiF es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F es
conservativo en D.

2 Supongamos que D es abierto, conexo y simplemente conexo y
rotF =0 en D.

Aplicando un teorema de Topologia, dado que D es simplemente

conexa, se puede asegurar que existe una superficie S en D que tiene
como “frontera” a la curva C. Asi:

%F-dr://VxF-nda:O.
C S
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Comparar teoremas de Green y Stokes
%F-Tds://<alv—8/w)dxdy; %F-ndoz/VxF-nda.
c rR\Ox Oy c s

3§ﬁ-dr=”(v><ﬁ)-k(m jizﬁ ”me fids
C 0}
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Recorrido

© Teoremas de Stokes y de la divergencia de Gauss

@ Teorema de la divergencia de Gauss
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Johann Carl Friedrich Gauss

Joseph-Louis (Giuseppe Luigi),
comte de Lagrange

Carl Friedrich Gauf (1777-1855),
Christian Albrecht Jensen

B Gi Lodovi Born Johann Carl Friedrich Gauss
orn lLlSeDD.E odovico 30 April 1777
Lagrangia Brunswick, Duchy of

25 January 1736
Turin, Piedmont-Sardinia

Brunswick-Wolfenbittel,
Holy Roman Empire

- . Died 23 February 1855 (aged 77)
Died 10 April 1813 (aged 77) Gotingen, Kingdom of
Paris, France Tianover
Lagrange 1762 Gauss 1813

Integrales de superficie campos escalares y ve:

Mikhail Ostrogradsky

Mikhail Vasilyevich Ostrogradsky

Born  September 24, 1801

Pashennaya
Died January 1, 1862 (aged 60)
Poltava
Ostrogradsky 1826




Teorema de la divergencia de Gauss

Teorema

Sea S una superifice cerrada positivamente orientada, suave por partes,
sea D la region sdlida encerrada por S y sea F = (M, N, P) un campo
vectorial cuyas componentes tienen primeras derivadas paciales continuas
en una region abierta que contiene a S. Entonces el flujo de F a través

hacia fuera de S es:
#F-ndaz// V -FdV.
5 D

SIN DEMOSTRAR
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Comparar teoremas de Green y Gauss

7§F nds—// <6M gw dx dy;

Vector field F . : A

COE T R I v oh R owow

R | R

Integrales de superficie campos escalares y ve: 46 / 60



Teorema de la divergencia en otras regiones

El Teorema de la divergencia de Gauss puede aplicarse a regiones mas
generales, en particular, a regiones con agujeros. Supongamos que D es la

region del espacio entre las superficies esféricas Sp y 51, como se ve en la
imagen siguiente:

Figura: Aplicacién del Teorema de la divergencia a regiones con agujeros

Las superficies S1 y S, se orientan de manera conveniente.
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Recorrido

9 Interpretacién de rotor y divergencia
o Interpretacién del rotacional de un campo vectorial en R3
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Interpretacién del rotor

ZA

% o

El Teorema de Stokes establece que

%F-dr://VxF-nda,
C S

cuando C estd orientada positivamente con respecto a la orientacién dada
pornaS.
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Interpretacién del rotor

El Teorema del Valor Medio aplicado a V x F en S asegura que existe un
punto Q1 € S tal que

/ (V x F)(x,.2) - ndo = 702[(V x F)(Q1) - n(Qu)].

lfm // (VxF)(x,y,z)-ndo = (V x F)(x0, 0, 20) - n (1)

p—0 7Tp
Aplicando el Teorema de Stokes en el primer miembro de (1), obtenemos
1

,!'l“o?,ﬂ CF-dr: (V x F)(x0,y0,20) - n
= 1 ) Fodr (V x F
K‘ &\ L " r~ (V x F)(xo0, y0,20) - n
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Interpretacion del rotor: ejemplos

Supongamos que F es la velocidad de un gas que fluye en el espacio, para
los siguientes casos:

Rotacion: F(x,y,z) = (—y,x,0); (V x F)(x,y,z) = (0,0,2) = 2k.

4
=
3 T T T
B‘/ L < - — d //'
2 = -
1 ——
_— =
0 T T e T
L 0N — T
1 D =T -
e
2 —_—
-
3 T s T T ks
e L < o //‘
4 ~— -
4
2 ; 5
2 0
4 5
Rotacion
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Interpretacion del rotor: ejemplos

Remolino: F(x,y,z) = ( 0); (V x F)(x,y,z) =(0,0,0).

Y x
X2+y27 X2+y2?
D={(x,y,z) e R®:x* + y* £ 0}, es R®sin el eje z.

D es abierto y conexo pero no es simplemente conexo.

3 T
s
2 - s =T
1 R
- T “‘_\“\
0 ‘_.r—f“-.ﬂ

Remolino
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Interpretacion del rotor: ejemplos

Expansién o compresion uniforme:

F(x,y,z) = (cx,cy,cz); (V x F)(x,y,z)=(0,0,0).

Expansion
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Interpretacion del rotor: ejemplos

Corte: F(x,y,z) =(0,2,0); (V x F)(x,y,2z) = (-1,0,0).
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Flujo cortante

Integrales de superficie campos escalares y ve: 54 /60



Recorrido

9 Interpretacién de rotor y divergencia

@ Interpretacion de la divergencia de un campo vectorial

Integrales de superficie campos escalares y ve: 55 /60



Interpretacion de la divergencia de F

o //SF-nda:///WdideV.

¥

Aplicando el Teorema del valor medio para integrales en el segundo
miembro,

4
// F-ndo = divF(Q) §7Tr3, para cierto Q € W.
S
Tomando limites obtenemos:

divF(P) = lim divF(Q) = lim 3 // F-ndo
r—0 S

r—0 47‘(‘!‘3

y, si tomamos un valor fijo de r > 0 pequeifio,

divF(P //F ndo.
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Interpretacion de la divergencia de F

Fuente: div F (x;, yp) = 0 Sumidero: div F (xg, yg) < 0
Un gas en expansién Un gas en compresion
en el punto (xp, ¥p)- en el punto (xp. yg).

N N
2N Z0

La divergencia en el punto P es la tasa de flujo neto hacia fuera en P por
unidad de volumen.

Asi, si divF(P) > 0, el punto P se llama fuente ya que el flujo neto
alrededor de P es positivo; si divF(P) < 0, P se llama sumidero para F.
Si divF(P) = 0 en todo R3, entonces F se llama solenoidal y, si es un
campo de velocidades de un fluido, decimos que el fluido es
incompresible.
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Laplaciano

Definicién
El Laplaciano de un campo escalar f se anota Af o V?f y se define como
la divergencia del gradiente de f:

Af =V - Vf.

El Laplaciano de un campo vectorial F = (M, N, P) se anota AF o V2F y
es el vector de los Laplacianos de las funciones componentes de F:

AF = V2F = (V2M, V2N, V2P).
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Laplaciano: interpretaciéon

Video de Khan Academy

https://es.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-
derivatives/laplacian/v/laplacian-intuition.

Figura: Interpretacién del Laplaciano

Si f(P1) es maximo, Af(P1) < 0; si f(P2) es minimo, Af(P»)

> 0.
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Laplaciano: propiedades

Propiedad:
@ El Laplaciano de un campo escalar f(xy,x2,- - ,x,) cumple:
0*f  0%f 0*f
Af =—F+—5+ -+ —.
Xj X5 X3

@ El Laplaciano de un campo vectorial definido en R3 cumple:
AF=V(V-F)—-V x(V xF).

Dejamos la demostracién como ejercicio.
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