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Movimiento en un sistema masa-resorte

position
mg—ks=0

Amortiguado

Forzado
motion

mi(t) + bi(t) + ka(t) = £(¢)
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Aplicaciones

Mass-spring
-damper

Energy dissiprion
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo
orden

P(z)y"(z) + Qx)y'(z) + R(z)y(z) = G(x)
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo
orden
P(a)y"(z) + Q(2)y'(z) + R(z)y(z) = G()

Supuestos: P, (), R continuas en un intervalo abierto I. P(z) # 0 para
todo z € I.
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo
orden
P(a)y"(z) + Q(2)y'(z) + R(z)y(z) = G()

Supuestos: P, (), R continuas en un intervalo abierto I. P(z) # 0 para
todo z € I.
La ecuacidn

P(a)y"(z) + Q(2)y'(z) + R(z)y(x) =0

se llama homogénea y

P(z)y"(z) + Qx)y' () + R(z)y(z) = G(x)

se llama no homogénea si G(x) # 0 para alguna = € I.
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo
orden
P(a)y"(z) + Q(2)y'(z) + R(z)y(z) = G()

Supuestos: P, (), R continuas en un intervalo abierto I. P(z) # 0 para
todo z € I.
La ecuacidn

P(a)y"(z) + Q(2)y'(z) + R(z)y(x) =0

se llama homogénea y

P(z)y"(z) + Qx)y' () + R(z)y(z) = G(x)

se llama no homogénea si G(x) # 0 para alguna = € I.
La ecuacion homogénea asociada a

P(z)y"(z) + Qx)y' () + R(z)y(z) = G(x)
€s
P(z)y"(z) + Q)Y (z) + R(z)y(z) = 0.
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e PVl y PVF
@ Dependencia e independencia lineal de soluciones
@ Teorema de solucién general de una EDO lineal homogénea
@ EDO lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas

@ Métodos para resolver EDOs lineales de orden superior con
coeficientes constantes
@ Método de los coeficientes indeterminados
@ Método de variacién de pardmetros

@ Sistemas masa resorte

© Demostraciones y desarrollos

«O>» «F»r <

it

v

a

it
v
[y

DA



Existencia de solucidn dnica a un PVI

Llamemos (1) al PVI

dny dn—l
an(x)dxin + an—l(x)m + - +ao(z)y = g(z),

(1)
y(xo) =yo, ¥ (@) =wy1,-. ¥ (20) = Yn1.

Teorema (Existencia de una solucién tnica)

Sean ap (), an—1(x), -, ao(x) y g(z) continuas en un intervalo I y sea
an(z) # 0 para toda x € I. Si zq es cualquier punto en I, entonces existe
una Gnica solucion del PVI (1) en I.

Sin demostrar.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: z”(t) + 16x(t) = 0; solucién general
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Ejemplo: z”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

a) (0) =0, z(5) = 0.
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

z(0) =0, z(3) = 0.
z(0)=c1+0=0;

r(5)=c1+0=0;
x(t) = cosen(4t)
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

2(0) =0, z(3) =0. b) z(0) =0, z(}
z(0) =c1 +0=0;
33(%) =c+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

EDO orden superior

13/53



Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

a) z(0) =0, 2(5)=0. b) x(0)=0, z(g) =0.
z(0)=c1+0=0; z(0) =c1 +0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

a) z(0) =0, 2(5)=0. b) x(0)=0, z(g) =0.
z(0) =c1+0= z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0; r(5) =0+c2=0.

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

a) z(0) =0, 2(5)=0. b) 2(0)=0,z(3)=0
z(0) =c1+0= z(0)=c1+0=0;
I’(%)—Cl—FO: ; IL‘(%)—O“‘CQ_O
x(t) = cosen(4t). Tiene solucién tnica
Tiene infinitas =0.
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

r = 0.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

a) 2(0) =0,z(3)=0. b) z(0)=0,(5)=0. ¢) 2(0)=0xz(3) =1
z(0)=c1+0= z(0)=c1 +0=0; z(0) =c1+0=0;
r(5)=c1+0=0; IL‘(%)—O“‘CQ_O r(§)=c1+0=1;
x(t) = cosen(4t). Tiene solucién tnica No tiene solucién.
Tiene infinitas =0.
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2”(t) + 16x(t) = 0; solucién general

x(t) = c1 cos(4t) 4 co sen(4t).

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

r(0) =0, z(g) =0. c) 2(0)=0x(3) =1.

z(0)=c1+0=0; z(0)=c1+0=0;

m(g)—(H—cQ—O r(§)=c1+0=1;

Tiene solucién dnica No tiene solucién.
= 0. iCONCLUSION?
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Siy1 y yo son soluciones de la ecuacion lineal homogénea
an(@)y™ () + an_1(2)y" D (2) + ... + ag(2)y(z) = 0,

entonces la funcion g(x) = c1y1(x) + caya2(x) también es una solucién de
la misma ED, cualesquiera sean los nimeros reales c1 y cs.
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an(@)y™ () + an_1(2)y" D (2) + ... + ag(2)y(z) = 0,

entonces la funcion g(x) = c1y1(x) + caya2(x) también es una solucién de
la misma ED, cualesquiera sean los nimeros reales c1 y cs.

Demostrado en la préxima diapositiva.
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entonces la funcion g(x) = c1y1(x) + caya2(x) también es una solucién de
la misma ED, cualesquiera sean los nimeros reales c1 y cs.

Demostrado en la préxima diapositiva.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Siy1 y yo son soluciones de la ecuacion lineal homogénea
an(@)y™ () + an_1(2)y" D (2) + ... + ag(2)y(z) = 0,

entonces la funcion g(x) = c1y1(x) + caya2(x) también es una solucién de
la misma ED, cualesquiera sean los nimeros reales c1 y cs.

Demostrado en la préxima diapositiva.

Observaciones:

1) La solucién trivial y = 0 siempre es una solucién de cualquier ED lineal
homogénea.

2) Combinaciones lineales.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Demostramos el caso n = 2;
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Demostramos el caso n = 2; veamos que g(x) = c1y1(x) + caya(x)
satisface la ED

az(x)y"(x) + ar(2)y (x) + ao(2)y(z) = 0.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Demostramos el caso n = 2; veamos que g(x) = c1y1(x) + caya(x)
satisface la ED

az(2)y" () + a1 (2)y (x) + ao(z)y(z) = 0.
Derivamos g:

g'(z) = a1y (z) + carr(z); ¢"(x) = c1yi (2) + coy (v).

y sustituimos en la ED:

ax(x)g" () + ar(z)g'(z) + ao(2)g(x) =
= az(x)(c1yi (z) + cays (¥)) + a1 (2
(

=0
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Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

© La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)
en [ sii existen cq, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel + ...+ Cnfn =0

cfit)+ ...+ enfu(t)=0,t €.

@ La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.

© Ejemplo: {f1, fo} en [0,1], fi(z) = z; fo(z) = |z|.
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

© La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)
en [ sii existen cq, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel + ...+ Cnfn =0

cfit)+ ...+ enfu(t)=0,t €.

@ La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.

© Ejemplo: {f1, fo} en [0, 1], fi(x) = z; fola) = |a|- {1, fo} es LD en
0,1].

O Mismo ejemplo en [—1,1].
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

© La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)
en [ sii existen cq, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel + ...+ Cnfn =0

cfit)+ ...+ enfu(t)=0,t €.

@ La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.

© Ejemplo: {f1, fo} en [0, 1], fi(x) = z; fola) = |a|- {1, fo} es LD en
0,1].

O Mismo ejemplo en [—1,1]. {f1, fa} es Ll en [—1,1].
© {1, f2, fs}, filz) =1; fo(z) = sen®(2); f3(x) = cos(2x).
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

© La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)
en [ sii existen cq, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel + ...+ Cnfn =0

cfit)+ ...+ enfu(t)=0,t €.

@ La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.

© Ejemplo: {f1, fo} en [0, 1], fi(x) = z; fola) = |a|- {1, fo} es LD en
0,1].

O Mismo ejemplo en [—1,1]. {f1, fa} es Ll en [-1,1].

Q {f1, f2, f3}, fi(x) = 1; fa(x) = sen?(z); f3(x) = cos(2x). No es LI
(en ningin I C R).
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Wronskiano

El Wronskiano de una familia {f1, ..., fn} de n funciones derivables hasta
el orden n — 1 al menos, es la funcién dada por el determinante

fi(@) fo(z) - ful@)
fi(=) fol) - fil@)
W(f1,---7fn)(x) = : : :

@) £ @) - 1)
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Propiedades del Wronskiano

Si {f1,...; fn} es una familia LD en I y las funciones son suficientemente
derivables, entonces W(fh...,fn)(@’) =0 para toda x € I.

Contrarreciproco: si existe una = € [ tal que Wy, . 1 )(z) # 0, entonces
{f1, ., fn} es una familia Ll en I.
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Teorema

Teorema

Sean yi1,vyo2, -+ ,Yn soluciones de la ED
an(2)y ™ (z) + - + a1 (2)y' (z) + ao(z)y(xz) = 0 en I. Entonces
{y1,--+ ,yn} es Ll en I si y solo si Wiy, ... () # 0 para todo x € I.

Sin demostrar.
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Teorema

Teorema

Sean yi1,vyo2, -+ ,Yn soluciones de la ED
an(2)y ™ (z) + - + a1 (2)y' (z) + ao(z)y(xz) = 0 en I. Entonces
{y1,--+ ,yn} es Ll en I si y solo si Wiy, ... () # 0 para todo x € I.

Sin demostrar.

Conjunto fundamental de soluciones de una ED de orden n: una familia
LI de n soluciones de la ED en un intervalo I.
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Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ Teorema de solucién general de una EDO lineal homogénea
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Teoremas (ED lineal homogénea)

Teorema (Existencia de conjunto fundamental)

Para una ecuacion an,y™ + --- + a1y + aoy = 0, tal que cada una de las
funciones coeficientes ay, es continua en un intervalo I y a,(z) # 0 en I,

existe un conjunto fundamental de soluciones en I, {y1, - yn}.
(Sin demostrar.)

Teorema (Teorema de solucién general de ED lineal homogénea)

Para una ecuacion an,y™ + --- + a1y + aoy = 0, tal que cada una de las
funciones coeficientes ay, es continua en un intervalo I y a,(z) # 0 en I,
si{y1, - yn} es un conjunto fundamental de soluciones de la ED en I, la
solucion general se puede expresar como

y=cyi1+ -+ c¥n.

SIN DEMOSTRAR
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Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ EDO lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(z) + by (z) + cy(z) =0
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(z) + by (z) + cy(z) =0
y(@) =e

En la ED:
ar’ e +bre’® +ce™ =0
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(z) + by (z) + cy(z) =0
y(z) =e
En la ED:

ar’ e +bre’® +ce™ =0

(ar? +br +c)e™ =0

EDO orden superior

24/53



ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(x) +by'(x) + cy(z) =0
y(z) =e
En la ED:

ar’ e +bre’® +ce™ =0

(ar? +br +c)e™ =0

ECUACION AUXILIAR

ar’+br+c¢=0 (anr™ 4+ -+ air+ap=0)
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(x) +by'(x) + cy(z) =0
y(z) =e
En la ED:

ar’ e +bre’® +ce™ =0

(ar? +br +c)e™ =0

ECUACION AUXILIAR

ar’® +br+c=0 (anr"™ +---+arr+ap =0)
—b — Vb% — 4dac —b+ Vb? — dac
= o =
2a 2a
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ay” (z) + by (z) + cy(x) =0
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Caso 1: b2 — 4ac > 0

ay”(z) + by (z) + cy(z) =0

9 —b— Vb? — dac —b+ Vb? — dac
ar+br+c=0 r = 5 ro = 5
a a
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Caso 1: b2 — 4ac > 0

ay”(z) + by (z) + cy(z) =0

—b— Vb2 — dac —b+ Vb2 — 4dac

2

+br+c=0 = =

ar r+c r1 50 o »
y1 = "% y yo = €% son soluciones de la ED;

probamos que son Ll en I = R:
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Caso 1: b2 — 4ac > 0

ay”(z) + by (z) + cy(z) =0

—b— Vb2 — dac —b+ Vb2 — 4dac

2

+br+c=0 = =

ar r+c r1 50 o »
y1 = "% y yo = €% son soluciones de la ED;

probamos que son Ll en I = R:

T 2T

e
rie"®  poel2®

e

Wiysy2) (%) = = eMATT(py ) £0.
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Caso 1: b2 — 4ac > 0

ay”(z) + by (z) + cy(z) =0

9 —b— Vb? — dac —b+ Vb? — dac
ar“+br+c=0 ry = 5 ro = 5
a a

y1 = €% y yo = e"2* son soluciones de la ED;
probamos que son Ll en I = R:

67"1.73 67”233

Wiysy2) (%) = = eMATT(py ) £0.

rie"®  poel2®

Solucién general:

y=cre" + cpe™”

es solucién general de ay” + by’ + cy = 0.
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Ejemplo Caso 1: b> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5k9),

S

© Exprese la ecuacién del movimiento:
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Ejemplo Caso 1: b> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5k9),

S

@ Exprese la ecuacién del movimiento: " + 51/ + 4y = 0.
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Ejemplo Caso 1: b> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5k9),

S

@ Exprese la ecuacién del movimiento: " + 51/ + 4y = 0.

@ Sabiendo que y(0) =1y y'(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales:
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Ejemplo Caso 1: b> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5k9),

S

@ Exprese la ecuacién del movimiento: v + 5y + 4y = 0.

@ Sabiendo que y(0) =1y y'(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales: la posicién inicial del cuerpo es 1m hacia abajo y la
velocidad inicial es cero: parte del reposo.
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Ejemplo Caso 1: b> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5k9),

S

@ Exprese la ecuacién del movimiento: " + 51/ + 4y = 0.

@ Sabiendo que y(0) =1y y'(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales: la posicién inicial del cuerpo es 1m hacia abajo y la

velocidad inicial es cero: parte del reposo.
© Resuelva:
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Ejemplo Caso 1: b> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5k9),

S

@ Exprese la ecuacién del movimiento: v + 5y + 4y = 0.

@ Sabiendo que y(0) =1y y'(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales: la posicién inicial del cuerpo es 1m hacia abajo y la
velocidad inicial es cero: parte del reposo.

© Resuelva: r2 +5r+4=0;r = —4;79 = —1;

y(t) =cre + e y0)=ct+e=1;
Y (t) = —dcre™4 — cpe™; y'(0) = —4dc1 — 2 =0;
c1+co =1
{ —4c1 —cg =0
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Ejemplo Caso 1: b> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5k,

@ Exprese la ecuacién del movimiento: " + 51/ + 4y = 0.

@ Sabiendo que y(0) =1y y'(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales: la posicién inicial del cuerpo es 1m hacia abajo y la
velocidad inicial es cero: parte del reposo.

© Resuelva: r2 +5r+4=0;r = —4;79 = —1;

y(t) =cre ™ + e y(0)=cr+e =1
Y (t) = —dcre™4 — cpe™; y'(0) = —4dc1 — 2 =0;

c1+co =1
—4c1 —cg =0
1 4
y(t) = —ge_4t + ge_t.
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ay”(z) + by () + ey(x) = 0;
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ay”(x) + by’ () + cy(x) = 0;

ar’ +br+c¢=0
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Caso 2: b2 —4ac=0

—b

ay’(x) + by (z) +ey(z) =0; ar’+br4+c=0; r=r =ry= p
a
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Caso 2: b2 —4ac=0

—b
"
y1 = €"*(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R:

ay”(x) + by (z) + cy(z) =0, ar’ +br+c=0; r=r =ry=
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Caso 2: b2 —4ac=0

—b
"
y1 = €"*(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R:

ay”(x) + by (z) + cy(z) =0, ar’ +br+c=0; r=r =ry=

re,
Y2 = xe

EDO orden superior 27/53



Caso 2: b2 —4ac=0

—b
"
y1 = €"*(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R:

ay”(x) + by (z) + cy(z) =0, ar’ +br+c=0; r=r =ry=

yo =z yh = (1+rx)e™;
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Caso 2: b2 —4ac=0

—b
"
y1 = €"*(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R:

ay”(x) + by (z) + cy(z) =0, ar’ +br+c=0; r=r =ry=

yr=we' gy = (1+ra)e™ gy = (2r +riz)e’™;
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Caso 2: b2 —4ac=0

—b
"
y1 = €"*(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R:

ay”(x) + by (z) + cy(z) =0, ar’ +br+c=0; r=r =ry=

yr=we' gy = (1+ra)e™ gy = (2r +riz)e’™;

ay” + by +cy = (a(2r +72x) + b(1 + rz) + cx)e™
= ((2ar +b) + (ar® + br + c)z) ™" =0
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Caso 2: b2 —4ac=0

—b
"
y1 = €"*(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R:

ay”(x) + by (z) + cy(z) =0, ar’ +br+c=0; r=r =ry=

yr=we' gy = (1+ra)e™ gy = (2r +riz)e’™;

ay” + by +cy = (a(2r +72x) + b(1 + rz) + cx)e™
= ((2ar +b) + (ar® + br + c)z) ™" =0

rT rT

€ xre

re™ (14 xr)e™ - eQm(l +ar —ar) = €T # 0.

W(y1 Y2) (z) =
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Caso 2: b2 —4ac=0

—b
"
y1 = €"*(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R:

ay”(z) + by (z) + cy(x) = 0; ar’ +br+c=0; r=r =ry=

yr=we' gy = (1+ra)e™ gy = (2r +riz)e’™;

ay” + by +cy = (a(2r +72x) + b(1 + rz) + cx)e™
= ((2ar +b) + (ar® + br + c)z) ™" =0

rT rT

e xe
W) (@) = re’™ (14 axr)e™ = e (1 + a7 — ar) = ¥ #£ 0.

Solucién general:

y=cre" + coze’™

es solucién general de ay” + by’ + cy = 0.
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ay” () +by' (z)+cy(x) = 0;
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Caso 3: b2 —4dac < 0

ay’(z)+by (2)+ey(z) =0;  ar’+br+c=0; 1 =a+if; ro=a—if
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Caso 3: b2 —4dac < 0

ay” (x)+by' (x)+ey(x) =0;  ar’+br+c=0; 7 =a+ib;

—b dac — b?
“= 2a p 2a

EDO orden superior

ro = a—if3
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Caso 3: b2 —4dac < 0

ay’(z)+by (2)+ey(z) =0;  ar’+br+c=0; 1 =a+if; ro=a—if

—b dac — b?
“= 2a p 2a

2 = 00T — 0% (cos(Ba)+isen(Bx)); z9 = € (cos(fx)—isen(Sz))
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Caso 3: b2 —4dac < 0

ay’(z)+by (2)+ey(z) =0;  ar’+br+c=0; 1 =a+if; ro=a—if

—b dac — b?
“= 2a p 2a

2 = 00T — 0% (cos(Ba)+isen(Bx)); z9 = € (cos(fx)—isen(Sz))

. . ) .
Y = 521 + 52;2 =e*cos(fx); y2 = —%2'1 + %2'2 = €% sen(fz)

EDO orden superior 28/53



Caso 3: b2 —4dac < 0

ay’(z)+by (2)+ey(z) =0;  ar’+br+c=0; 1 =a+if; ro=a—if

—b dac — b?
g=Y=e— 7

“T % B 2a
2 = 00T — 0% (cos(Ba)+isen(Bx)); z9 = € (cos(fx)—isen(Sz))
1 1 o 1 1 o
Y1 = 521 + 522 =e*cos(fx); y2 = —52’1 + 522 = e sen(fBx)

y1 = €** cos(Bx) y y2 = e** sen(Sx) son soluciones de la ED; probemos

que son Ll en I =R.
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Caso 3: b2 —4dac < 0
—b Vdac — b?

" / _n. _ . —
ay (@) + by @)+ ey(e) =05 a=T5 5=

y1 = e cos(Bx);  y2 = e sen(fx)
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Caso 3: b2 —4dac < 0

—b dac — b?
" / _n. _ _". —
oy (@) + /(@) +ey(@) =0 o=l g= YA
y1 = e cos(Bx);  y2 = e sen(fx)
Wiy o) (@) =
e cos(fx) e sen(fx)

ae® cos(fx) — pe*Fsen(fr) ae* sen(fz) + Be™* cos(fx)
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Caso 3: b2 —4dac < 0

—b Vdac — b2
73 B =

a 2a
e sen(fx)

ay”(z) + by (z) + cy(z) =0; «

y1 = e’ COS(ﬁiU); Y2

Wiy o) () =
e cos(fx) e sen(fx)
ae® cos(fx) — pe*Fsen(fr) ae* sen(fz) + Be™* cos(fx)
208 cos(fz) sen(f)

acos(fr) — fsen(fx) asen(fx)+ B cos(Sx)
= €29 (cos(fz)(asen(Bzx) + B cos(Bz)) — sen(fz) (o cos(fz) — Bsen(Bz)))
= 2% (B cos® x + Bsen® x) = B2 £ 0
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Caso 3: b2 —4dac < 0

/(@) + /@) () =0 a= 0 p= Y
y1 = e cos(Bx);  y2 = e sen(fx)
Wiy o) (@) =
e cos(fx) e sen(fx)
ae® cos(fx) — pe*Fsen(fr) ae* sen(fz) + Be™* cos(fx)
_ 20z cos(fx) sen(Sz)

acos(fr) — fsen(fx) asen(fx)+ B cos(Sx)
= €29 (cos(fz)(asen(Bzx) + B cos(Bz)) — sen(fz) (o cos(fz) — Bsen(Bz)))
= 2% (B cos® x + Bsen® x) = B2 £ 0

Solucién general:

y = e*(c1 cos(fx) + casen(Bx)) es solucidén general de
ay” + by’ + cy = 0.
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Ejercicios

© La ED de un sistema masa-resorte es: 2y (t) + 10y'(t) + 8y(t) = 0.

@ Interprete cada término.

@ Indique si se trata de la ecuacién de un movimiento libre o forzado,
amortiguado o no amortiguado.

@ Resolver el PVI dado por la ED y las condiciones iniciales y(0) = 0,

y'(0) = 3.
@ Halle posicién y velocidad de la masa en t = 1.

@ Resuelva 16y"(z) + 8y/(z) + y(z) = 0.
© Resuelva &(t) + 8z(t) + 25z(t) = 0.
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@ Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

© Ecuaciones lineales homogéneas
e PVly PVF

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones
@ Teorema de solucién general de una EDO lineal homogénea
@ EDO lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas

@ Métodos para resolver EDOs lineales de orden superior con
coeficientes constantes

@ Método de los coeficientes indeterminados
@ Método de variacién de pardmetros

@ Sistemas masa resorte

© Demostraciones y desarrollos
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@ Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

© Ecuaciones lineales homogéneas
e PVly PVF

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones
@ Teorema de solucién general de una EDO lineal homogénea
@ EDO lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas

@ Métodos para resolver EDOs lineales de orden superior con
coeficientes constantes
@ Método de los coeficientes indeterminados
@ Método de variacién de pardmetros

@ Sistemas masa resorte

© Demostraciones y desarrollos

«0O> «Fr 4

it
v

a

it
v

DA



Funcién o solucién complementaria

FUNCION O SOLUCION COMPLEMENTARIA

Dada una ED no homoggénea, ay” + by’ + cy = G(z), la solucién de la ED
homogénea asociada
ay”" +by +cy=0

se llama FUNCION COMPLEMENTARIA o SOLUCION
COMPLEMENTARIA. )
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Teorema de solucién general de EDO lineal no homogénea

Teorema

Dada una EDO lineal a(z)y™ (z) + - - - + a1 (z)y/ (z) + ao(x)y(z) = G(z)
donde las funciones coeficientes ap, 0 < k <n, y G son continuas en
algtin intervalo abierto I y a,(x) # 0 en I. Entonces la solucion general de
la EDO tiene la forma y = y. + y, donde y,. es la funcion complementaria
Y Yp €s cualquier solucion particular de la ecuacion no homogénea.

Demostrar.
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Principio de superposicion ecuaciones lineales no homogéneas

Sean las k ecuaciones diferenciales no homogéneas de n-ésimo orden

an(@)y"™ (@) + an-1(2)y" V(@) + ... + ar(2)y (2) + ao(@)y () = 61 (2),

an(@)y"™ (@) + an-1(2)y" V(@) + ... + ar(2)y (2) + ao(2)y(z) = gi (),

donde sélo cambian los términos independientes. Supongamos que
Ypis ---» Yp, SON soluciones particulares de cada una de las ecuaciones
anteriores, en un mismo intervalo I. Entonces,

Yp = Yp1 T - T Yp,

es una solucién particular de

any(") + anfly(n_l) +..ay +aoy = g1+ ... + gk-

Demostracién dejada como ejercicio.

EDO orden superior 35/53



Recorrido

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden

@ Métodos para resolver EDOs lineales de orden superior con
coeficientes constantes
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32 +6.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32 +6.

Rta: yo = cre” (VO 4 cze(_2+\/6)z —z? - %:c -9,
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32 +6.
Rta: yo = cre”@HVoz 4 cze(_2+\/6)z —z? - %:c -9,

2) y" — 5y + 4y = 8e”.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32 +6.
Rta: yo = cre”@HVoz 4 cze(_2+\/6)z —z? - %:c -9,
2) y" — 5y + 4y = 8e”.

Rta: yg = c1e® + cpe?® — %xe“.

EDO orden superior
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32 +6.
Rta: yg = c1e —(2+V6)x + 026( 246z g2 %:c —9.

2) y" — 5y + 4y = 8e”.

Rta: yg = c1e® + cpe?® — %xe“.

3) v —y +y=2sen(3x).

Rta:
Ye = /2 (cl cos (‘[ ) + co sen (@))

yp = Asen(3x) + B cos(3z)
yo = e*/? <01 cos (\fz) + casen <%>> + 2 cos(3z) — L8 sen(3z).
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Tabla

2(x) Forma de Y,

1. 1 (cualquier constante) A

2. 5x+7 Ax + B

3372 Ax*+Bx + C

4. x*—x+1 Ax* + Bx* + Cx + E

5. sen 4x A cos4x + B sen 4x

6. cos 4x A cos4x + B sen 4x

7. & Aed

8. (9x — 2)e* (Ax + B)e™

9. x> (Ax?* + Bx + C)e**
10. &** sen 4x Ae* cos 4x + Be* sen 4x
11. 5x% sen 4x (Ax? + Bx + C) cos 4x + (Ex? + Fx + () sen 4x

12.

xe¥ cos 4x

(Ax + B)e* cosdx + (Cx + E)e’* sen 4x
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Tabla

de la forma

ay” + by' + cy = 6(x).

TABLA 17.1 Método de coeficientes indeterminados para ecuaciones seleccionadas

Si G(x) tiene un
término que es
un miiltiplo
constante de. ..

Y si

Entonces incluya
esta expresion en la
funcion de prueba

para y,.

rxX

sen kx, cos kx

pxz + gx +m

7 no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

r es una raiz simple de la
ecuacion caracteristica

r es una raiz doble de la
ecuacion caracteristica

ki no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

0 no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

0 es una raiz simple de
la ecuacidn caracteristica

0 es una doble raiz de la
ecuacion caracteristica

EDO orden superior

AT
Axe™

AxPe™

Bcoskx + Csenkx
Dx*+ Ex + F

Dx* + Ex* + Fx

Dx* + ExX’ + Fx?
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Método de variacién de parametros

Método de variacion de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(z)y(x) = G(z), con
Ye(z) = c1y1(x) + cay2(z), se propone

Yp(x) = w1 (z)y1(z) + uz(2)y2(v).

{%m+%w=0
iy by = § = .




Método de variacién de parametros

Método de variacion de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(z)y(x) = G(z), con
Ye(z) = c1y1(x) + cay2(z), se propone

Yp(x) = w1 (z)y1(z) + uz(2)y2(v).

uiy1 + uyys =0
uiy +uhyh =S = f. Resolver por determinantes.
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Método de variacién de pardmetros: Ejemplo

49" + 36y = csc(3x)
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Método de variacién de pardmetros: Ejemplo

49" + 36y = csc(3x)

Ye = 1 cos(3x) + ca sen(3x)
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Método de variacién de pardmetros: Ejemplo

4y" + 36y = csc(3x)
Ye = 1 cos(3x) + ca sen(3x)

Yp = uq cos(3x) + ug sen(3x)

EDO orden superior
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Método de variacién de pardmetros: Ejemplo

4y" + 36y = csc(3x)
Ye = 1 cos(3x) + ca sen(3x)

Yp = uq cos(3x) + ug sen(3x)
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Método de variacién de pardmetros: Ejemplo

4y" + 36y = csc(3x)
Ye = 1 cos(3x) + ca sen(3x)

Yp = uq cos(3x) + ug sen(3x)

1 ,  ctg(3x)

ro_ L _
=7y "2 12
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Método de variacién de pardmetros: Ejemplo

4y" + 36y = csc(3x)
Ye = 1 cos(3x) + ca sen(3x)

Yp = uq cos(3x) + ug sen(3x)

1 ,  ctg(3x)

ro_ L _
=7y "2 12

In | sen(3z)|

6 sen(3x)

1
y = c1 cos(3x) + casen(3x) — Tk cos(3z) +

I = (O, g) o subintervalos de éste.
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@ Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

© Ecuaciones lineales homogéneas
e PVly PVF

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones

@ Teorema de solucién general de una EDO lineal homogénea
@ EDO lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas

@ Métodos para resolver EDOs lineales de orden superior con
coeficientes constantes

@ Método de los coeficientes indeterminados
@ Método de variacién de pardmetros

@ Sistemas masa resorte

© Demostraciones y desarrollos
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Ecuacién del movimiento libre no amortiguado

my”(t) + by (t) + ky(t) = f(t) conb=0,y f(t) =0, Vt
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Ecuacién del movimiento libre no amortiguado
my”(t) + by (t) + ky(t) = f(t) conb=0,y f(t) =0, Vt

k
my” + ky =0, w= o

y(t) = ¢y cos(wt) + casen(wt) —  y(t) = Asen(wt + @)

C1 . w
A=/c?+c% tan¢p= —; Frecuencia natural: —
C2 2T

T

|

|

A Period : Period

5 I

™ I

|

Il

\ 2wl 2l
\/\ T
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my” (t) + by’ (t) + ky(t) =0, b >0
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my” (t) + by’ (t) + ky(t) =0, b >0

Movimiento subamortiguado: b% < 4mk  a = -2 <0

y = e (cycos(ft) + casen(ft))  — y= e Asen(Bt + ¢)

¥

A e

N/

/\J\//Af“'sm[]ir—m

\\/ - e — i

//ﬁ Quasiperiod
-2 B

2 _pe™ =2/
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my" (t) + by (t) + ky(t) =0, b >0
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my" (t) + by (t) + ky(t) =0, b >0

Movimiento sobreamortiguado: b? > 4mk

t

y = cre"t 4 cpe ry < 0;7re <O0.

no local one local one local
max or min max min
! ! 7 !

(a) (b) (c)
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my” (t) + by’ (t) + ky(t) =0, b >0
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my” (t) + by (t) + ky(t) =0, b >0
Movimiento criticamente amortiguado: b? = 4mk

b
y=cre 2m +cote amt

Ejemplo: v + by’ + 25y =0; y(0) =1, /(0) =0; b=6, 10, 12.

y v

114611 g=6+TDr | 11— 61T 6Tt

/‘ 22 22

(1 + 5t)e™

-~ b=10

b=12 ——
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Ecuaciones del movimiento forzado

my" (t) + by (t) + ky(t) = £(t), 0 < b? < 4mk;
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Ecuaciones del movimiento forzado

my" (t) + by (t) + ky(t) = £(t), 0 < b? < 4mk; f(t) = Fycos(vt)
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Ecuaciones del movimiento forzado

Y'(8) + 0y (1) + ky(t) = f(1), 0 <* <4mk;  f(t) = Fycos(yt)

el F
y= Ae” e sen( 4mk e t—l—qzb) + 0 sen(vt + )
\/(k: _ m72)2 + b272
Transitorio Estable
o 1 Vamk-b? 1 [k b2
LEE \ s 2 27 2m 2n Y m 4m?2
0.15 .‘\\,/\\\
\\ .
005 o/ \\

VARY V"n\/\:/v'

Figure 4.32 Convergence of (1) to the steady-state solution y,(r) when m = 4,b = 6,k =3, Fo =2,y = 4
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Movimiento forzado no amortiguado - Resonancia pura

y'(t) + w?y(t) = Fysin(yt), (b= 0).
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Movimiento forzado no amortiguado - Resonancia pura

y'(t) + w?y(t) = Fysin(yt), (b= 0).

Fi
ya(t) = c1 cos(wt) + casen(wt) + % sen(vt), si v # w.
w* =7

F
ya(t) = /3 + c3 (sen(wt) + tan ™! <Z;)> - r_ov? sen(7t).

No hay estado transitorio. Tomamos las condiciones iniciales y(0) =0y
y'(0) = 0y calculamos el limite

lim y(t) = 20 (Se“(“’t) - tcos(wt)) .

T—=w 2w w

y|A //\/
[\ \ [
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Teorema

Dada una ED lineal ay(z)y™ (z) + - - - 4 a1(2)y' () + ao(z)y(z) = G(x)
donde las funciones coeficientes ap, 0 < k <n, y G son continuas en
algtin intervalo abierto I y a,(x) # 0 en I. Entonces la solucion general de
la ED tiene la forma y = y. + y, donde y. es la funcién complementaria y
Yp es cualquier solucion particular de la ecuacion no homogénea.

Demostrar.
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Dada

az(2)y" () + a1 (2)y'(x) + ao(2)y(z) = G(), (2)
sea ® una solucién arbitraria de (2) en I, sea y, una solucién particular de
(2) en I y sean y; y y2 dos soluciones LI en I de la ED homogénea
asociada a (2), es decir que y. = c1y1 + ca2y2 es una solucién
complementaria de (2).
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Dada
az(2)y" () + a1(2)y'(x) + ao(2)y(z) = G(2), (2)

sea ® una solucién arbitraria de (2) en I, sea y, una solucién particular de
(2) en I y sean y; y y2 dos soluciones LI en I de la ED homogénea
asociada a (2), es decir que y. = c1y1 + ca2y2 es una solucién
complementaria de (2).

Llamemos Y a la funcién dada por Y (z) = ®(z) — y,(x), definida en Iy
probemos que Y es solucién de la ED homogénea asociada a (2):
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Dada
az(2)y" () + a1(2)y'(x) + ao(2)y(z) = G(2), (2)

sea ® una solucién arbitraria de (2) en I, sea y, una solucién particular de
(2) en I y sean y; y y2 dos soluciones LI en I de la ED homogénea
asociada a (2), es decir que y. = c1y1 + cay2 es una solucién
complementaria de (2).

Llamemos Y a la funcién dada por Y (z) = ®(z) — y,(x), definida en Iy
probemos que Y es solucién de la ED homogénea asociada a (2):

as(2)Y"(x) + a1(2)Y'(z) + ap(2)Y (2) =
= ax(2)(2"(2) — yp () + a1 (2)(¥'(2) — y,(2)) + ao(2)(R(2) — yp())
= (ag(x)®"(z) + a1 (z)®'(z) + ao(:v)@(x))

— (a2()y, (2) + a1 (2)y, () + ao()yp(x))
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Luego Y es solucién de
az(@)y” () + a1(2)y () + ao(x)y(z) = 0
asi que, por T.S.G.H., existen ¢; y ¢ tales que

Y(z) = ciyi(x) + caya(x), Vo el
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Luego Y es solucién de
az(2)y" (z) + a1 (2)y () + ao(z)y(z) = 0
asi que, por T.S.G.H., existen ¢; y ¢ tales que
Y(z) = ca1yi(x) + caye(x), Vrel.
Entonces ®(x) — yp(z) = c1y1(x) + c2y2(x), o sea

(I)({L') =11 (a:) + 52y2(23> + yp(a:). |
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Método de variacién de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(2)y'(z) + c(z)y(z) = G(z), con
ye(z) = c1y1(z) + cay2(x), se propone

Yp(2) = w1 (z)y1(z) + u2(2)y2(x).

Yp = UYL T+ UY2
iy + ury) + ubye + uayh
— u// _"_ !,/ + !,/ + /! _"_ " !,/ !,/ /!
Yp 191+ uwyy +uy) +uyy + ugye + ugys + usys + u2ys

=
I
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Método de variacién de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(z)y(x) = G(z), con
ye(z) = c1y1(z) + cay2(x), se propone

Yp(2) = w1 (z)y1(z) + u2(2)y2(x).

Yp = ULY1 + U2Y2

yh = uhy1 + iyl + ubys + ugyh

yp = ufyr +uly) +uly) +uny] + ubye + ubyy 4 uhyh + ugyh
ay, + by, + cyp = ui(ayy + byy + cy1) + uz(ayy + byy + cy2)

+a(uiyr +uiyy) + a(uyys + usys) + (auyyy + bujyr + auhys + bubys)
= a-(uhyr + uby2) + b(ujyr + ubya) + alujy) + ubyh) = G
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Método de variacién de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(2)y'(z) + c(z)y(z) = G(z), con
ye(z) = c1y1(z) + cay2(x), se propone

Yp(2) = w1 (z)y1(z) + u2(2)y2(x).

Yp = ULY1 + U2Y2
yh = uhy1 + iyl + ubys + ugyh

/!

yp = ufyr +uly) +uly) +uny] + ubye + ubyy 4 uhyh + ugyh
ay, + by, + cyp = ui(ayy + byy + cy1) + uz(ayy + byy + cy2)
+a(uiyr +uiyy) + a(uyys + usys) + (auyyy + bujyr + auhys + bubys)
= a-(uhyr + uby2) + b(ujyr + ubya) + alujy) + ubyh) = G

{ uhy1 + ubyz =0
uhyl + ubyh =€ = f.




Método de variacién de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(z)y(x) = G(z), con
ye(z) = c1y1(z) + cay2(x), se propone

Yp(2) = w1 (z)y1(z) + u2(2)y2(x).

Yp = ULY1 + U2Y2

yh = uhy1 + iyl + ubys + ugyh

yp = ufyr +uly) +uly) +uny] + ubye + ubyy 4 uhyh + ugyh
ay, + by, + cyp = ui(ayy + byy + cy1) + uz(ayy + byy + cy2)

+a(uiyr +uiyy) + a(uyys + usys) + (auyyy + bujyr + auhys + bubys)
= a-(uhyr + uby2) + b(ujyr + ubya) + alujy) + ubyh) = G

Q@

{%m+%w

uiyy +uhyy =F = f. Resolver por determinantes.
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