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Definicion del problema

Problema de valores y vectores propios:
Sistema de ecuaciones puede escribirse de la forma:
(A-A 1)x=0 (1)
AX= A X (1)
« Interesan soluciones distintas de la triviati(stinto de 0).

-  Se denominaautovalored y autovectoreg, a los numeros y
vectores no nulos respectivamente que son solucion del sistema
de ecuaciones (1P(oblema estandar de autovalo)es

- InterpretacionA es un escalar que cambia el modulo del
vectorx cuya direccion permanece invariante.

- Alternativamente, se tiene el denominado problema
generalizado de autovalores y autovectores

(K-A M)x=0 2 (2)



Definicion del problema

Problema de valores y vectores propios:
Considerando el sistema de ecuaciones:
(A-A 1)x=0
y considerando quees distinto de 0, entonces.
det A-A 1)=0
-  Del determinante se obtiene un polinomio en funcioh de
grado n.

- Las raices de este polinomio (“polinomio caracteristico”) son
los valores propios.

- Por cada valor propio existe al menos una direccion invariante
dada por el autovectar



Metodos para determinar valores y vectores propios

-  Resolucidon del polinomio caracteristico
Encontrar las raices del polinomio caracteristico

Resolver el sistema homogenéeX 1)x=0 para cada valor propio
obtenido como raiz del polinomio caracteristico.

A medida gque el orden n del sistema crece, cregaleh del polinomio
y la dificultad para encontrar raices.

Ejemplo:
Calcular los autovalores y autovectores de la matriz:

s



Metodos para determinar valores y vectores propios

-  Tranformacion
Transforman la matriz de coeficientes A en unaimdtagonal.
Encuentran la totalidad de los valores y vectorepips del sistema.




Metodos para determinar valores y vectores propios

Iterativos
. Aproximar sucesivamente los valores y vectoresipsop

- Convergen a un valor y vector propio.

. Para encontrar mas de un vector y valor propionitas de deflacion
(eliminar de los procesos iterativos los valoreggtores propios que ya
se conocen).

. Método de la Potenciaes un algoritmo iterativo que encuentra la
direccion invariante, asociada al autovalor domi@ant
Sin escalamiento
Con escalamiento
: Metodo de la Potencia Inversa
Sin escalamiento
Con escalamiento



Método de la Potencia

Dada una matrid, se buscan lagirecciones invariantesoluciones de
(A-A)x=0

o bien:

Alx=Alx

Esto es equivalente a encontrar un vedtajue se puede obtener como:
y=AlX

;resulta igual a:
y=AlX

lo que significa que los vectorése ¥ sonPARALELOS

El método de la Potencias un algoritmo iterativo que propone ¥n arbitrario,

luego:
a)Obtiene un nuevo vector como:

Yier = ALYy
b)Soblo se detiene si se cumple que:

Y4 es paralelo &k 7




Método de la Potencia

. Puede considerarse como norma alguna de las siguies:

. Norma infinito,
. Norma cuadratica,
. “Pseudonorma” (Nota: si bien la asignacion a cada vector de sugrime

componente no es una norma, en la practica se puede utilizar leaprime
componente de cada vector en lugar de una norma determinada, en el proceso
iterativo y su implementacion computacional).



Método de la Potencia

. Convergencia:

Dada una matriA € RMN tal que sus autovectores v, ...\, Y Sus autovalores
A Ay, Ag,.... Ay Verifican que:

A ME A Y conk=1aN

Es diagonalizable: es decir tiene N autovectores linealmente indeptawdigue

forman base de'R

Es posible ordenar los autovalores de mayor a menor considerando sus valores
absolutos en la forma:

A > > Ay

Entonces el algoritmo del método de la potencia converge.

- Demostracion.



Método de la Potencia

-  Ejemplo
Datos:
A Yo
3 -1
-1 2

Método de la Potencia (sin escalamiento): yk+1 =Al yk

Tolerancia

0,01

k Vics1 o Error ilterar?
O y4= 2 2 - -
1 1
1| y-= 5 2,5 0,5| Continuar
0 0 -1| Continuar
2| ya= 15 3 0,5| Continuar
-5 - - -
3| ya= 50 3,3333333| 0,3333333| Continuar
-25 5 - -
4| ys= 175 3,5 0,1666667| Continuar
-100 4 -1| Continuar
5| yé= 625 3,5714286| 0,0714286| Continuar
-375 3,75 -0,25| Continuar
6| y7= 2250 3,6| 0,0285714| Continuar
-1375 3,6666667| -0,0833333| Continuar

Directo
—*%— Sin escalamiento (alfa 1)
- -® - Sin escalamiento (alfa 2)
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Método de la Potencia con escalamiento

Dada una matrid, se buscan laBirecciones Invariantessoluciones de
(A-Al)x=0
o bien:
AlX=A[X
El método de la Potencia con escalamien&s un algoritmo iterativo que propone un

Yo arbitrario y seescalapara obtener el versdp , con el que se inicia el proceso
iterativo, luego:

a) Obtener un nuevo vector com¥+ ~ AlX

b) Sélo se detiene si se cumple g¥ex  es paralelo &
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Método de |

a Potencia con escalamiento

-  Ejemplo:
Datos:
A Yo Xg Tolerancia
3 -1 1 1 0,01
-1 2 1 1
Meétodo de la Potencia (con escalamiento): yk+1 =A [Xk
k Visq Kperd o Error ilterar?
O] y4= 2| x4= 1 2 - -
1 0,5 1
1| y.= 2,5 %= 1 2.5 0,5 Continuar
0 0 0 -1| Continuar
2| y.= 3| X,= 1 3 0,5| Continuar
-1 -0,3333 - - -
3| yi&= 3,3333| x4~ 1| 3,3333333| 0,3333333| Continuar
-1,6667 -0,5 5 - -
41 ys= 3,5| %= 1 3,5 0,1e66667| Continuar
-2 -0,5714 4 -1| Continuar
5| yé= 3,5714| x6= 1| 3,5714286| 0,0714286| Continuar
-2,1429 -0,6 3,75 -0,25| Continuar
6| y7= 3,6| x7= 1 3,6/ 0,0285714| Continuar
-2,2 -0,6111| 3,6666667| -0,0833333| Continuar
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Ejemplo: Método de la Potenciesin escalamie

12

10

nto vs. escalamier

Directo

—%— Sin
escalamien
to (alfa 1)

- - - Sin
escalamien
to (alfa 2)

A Yo Xg Tolerancia
3 1 05 0,01
-1 % 2
Método de la Potencia (sin escalamiento):
k Yis1 o Error ilterar?
0 y= 2 4 - -
1 0,5
1| y= 5 2.5 -1,5| Continuar
0 0 -0,5| Continuar
2| y,= 15 3 0,5| Continuar
_5 - - -
3| ys= 50 3,33333233| 0,3333333| Continuar
-25 5 - -
4| ys= 175 3,5| 0,1666667| Continuar
-100 4 -1| Continuar
5| yé= 625 3,5714286( 0,0714286| Continuar
-375 3,75 -0,25| Continuar
6| y7= 2250 3,6| 0,0285714| Continuar
-1375 | 3,6666667| -0,0833333| Continuar
Método de la Potencia (con escalamiento):
k Yis1 ) oL Error ilterar?
0| y= -0,5( x4= 1 -1 - -
3,5 -7 1,75
1| yo= 10[ %= 1 10 11| Continuar
-15 -1,5( 2,1428571| 0,3928571| Continuar
2| y,= 4,5 x,= 1 4.5 -5,5| Continuar
-4 -0,8889 - - -
3| y.= 3,8889| x,= 1| 3,8888889( -0,6111111| Continuar
-2,7778 -0,7143 3,125 - -
4] ys= 3,7143| x= 1| 3,7142857| -0,1746032| Continuar
-2,4286 -0,6538 3,4 0,275| Continuar
5| y6= 3,6538| x6= 1| 3,6538462( -0,0604396| Continuar
-2,3077 -0,6216| 2,5294118| 0,1294118| Continuar
6| y7= 3,6316| x7= 1| 3,6315789( -0,0222672| Continuar
-2,2632 -0,6232| 3,5833333( 0,0539216| Continuar
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Directo

—¥— Con
escalamiento
(alfa 1)
- - - Con
escalamiento
(alfa 2)




Método de la Potencia Inversa

La matriz ADOO™" es diagonizable y sus valores propib§l0 y v, 0O" verifican

Av, = A v,

Si la ecuacion anterior se multiplica por la mainzersa de A:
v, =4 A v

o bien

: 1 . i : :
es decir quey, = n es autovalor dominante de ™ Asociado al misme, .
i ~
El Método de la Potencia aplicado sobre la matniziisa A' converge al autovalor
dominante de A ; esto es el mayoy, tomado en valor absoluto. Pero seguin la relacion

entre losz,y los A, , el mayorly, | esta asociado con el mendy| de A.
El autovalor dominante de“Aes tal que:
AR VAR /A ERE /N

y se cumple la siguiente relaci

_ 1 14
m A




Método de la Potencia Inversa

-  Ejemplo: Método de la Potencia Inversa con escalamiento

-1

A Tolerancia
04 0,2 0,01
02 0,6
6 T T
Método de la Potencia Inversa (con escalamiento): ——— Directo
k Ve Yo o Error i lterar? >
—e— Con
0| = 06| X= 1 0,6 - - escalamiento
0,8 1,33333333 0,8 (1/alfa 1)
1| y,= 0,666666067| X;= 1| 0,66666667| 0,06666667| Continuar --& - Con )
1 1,5 0,75 _0,05| Continuar ff;:,';rg'f nto
2| ya= 0,7 X3= 1 0,7| 0,03333333| Continuar -
1,1 1,57142857| 0,73333333| -0,01666667| Continuar i ‘ - i
3| Y4= 0,71428571| X4= 1| 0,71428571| 0,01428571| Continuar xﬁ__\_'_ -+
1,14285714 1,6 0,72727273| -0,00606061 Detener . . | . ‘
4| y,= 0,72| Xs= 1 0,72| 0,00571429| Detener
1,16 1,61111111 0,725| -0,00227273 Detener | .
1 2 3 4 6 74
hmin= 1,38888889
1,37931034
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Método de la Potencia Inversa

Puede ser preferible en algunos casos realizafagt@izacion de la matriz A =LU, al
principio y por unica vez. Luego, eada pasodel proceso iterativo del metodo de

Potencias inversas se resuelve el sistema de eoesaci Ay,,, = X, :

A =LU
X, son conocidos

Y.., €S el vector de incégnitas
(Lz= X,

Uy, =2
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Ejemplos de aplicacion

-  Ejemplo:
E.D.O. con condiciones de borde
10du+2ru = 0 u(x=0) = 0 X u(x)
dx® u(x=1) = 0 0 |up=0
025 |u
05 U
075 |us
1 ug=0
320 -160 0 rs 0 0 Ly 0
-160 320 -160 - 0 ry 0 U = 0
0 -160 320 0 0 rs Us 0
" Ejemplo:

Problema de autovalores generalizado



Iteracion mediante cociente de Rayleigh

El escalar “Cociente de Rayleigh” de un veatarR se define como:
p=KXTAX)/ (X" x)

Considerando ur de Ag R™" [a mejor estimacion de se puede
considerar un problema de minimos cuadrados nadt gor:

AX=AX

y de sus ecuaciones normales:
XTXA=XTAX

se obtiene:

A=XTAX)/ (X" X)

El cociente de Rayleigh se puede emplear para acdder
convergencia de los meétodos iterativos de autoealor
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Deflacion: Convergencia a modos intermedios

Al analizar el proceso de convergencia del Métoedag Potencias resulta claro obse
que si los vectores, no tienen componente en el autovecteres decira, = 0), le

convergencia sera al segundo autovegior

Esto se logra mediante una “deflacion”.
Dado un vector cualquierg, , se lo puede escribir como:

ya que losv, son una base dé" por ser ADO™" diagonizable.

Para obtenes, se puede proyectas, en la direccion de, :
<V1T' Xk> - ai<V1T V1> + a2<V1T' V2> t...Fay <V1T VN>

19




Deflacion: Convergencia a modos intermedios

Si se acepta que A es una matriz simétricaalse gue sus autovectores constituyer
base del" ortogonal:

<v;. \{1> _

2

Vi

asi para A simétrica

a :<V1T‘Xk>—2
- -

2

Al reemplazar en la combinacion lineal resulta:

1
— T

Vi

20




_Deflacion: Convergencia a modos intermedios

0 bien:

T 1
X~V X ———
L

| —v -vir 12
- "
~112

Xk =ag Vva+..+aN VN

~

Al mutiplicar la igualdad anterior por A serie:

En cada iteracion se elimina la componente,snse trabaja con la matriz B

B = A

Vi

2

A -Avg

T
Vi

2
Vi

2 |

A -Avq

T
Vi

2
Vi

A
—— Xk =a2 A vo+..+taN A VN ==Azapvo+..+ANaN VN :Az[az v2+...+[%]a|\| VNJ

2 ]
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Deflacion: Convergencia a modos intermedios

Asi elproceso iterativo para modos intermedss

yk£DN

1
Xk = Yk 7

T vk

Yk+1 = B1 Xk

Bl = A—Alvlvf%:A | —V]_V:l-!-i

~

i

_~

(ak+1)i :[Yk+1] L
“ ]

y cuando “k” sea suficientemente grande conver (Crk+1)i — /]2 para cualquier componente Y, se
22 -
alineara corv, .




Métodos iterativos: Autovalores vs. S.E.L.

Se buscax ¢ R" tal que:

Autovalores Sistema de Ecuaciones Lineales
f =AIX-A[x=0 f=AlXx-b=0
Inicializacion Se propone una solucién inicial Xo
. Xk+l = A [ﬁ (k+1) (k)
Recurrencia Eﬁl ) X =T[X "' +cC
LI /szﬂ B N -

Control de Detencion ‘f (XS &€ Kews — xk‘ <&, . k< kmax
Actualizacion Retiene la ultima solucion aproximada
La matrizA debe ser Mayor de los Valores Absolutos de
Diagonalizable. debe ser menoral
C(C:)IIQ\II\-EEIEI(SESN%IIEA Sus autovectores deben ser p(T)<1
linealmente independientes  Matriz A estrictamente diagonal
dominante

23



Resumen

- Se hadiscutido la importancia del problema dealtoes
y autovectores en aplicaciones practicas de inganier

- Se ha destacado la importancia del uso de los &tod
iterativos

- Se han realizada ejercicios en donde se ha implaahesy
aplicado tanto al problema de autovalores y autovest
estandar como generalizado:

-  El método de la Potencia (sin escalamiento)
- El método de la Potencia (con escalamiento)

- El método de la Potencia Inversa (con escalamiento)
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Resumen

- El método de la Potencia converge al autovalor mayo

- El método de la Potencia Inversa converge al aldova
menor.

» Es conveniente el empleo del escalamiento pararevit

valores de ymuy grandes (para para |$1) o muy
chicos (paral||<1) ya que son proporcionaleaa

25




