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y=f(x) R—R; (n+1) puntos (xj;yi = f(x;)) con i=0---n

=] F = E E 9ace
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Conjunto de funciones base: conjunto de funciones linealmente
independientes.

Pm(x):Z ak ¢k (x) con k=0,1,2---m

?  Base elegida

Definicién
El residuo se puede definir como:

ri = f (%) — Pm (x;) con k=0,1,2---m i=0,1,2---n

Yi— > ki (%)

ri

] = = =
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r Yo do0(x0) ¢1(x0) ¢2(x0) ... om(x0) ap
rn % do(x1) d1(a) ¢2(xa) ... dm(xa)| | a
n\ =y \_|d(x) ¢1(x) ¢202) ... ém(x) ap

r.n y.n o ('Xn) ¢1 ('Xn) ¢2 ('Xn) .- Om .(Xn) a.m

o 5 = = £ DA
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Interpolacién Aproximacién

Forma fuerte: r; = 0 para

Forma débil: r; “nulos en
todo x;

promedio

Polinomio de interpolacién, de colocacién o polinomio interpolante: es e
obtenido al asegurar que los residuos en los puntos datos son nulos.
] = = =
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» Recordando: Hay uno y solo un polinomio de grado a lo sumo
n que se ajusta a n+ 1 puntos.

> Segln sea la eleccidn de las ¢, (x) se tienen distintos métodos:
Directo, Lagrange, Newton, etc.

> Las ¢x(x) que utilizan cada uno de estos métodos son
linealmente independientes entre si, con lo que se puede
generar un subespacio del espacio de todos los posible
polinomios.

» Todos estos métodos conducen a expresiones distintas de un
Gnico polinomio.

] = =
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» Producto escalar: entre dos funciones f y g definidas en el
intervalo [a, b] y a valores reales se define como:

b
(Fe) = / F(x) g(x) dx

» Funciones ortogonales: dos funciones f y g son ortogonales en
el intervalo [a, b] si (f, g) f f(x)g(x)dx =0

» Cuando se interpola se exige que la funcién r(x) ortognal (en
el dominio de interés) a las funciones delta de Dirac definidas
en cada x;:

b
(0,r) = / d(x — xi) (f(x) — Pp(x)) dx =0 Vx;

a

o = =
; ;
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Método directo

y=f(x) R—R; (n+1) puntos (x;;y; = f(x;)) con i=0---n

Base: ¢ = {1,x,x%,x3,--- ,x"}
Se propone:

Pn(X)IZakxk con k=0,1,2---n (1)
Considerando que el residuo es nulo, se determinan los ay:
0=y— ¢a

=] = = E E 9ace
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:
Método directo

0 Yo do(x0) ¢1(x0) ¢2(x0) ... ém(x0)\ [ a0
0 y1 do(x1) ¢1(x1) o2(x1) ... Om(x1) a1
o\ _

=l _ () ¢10e) ¢202) ... om(x) a2

o) L) \bo(x) 610x) 620x) oo 0mCx)) Lom

y considerando la base se obtiene un SEL:

1 xp xg xg ag Yo
1 xq x12 x{ a v
1 xo x3 x5 2y =Ly
1 2 n
Xn Xn Xn an =] -y @ = = = Q>
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Método directo

para que sea solucién tnica m = n y todos los x son distintos.
De la expresién anterior puede demostrarse que el polinomio
interpolante es el propuesto en la expresion (1).

e

(b) (c)

] = = =
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Método directo

- Ejemplo:
Dada la funcién discreta y=f(x) definida como:

:

o[~

encontrar el polinomio interpolante con polinomios elementales.
Evaluar en x=3,5 y x=9.

o = = E E 9ace
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Método de polinomios de Lagrange
:

y=f(x) R—R; (n+1) puntos (x;;yi = f(x;)) con i=0---n

Base: ¢ = {lo(x), h(x), b(x),-- -, In(x)}
Definicién:

Polinomios de Lagrange:

/i(X) — (X = X1)(X = X2)(X — X3) R (X _ Xn)

(Xi —x1)(xi —x2)(xi — x3) - -+ (Xi — Xn)

H (x =)
(XI - Xk
k;él

o = -
;

2a¢

Interpolacién y Aproximacién Polinomial

Métodos Numéricos, Doctorado en Ingenieria




R

Interpolacién vs Aproximacién de funciones discretas Interpolacién

Aproximacién
00 00000

Método de polinomios de Lagrange

Para los datos x; y xx se tiene que:

1 i =

1(x) = 6 =
i) =0k =14 Pk

[=] = = = o
|
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Método de polinomios de Lagrange
:

Para el residuo nulo, se determinan los a, a partir de:
0=y— ¢a
o en forma andloga:

/o(XQ) 0 0 N 0 dag Yo
0 h(x1) 0 ... 0 ai ¥
0 0 12 (Xz) ‘e 0 an =< W
0 0 0 ... I(xn)) lan Vo

o 5 = = £ DA
;
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: :
Método de polinomios de Lagrange
: :

con lo que no es necesario resolver un SEL, ya que:

0O ... 0 ao Yo

dal )41
1 ... 0 an =4 W

O O =

o = O
o
o

000 ... 1 an Yn
El polinomio interpolante sera:

Pn(x) = ZYk/k(X) con k=0,1,2---n

=] = = E E 9ace
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: :
Método de polinomios de Lagrange
: :

- Ejemplo:
Dada la funcién discreta y=f(x) definida como:

:

o[~

encontrar el polinomio interpolante con polinomios de Lagrange.
Evaluar en x=3,5 y x=9.

o = = E E 9ace
: :
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Método de polinomios de Newton

y=1f(x) R—R; (n+1) puntos (x;;y; =f(x;)) con i=0---n

Base: ¢ = {ng(x), n1(x), n2(x),- -, nnp(x)}

a
. Mewion 1
. T . Mmwion 2 (4
. Mmwion 2
-] . Memwion 4 |
-
1 ~
- < e sy
'
b I R [ ——
'
1 : .
'
1 1 S, Ly S . | B —
i
o R bl R ety
v
'
55 F3 is
=] F = = £ DA
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: :
Método de polinomios de Newton
: :

Definicién:

Polinomios de Newton:
no(x) =1
ni(x) = no(x)(x — xo)
m(x) = n(x)(x — x1)
n3(x) = n2(x)(x — x2)

ng(x) = 1 (x)(x —xk—1) Yk >1

=] = = E E 9ace
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Método de polinomios de Newton
:

Para el residuo nulo, se determinan los ax a partir de:

0=y—¢a

es decir:
no(x0) nmi(x0) m(x) ... np(x0) ao Yo
no(Xl) n (Xl) ng(Xl) . n,,(xl) al n
no(x2) nm(xe) m(x) ... np(x) a\l_ )y
no(xn) m(xn) m(xn) ... np(xn) an Yn
o en forma similar:
1 0 0 0 ED) Yo
1 1(xa —x) 0 0 a1 n
1 1 —x) 10— x)(x2 —x1) 0 2l _J»
i 1(xn — x0) 1(xp — XO)(Xn — x1) . (xn — x0)(xn — Xl)(xn.:T x2) -5 (Xn —Xn—1)/= aln = X o
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Método de polinomios de Newton
: :
por lo que:
(
a =¥
4 el 1]
a1 X1—Xo
) Y2=Y1_Y1=%0
— X2TX1 X1—Xp
4 = X2 —X0
L ap =---:

El polinomio interpolante sera:

Pn(x) = Z ayng(x) con k=0,1,2---n

o 5 = = £ DA
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: :
Método de polinomios de Newton
: :

- Ejemplo:
Dada la funcién discreta y=f(x) definida como:

:

o[~

encontrar el polinomio interpolante con polinomios de Newton.
Evaluar en x=3,5 y x=9.

o = = E E 9ace
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Interpolacién y Aproximacién Polinomial Métodos Numéricos, Doctorado en Ingenieria
e




Interpolacién vs Aproximacién de funciones discretas Interpolacién

Aproximacién
00000

Método de polinomios de Chebyshev
:

Definicion

El polinomio de Chebyshev de grado n se puede definir como:

Th(x) = cos (ncos™(x))

Los Polinomios de Chebyshev son ortonormales en:
| Ta(x) <1 —1<x<1
Ademds, T,(x) posee n ceros en los puntos:

2k — 1
xk:cos(—w)k:1,2,~--n
2n

] = = =
;

2a¢
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[e]e}
[e]e}
[ ]
2o
| Método de polinomios de Chebyshev |
Por lo tanto:
To(x) = cos (0 cos™}(x)) =1 (2)
T1(x) = cos (Lcos }(x)) = x (3)

To(x) = cos (2 cos }(x)) = cos }(20) = 2 cos®) = 2x* — 1 (4)
Relacién de recurrencia:
Tht1(x) = 2xTh(x) — Th-1(x)

CIRY= = =» = 9ac
:
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Método de polinomios de Chebyshev

Se utilizan para obtener:
T3(x) = 4x° — 3x
Ta(x) = 8x* —8x* +1

T,
) T,

Tabla 4.11  Polinomios de L) Tix)
Chebyshev desde Tp(z) hasta T7(z).
To(z) =1
Ti(z)=z
Ta(z) = 22° — 1 -1 I
Ts(z) = 4z° — 3z
Ty(z) = 8z* —8z% +1
Ts(z) = 162° — 202> + 5z
Ts(z) = 322° — 48z* + 1822 — 1 Fn
Ty(z) = 6427 — 1122° + 562° — Tz o

@) G
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Método de polinomios de Chebyshev
:

» Se puede demostrar que la eleccién de los ceros es la dptima
para minimizar el error de interpolacién de Lagrange (el cual
aumenta en los extremos).

» La mejor eleccién de los nodos de interpolacién para el
problema de interpolacién en [—1,1] es la de nodos de
Chebyshev. La férmula éptima que se obtiene es:

() = Pa(x) | < 55 max | FTV(E) | Ee[-1,1]

1
(n+1)!
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Método de polinomios de Chebyshev
:

Por otro parte, si incluimos un factor de peso (ponderacién):

1
V31— x2

Entonces, se puede demostrar que el producto interno es:

w(x) =

=[Tal? m=
=[Tol> m=n=

m+#n

|

=]
N
o

1

(Tim(x), Ta(x)) = / w(x) Trn(x) Ta(x) dx =

(= R NE]

Pa(x) = ao To(x) + a1 T1(x) + a2 Ta(x) + - - - + ap Tm(x)

=Y aTu(x)

Interpolacién y Aproximacién Polinomial

CIRY= = =» = 9ac
:
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Método de polinomios de Chebyshev
:

la férmula del producto interno:

1
a,,HT,,H2:/ w(x) Trm(x) Th(x) dx

se puede utilizar para obtener los coeficientes: a

o 5 = = £ DA
;
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: :
Método de polinomios de Legendre
: :

» El caso de los Puntos de Legendre es similar al caso de los
Puntos de Chebysehv.

» Legendre mas empleado para integracién numérica (cuando
interpolacién se utiliza para derivar una férmula de
integracion).

» Los puntos determinados por el Polinomio de Legendre son
Optimos porque se minimiza el error de la férmula de
integracién numérica.

Interpolacién y Aproximacién Polinomial Métodos Numéricos, Doctorado en Ingenieria
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: :
Método de polinomios de Legendre
: :

Los polinomios de Legendre pueden ser expresados como:

Po(x) =1 (5)
Pi(x) = x (6)
Py(x) = %(3x2 ~1) (7)
Pa(x) = 5(5x — 3x) (8)
Py(x) = %(35x4 —30x2 +3) 9)
(10)

P — Jl (2 = DxPa(x) = (= DP2()] (1)
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Método de polinomios de Legendre
:

» Se deben calcular los respectivos coeficientes.

» Se deben calcular las raices del Polinomio de Legendre.

o 5 = = £ DA
;
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[e]e]
[e]e]
o
o
| Funcidn error de interpolacién
Dados (n+ 1) puntos (x;; yi = f(x;)):
Definicién
Se define funcién error de interpolacién E(x):
E (x) = f(x) = Pa(x) = f(x) = > axdu(x)
ftx)
Palx)
Ermor(x) = Py(x)-f(x)
=] F = = £ DA

Interpolacién y Aproximacién Polinomial

Métodos Numéricos, Doctorado en Ingenieria

00




e
Interpolacién vs Aproximacién de funciones discretas Interpolacién Aproximacién
00 00000

: :
Funcidn error de interpolacién
: :

donde:

ak: coeficientes que hacen r = 0;

¢k (x): Bases conocidas (Lagrange, Newton, etc.):
Ademas:

E(x)

tiene (n+ 1) ceros en los x; con lo que se puede expresar como un
polinomio de al menos grado (n+ 1):

E(x) = C(x — x0)(x — x1)(x — x2) - - (x — xn)
La C se determinara de modo que la funcién auxiliar:

W(x) = f(x) = Pa(x) — E(x)

o = = E A
: :
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: :
Funcidn error de interpolacién
: :

sea:
W(x)=0 Vxx k=0,1---n

o en forma andloga C se determinard de modo que se cumpla:
f(x) = Pn(x) + E(x) Vxx k=0,1---n

En resumen si: W(x) = 0 en cada xi dato (k =0,1---n) es decir
tiene (n+ 1) ceros. Para otro x; # xx se adopta C para que

=] = = E E 9ace
: :
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Funcidn error de interpolacién
:

W (x;) =0, por lo que:
W (x) tiene (n + 2) ceros para cada x;
dW
I tiene (n + 2 — 1) ceros para cada x;
d2

dx?

3w .

v tiene (n + 2 — 3) ceros para cada x;

tiene (n + 2 — 2) ceros para cada x;

n
dx"
dn+1
g1 tiene (n +2 — n — 1) tiene un cero para cada x;
Ix

tiene (n + 2 — n) ceros para cada x;

o 5 = = £ DA
;
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: :
Funcidn error de interpolacién

siendo esta ultima derivada:
d"tiw B dntif B d"tip, _ d"t1E
dxn+1 - dxnt1 dxn+1 dxnt1

dnif
= i 0= C(n+1)!

obteniéndose C. Asi para cada x; # xi existe un C a partir del cual
el error de interpolacién se puede expresar como:

n+1
() = et e X 00k — ) ) )

donde ¢ €(xp, xp). De la expresidn anterior:

» Error de interpolacién en las abcisas datos es cero.
» Interpolacién exacta si f(x) es un polinomio de hasta grado n.
o <P = = =
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Recordar que:

y=1f(x) R—R; (n+1) puntos (xj;yi = f(x;)) con i=0---n

Z ak Ok x) con k=0,1,2---m

? Base elegida

ri=1f(x;) — Pm(x) con k=0,1,2---m i=0,1,2---n
n=yi— Y ad (x)

Recordar — Forma débil: r; “nulos en promedio *

o 5 £ DA

:
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o Yo do(x0) o1(x0) ¢2(x0) ... oOm(x0)\ [ a0
n " do(x1) ¢1(x1) d2(x1) ... Om(x) a
R =Ly{_|dle) ¢10e) ¢02) ... omixe)]|{ a

r.n y.n o (-Xn) o1 (-Xn) ®2 (-Xn) .- Om .(Xn) a.m

r=y—¢a
o 5 = = £ DA
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Método de minimos cuadradros

Los aj son tales que minimizan la suma de los Cuadrados de los

residuos:
min[¥[}3 = min (3" (ri(2¢))?)

Para que la suma de los Cuadrados de los residuos tome un valor
extremo la condicién es:

> 2ni(3) - 6i() =T - ¢

i=0,n

=0 j=0,1,2---m
resultando finalmente en las ecuaciones normales:

dTpa=¢"y
O @ Eh (= Dac
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:
Método de minimos cuadradros

El polinomio obtenido sera:

Pm(x) = Z akdr(x) con k=0,1,2---m

=] F = E E 9ace
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Método de minimos cuadradros

- Ejemplo:
Aproximacién de Minimos Cuadrados con bases polinémicas.
Dada la funcién discreta y=f(x) definida como:

[o] [ =] =
NSEEE

T W

aproximar linealmente mediante minimos cuadrados.

o = = E E 9ace
: :
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00
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:
Método de minimos cuadradros
:
Nota: Conduce a la forma:
N Yxi\ faol _ [ D
2 =
X 2x) | 2 XiYi
37
x
o = = E E 9ace
:
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Método de minimos cuadradros

- Ejemplo:
Aproximacion de Minimos Cuadrados con bases polinémicas.
Dada la funcién discreta y=f(x) definida como:

=] F = = £ DA
; ;
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00

:
Método de minimos cuadradros

aproximar por regresién polinémica de segundo grado.

=] F = E E 9ace
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Método de minimos cuadradros

Nota: Conduce a la forma:

N XX 3\ (a0 >y
Yoxi YoxP Y x| qap =19 D xvi
Yo X Xt a > xtyi

] = = =

2a¢
:
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Interpolacién

Aproximacién
00000

Método de minimos cuadradros

- Ejemplo:
Aproximacién de Minimos Cuadrados con bases trigonométricas.
Dada la funcién discreta y=f(x) definida como:

X | y
-3 | -0.1385
-1.5 | -2.1587
0 0.833
1.5 | 22774
3 -0.511

aproximar mediante minimos cuadrados considerando como
funciones bases cos(x) y sin(x), tal que :
f(x) = agcos(x) + aisin(x).

] = = =

2a¢
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Método de minimos cuadradros

- Ejemplo:
Aproximacién de Minimos Cuadrados con bases exponenciales.
Dada la funcién discreta y=f(x) definida como:

x|y

1 51
1.25 | 5.79
15 | 6.53
1.75 | 7.45

2 | 8.46

encontrar los coeficientes ag y a; de la aproximacién y = a;e?*
usando minimos cuadrados.

o = = E E 9ace
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Método de minimos cuadradros

=g ot
PSR YEhpex

(a) (b) (e)

Linearization
Linearization
Linearization

Iny

Slope=t; Slope = bu/a

Intercept = log 1/a,

Intercept = In a,

¥ log x e

Intercept = log a,

(d) (e) o

[=] = = = o
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