Algunos comentarios sobre interpolacion:

* Interpolacion mediante polinomios elegida porque son sencillos de:
o Evaluar
o Diferenciar
0 Integrar
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* Polinomios de alto orden: No es la mejor idea!
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» Alternativa a los métodos anteriores
0 Meétodo de polinomios de Hermite
o Método de interpolacion con splines cubicos



Método de polinomios de Hermite

Se recurre a interpolar:
o Vvalores de la funcién y=f(x),

0 de su derivada primera y'=f'(§) - son datos

Conjuntos de condiciones:
P(x)=yi coni=0,n,
P'(x)=Yi coni=0,n,

representan 2n+2 condiciones - Estas permiten determinar 2n+2 coeficientes para polinomio resultante de grado 2n+1.



* Los polinomios de Hermite resultan de:
o interpolar el valor de la funcién y su derivada primera entre dos puntos:
se conoce en dos puntos de abscisas x; y Xi+1 los valores de la funcién y; e yi.1, Y los valores de sus derivadas
primeras y'i € Y'i+1:
(i, Yi); (Xi+1, Yie1)
i, Y'); (Xie1, Y'ie1)

o Se tienen cuatro condiciones a cumplir, de modo que es posible plantear un polinomio de orden cubico,

P(X) =ag+xa+ x> a+x° ag
P'(x)= a+2xa+3x ag

Al imponer las cuatro condiciones conocidas en los puntos, resulta el
siguiente sistema de ecuaciones lineales = solucion da los coeficientes
de la combinacion lineal




Es posible deducir estos polinomios en un domino “estandar o unitario ” planteado el siguiente cambio de variables, o

mapeo del eje x en el gje &

X=% _&+1
X =X 2
0 bien
Xivg = X
XE=x + L@+ => E(0 = ——(x=x) -1

i+1
Asi el polinomio se puede expresar:
a,
P =h ¢ & ¢&] 212
8,
De imponer (-1, vi); (-1, v49); (1, vi+1); (1, V'i<1); Se obtiene:

0 matricialmente

1 -1 1 -1f|q, Y,
0 1 -2 3 .'
Wl_]Y 0 matricialmente
11 1 1la, Yiu
0 1 2 3]la) [V
Su solucién es a=Cy, siendo:
2 1 2 -1
cls -3 -1 3 -1
40 -1 0 1
1 1 -1 1

Asi resulta P(E):H*C‘ly, o0 bien P(&=N*y, con N= H*C1

P($)=Ha
V2 Yi
Ca=y cony= Yal )Y
y3 yi+l
y4 yi+l



2 1 2 -1

_ 2 3]1 -3 -1 3 -1 _
N—[l ¢ ¢ < ]Z 0O -1 0 1 _[Nl N, N N4]
1 1 -1 1
Ni(§)= (1/4)(2 - 3¢+ &) = (L4)(2+ §(1-&F
Ny&)= (Ua)1-E-&+ &) = (U4)(1+ &(1-&F
Ns(§)= (1/4)(2 + 3¢ - &) = (L/4)(2- §(1+éF

Ni)= (1/4)(-1-1E+E + &) = (UA)( E-D(1+EF

Con las relaciones de x(&), &(x), Ni(¢é) (i=1, 4), es posible’calcular cualquier Valorintermedid,  tambien obtener cualdtiet

. Para ello se debe considerar que:

P _dP de_ 2 dP_( 2 Jide(q‘)
Xi+1_xi k=1 df

dx  dé ox Xivg = X d_f_
En forma matricial se puede expresar:

Y

Y1
dP (2 YdN(§ dN, (&) dNy(&) dNAE)} Y,
dx (x,-x )| d&  d&¢  df  dE ||y
Ya

=(2/(%i+2-%)*B*y



Interpolacién con Splines Cubicos
Dados n+1 puntos o nodos to, ti, ... , t,, de componentes (x;, Vi) i=0, 1, ..., n, se busca una funcion spline S(x) de grado k que
satisface los siguientes requisitos :

* S es un polinomio de grado menor oigual  que k en cada subintervalo [Xi, Xi«1].

* Stiene derivada continua de orden k-1  en todo el intervalo [Xo, Xn]-

* S es un polinomio continuo en [Xo, X,] de grado menor o igual a k, con derivadas continuas de orden k-1, pero definido por
tramos.

Los splines mas usados son los cubicos  que tienen las siguientes caracteristicas:

» En cada subintervalo [x i, Xi+1] el polinomio Sj(x) es cubico p or consiguiente tiene 4 coeficientes a determinar.
» Existe continuidad de la funcion S(x),

* su derivada primera S’(x),

* ysuderivada segunda S”(x), en todos los puntos del intervalo [Xo, Xy].

Se debe determinar 4 coeficientes de cada polinomio cubico, es decir, 4n coeficientes . Se tiene como condiciones:

* en cada intervalo [x;; Xi+1] el polinomio debe tomar el valor dato, esto es:
S X)) =y,
S X)) =Yin

» continuidad de S’ en todos los t;, es decir S’j.1(x;)) = S’i(xi) en todos los puntos, salvo los extremos to, t,. Es decir son n -1
condiciones.

« Continuidad de S” entodos los t; S”i.1 (X)) = S"(x)) son n -1 condiciones.

Se tienen entonces 2n + n -1 + n -1 = 4n - 2 condiciones y 4n coeficientes a determinar. La eleccion de las dos condiciones

} en n subintervalos, o sea son 2n condiciones

adicionales se usa segun convenga.



» Para determinar los coeficientes de los polinomios en cada intervalo, se deben relacionar las condiciones de

continuidad a cumplir con los datos que se tienen, que son las coordenadas (x;, y;) de los n puntos.

» Por cada par de valores (puntos) (x, i) (Xi+1, Yi+1) Se debe encontrar los coeficientes del polinomio cubico cumpliendo con los

requisitos de continuidad.

Los valores de curvatura z ; no se conocen y deben determinarse a partir de los requisitos de continuidad y de los puntos (x;,

y)). Para ello se considera que si la funcién de interpolacién  que se busca es de grado 3, su curvatura (derivada segunda)

tiene una variacion lineal en x y se la puede escribir como

S 00 =1 (X =)+ 2 (x =)

gue es una interpolacion de la curvatura usando polinomios de Newton de orden 1.

Si se integra S”i(x) respecto de x, resulta

S0 =~ (X =307+ S (x=x)* +C
h; i

e integrando una vez mas, S (X) ZGZ_ril(X”l -x)? +%(x—xi)3 +Cx+D



Las constantes de integracion C y D se obtienen al imponer (colocar) que el polinomio Sj(x) pase por los puntos datos. Es
decir,

h.?
S(x;)=y, =z —('3+Cxi +D
Si (Xi+1) = yi+l =Zi+1_l6+CXi+l +D

que es un sistema linealen Cy D

h 2 _Yi —5 h,

1 ) D Yi 7Z; — _F i E
L xXl HC}: 6h , :hi{Z} siendo yl h -
i Yiu _Zi+1_l6 b= I’rl _Zi+l€I

Para resolver el sistema de 2 se puede hacer

1 x, | ha 1 X, 1 ha de donde
| — |
1 X hib 0 X=X | hib_hia ’

D=ha-Cx; = hia—(b—a)xi.
Asi el término lineal Cx+D de Sj(x) resulta,
Cx+D = (b-a) x + ha-x(b-a)
=bx-ax+ha-xib+xa
=a (-x + h+x) + b (x-x)

=a(1—X) + b (x—x)



y de esta manera S;j(x) resulta

: . . h. ) . h.
S00= o (60 =07 + 2 (x=x,)° +(%—Z'—6'j(xm—x)+(%—z'+—é'j(x—xi)

Z. Z., Y. Z., h. Y, Z h.
S' ' (X)=——"(x. . —-X)P+ (= V24| TS A T
y i ( ) 2hI ( i+1 ) 2hI ( |) ( h 6 j (h 6 ]

Para asegurar continuidad en S’(x) se debe imponer S’; (xi) = S’i _1 (X)).

De evaluar S’i (X) en x = x; se obtiene

S (Xi):—Zim+h—zmﬁ—L+zim
2 h h, 6
h. h. : y.
S' (x.)=-z — -7z 42 _Ji
|( |) i 3 i+1 6 h. h

Si se considera la expresion de S’ (x), se puede deducir que

S g 0 gt o n R e B
i-1 i-1 i-1 i-1

S\, x) =z hi—l + Yi - hi—1 _Yia rz., hi—l
2 hy 6 h_ 6

S'i—l (X) =Zi hi_l +Zi—l hi_l + yi — yi—l
3 6 h. hy

De igualar S'i (x;) = S’j_1 (Xi) Se obtiene




6
zi,hi,+z,2(hi; +h))+z,,h, :h_ Vi —Yi) _h_(Yi ~Yi4)
i i-1
siendo las incAgnitas de esta ecuacion los valores de las curvaturas z.1, zi, Zj+1.
Esta condicién de continuidad de S’(x) se puede plantear para i = 1 hasta i = n —1 dando un sistema de (n — 1) ecuaciones con

(n+1) incognitas:

siendo

Para resolver el sistema de (n-1) ecuaciones con (n  +1) incégnitas, se eligen dos de las incégnitas . La eleccion mas
conveniente es la que origina los SPLINES CUBICOS NATURALES yes zy=2z,=0, Yy el sistema tridiagonal resulta de (n-1){(h-
1). Asi, dados n +1 puntos (x;, y;) la solucion del sistema de ecuaciones da los valores de curvaturas de los splines cubicos

naturales definidos por tramos mediante la expresion Si(x), que aseguran continuidad hasta segundo orden.



