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Ecuaciones
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Ecuaciones
Diferenciales con

Valores Iniciales Forma generlca

Claudio Careglio dult
‘(’ft) = f(t,u(t)) feR

Clasificacién U(to) = UO
de métodos

EDO - Primer Solucién discreta se aproxima a la
orden e
p solucién exacta:
Solucién en base
a Serie de Taylor
Métodos

basados en Uk = u(tk)
derivacién
numérica

Métod H .
e taen -Ejemplo:

integracion
numérica

du(t)
Sistemas de
EDO de dt

primer orden U(to) — UO

+ Au(t) =0 AeR

EDO de orden
superior
Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central



Ecuaciones
Diferenciales con
Valores Iniciales

-i Cémo obtener solucién?

® Solucién en base a Serie de Taylor:
Claudio Careglio

En tx se conoce uj y sus derivadas:

tk

du(t) At du’(t)
u(t Ak) = u(t At = =\
(tx + ) (t) + a . > e
EDO - Primer
orden
B e ® Métodos basados en derivacién numérica:
EA;%E‘;}” Se consideran aproximaciones:
asies du(e)| 1
b”’d dt |, = At (Unt1 — un) + O(At)
du(t) 1
u O(At
dt - At ( n+1 — n) + ( )
du(t) 1 )
— O(At
e gt |, = 2ag (e~ ) £ O(A)
primer orden
Método de

diferencia central
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Ecuaciones
Diferenciales con
Valores Iniciales

® Métodos basados en integracién numérica:

Se considera la integral definida:
Claudio Careglio

up b

/ du:/ F(t, u(t)) dt
Clasificacién Ua a
NP

de métodos

EDO - Primer = Up— Uy = E wif (te, u(te)) + O(At
orden =1

Solucién en base
a Serie de Taylor
Métodos
basados en
derivacién
numérica
Métodos
basados en
integracion
numérica

Sistemas de
EDO de
primer orden

EDO de orden
superior
Reduccién a

sistemas de
primer orden

Método de
diferencia central
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u(te + Ak) = u(te) + At

siendo en tx conocidas:

du(t)

dt

Uk
du(t)| _ _
d 5 = f(tk, U(tk)) = f(tk, uk) = fi
du?(t) _ Of(t,u(t) N af(t,u(t)) du(t)
dtz |, ot ou dt

-Solucién de primer orden:

tx

u(ty + At) = u(ty) + At F(tx, uk) + O(AL)

-Solucién de segundo orden:

u(ty+At) = u(ty)+At

du(t)
dt

+7

tk

At?
2

(

of (t, u(t))

of (t, u(t)) du(t)

ot

ou

dt

)

+0(At%)

tk
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-Método de Euler hacia adelante:
Considera que:

du(t)| B

gt . = At (tnt1 — un) + O(AL)
du(t)| _

dt th = F(tn un)

Luego:

Uni1 = Un + At F(tn, uy) + O(AL?) Explicito
tn+1 =t + At

. uft)
Con lo que el algoritmo seria: I e -
ki = At f(tn, un) Eﬂfﬁa
Upt+1 = Up + kl Uy "f’!
tn+1 =t + At ; tn ‘
v

tn tm+1



Ecuaciones H .
Diferenciales con Ejemplo

Valores Iniciales  |dentificar f(x, y) y calcular la solucién aproximada en [0, 1] para la E.D.:
Claudio Careglio
dy(x
y(x) =2y(x)—2x—-1
dx
con:
y(x0) = yo
siendo xp = 0 mientras que yp = 2. Usar un paso h = 0, 25.
Solucién en base Calcular el error absoluto de la solucién aproximada respecto a la solucién
a Serie de Taylor 2
Métodos exacta yexac,(x) =e 4+ x+1.
basados en
derivlagién
pamertea Solucién:
Métodos
o ki = Ax f(xa, yn)
numérica
Ynt1 = y¥n + ki

Xn+1 = Xp + Ax

Xn ‘ Yn ‘ fa ‘ ki ‘ Eaps. = ‘yexac.(x)f)/aprox.(x)‘

0 2

Reduccién a
sistemas de 025
primer orden '
Método de 05
diferencia central !

0,75

1,0
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e -Nota: influencia de h en la respuesta del problema.
Diferenciales con .
Valores Iniciales Ejemp/O.'

Claudio Careglic  Identificar f(x, y) y calcular la solucién aproximada en [0;0,6] para la E.D.:

dy(x)
dx

+Ay(x)=0

con:

y(x0) = yo
el e siendo xo = 0 mientras que yo = 10. Calcular para A =1y los pasos
veois | h=0,1;h=0,3y h=0,6.

basad - . . . .z

e vl Graficar las soluciones aproximadas junto con la solucién exacta
numérica _ ,A(X,XO)

Métodos Yexac. (X) =YY€ .

basados en

integracién

numérica Solucién:

Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central
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Ecuaciones
Diferenciales con
Valores Iniciales

Claudio Careglio

Clasificacién 8
de métodos

—+—h=0,1

EDO - Primer > B
orden

—=—h=0,3

h=0,6
Solucién en base —<— Solucién Exacta
a Serie de Taylor 4
Métodos
basados en
derivacién
numérica 2
Métodos
basados en
integracién
numérica 0

Sistemas de 0 0,2 0,4 0,6 08
EDO de

primer orden X

EDO de orden
superior
Reduccién a

sistemas de
primer orden

Método de
diferencia central

37-11
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-Nota: problemas de estabilidad (Euler hacia adelante es condicionalmente
estable).
du(t)

dt
Ll(to) = Up

+ Au(t) =0 AeR

Comportamiento de la solucién aproximada:

204

Ejemplo.
Identificar f(x,y) y calcular la solucién aproximada en [0; 0, 6] para la E.D.:
dy(x)
2+ A =0
o TAYK)
con:
y(x0) = yo

siendo xo = 0 mientras que yp = 10. Calcular para A= 1y paso h =0, 1.
Analizar el comportamiento de las soluciones aproximadas para h > 2/Ay
h<2/A.

Graficar las soluciones aproximadas junto con la solucién exacta

Yexac. (X) = Yo eiA(Xix())-

Solucién:
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Ecuaciones -Método de Euler hacia atras:

Diferenciales con R
Valores Iniciales Considera que:

1
= 1 (et — un) + O(A1)

Claudio Careglio du(t)
dt

du(t)
dt

tht1

= f(tn+17 Un+1)
tht1

Solucién en base Luego:

a Serie de Taylor

Métodos > )
Era Uny1 = Up + At f(tny1, Unp1) + O(AL) Implicito
numerica

Métodos the1 = th + At

basados en

integracién
numérica

Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central
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Valores Iniciales

Claudio Careglio

Solucién en base
a Serie de Taylor
Métodos
basados en
derivacién
numérica
Métodos
basados en
integracién
numérica

Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central
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-Método del punto medio:
Considera que:

1
T 2At

(Un+1 - Unfl) + O(Atz)

= f(tn, Un)

Luego:

Unt1 = Un—1 + 20t f(tn, un) + O(At3) Multipaso
tn+1 =ty + At

uft)

Uy-g




Ecuaciones Ejemplo.-
Diferenciales con

Valores Iniciales Identificar f(x, y) y calcular la solucién aproximada en [0, 1] para la E.D.:
Claudio Careglio
d}/(X) 2
— = =x"=y(x)
dx
con y(xo =0) =0,5y paso h=0,25.
Solucién:

Solucién en base Ynt1 = Ya—1 + 20X f(Xnv yn)

a Serie de Taylor

Métod =

baesa?io‘;sen Xn+1 Xn + AX

derivacién

numérica

Métod

bfs;i(ozsm Xm Ym f Eaps. = |yexac,(x) - yaprox.(x)l
integracion 2

Ericy 0 0,5 fo=x—yo

0,25 | jcémo continda?
0,5
Reduccién a

sistemas de
primer orden

Método de
diferencia central
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a Serie de Taylor
Métodos
basados en
derivacién
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Métodos
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integracién
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-Métodos de Runge-Kutta de segundo orden:
Dado (tm, ym) se busca calcular

la nueva
Ym+1
tmt1
siendo:
O(tm, ym, At)

te
YG

Expandiendo

At O(tm, ym, At) =At ((31 + a2)f (tm, ym) + a2(b1 At)

solucién (tm+1, Ym+1):

Ym + At O(tm, ym, At)
tm + At

ai f(tm,ym) + a-
tm + b1 At
Ym + by At fry

en S. de Taylor:

of
=F(tm, ym) + (b1 At) =

of
+4 32(b2 At fm) 87}/

y(x)

tm

+ O(Atz))

I3
of 2
+ (b2 At fm) =——| + O(At")
tm ay tm
ol
ot|,
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y sustituyendo la expresidn anterior en yn,11 se obtiene:

of
Ym+1 ZYm+At(31+32)f(tm7ym)+32(b1 At2) E +

tm

+ 0(At)

tm

of
A f) —
+a2(b2 t )ay

Comparando con "solucién por S. de Taylor”, expresada como:

)| B2 (IS, OrEA) o))

AL = y(t)+At ——2
y(te+At) = y(te)+ L2 ot By p

+0(At?)

3

dt
Para que los términos coincidan se debe cumplir que:

a1+ a2

ab =

arby, =

NI~ NI~ =



Ecuaciones con lo que se tienen 3 ecuaciones con 4 incégnitas. Arbitrariamente se
Diferenciales con

Valores Iniciales adOPta uno de ellos:

Claudio Careglio

azzw;éO

luego:

Clasificacién
de métodos

ap — 1—w
EDO - Primer
orden 1

Solucién en base bl -
5 B db Tevitn 2w
Métodos 1
basados en b
derivacién 2
numérica

Métodos

basados en

integracion

numérica

Sistemas de
EDO de
primer orden

EDO de orden
superior
Reduccién a

sistemas de
primer orden

Método de
diferencia central
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Ecuaciones En resumen:
Diferenciales con

Valores Iniciales Dado (tm, ym) se busca calcular la nueva solucidn (tm41, ym+1):

Claudio Careglio tmil = tm + At

Ym+1 = Ym + At O(tm, ym, At)

Clasificacién

At At
de métodos =ym+ At (l o UJ) f(tmrym) +w f(<tm + 2*) ’ <}/m + P f(trmy:n))j“ro(Alﬁ)

2w
EDO - Primer
orden o en forma andloga:

Solucién en base
a Serie de Taylor

Métodos kl = Atf(tma}/m)

zas.ad0§len
erivacién
numérica k2 - At f( tg, _)/G)
Métodos

basados en At
integracién = _—
numérica te = tm + 2w
Sistemas de
EDO de

primer orden

EDO de orden Ym+1 :ym+(1 _CU) k1 +wk2

superior

1
Y6 =ym+ —k
2w

Reduccién a

sistemas de tm ‘ Ym ‘ f(tm7Ym) ‘ ki ‘ tc ‘ YG ‘ f(t67YG) ‘ ko

primer orden

Método de
diferencia central
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Ecuaciones
Diferenciales con
Valores Iniciales

Claudio Careglio

Solucién en base
a Serie de Taylor
Métodos
basados en
derivacién
numérica
Métodos
basados en
integracién
numérica

Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
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-Método de Euler mejorado (w = 1/2):
Dado (tm, ym) se busca calcular la nueva solucién (tm+1, Ym+1):

tmi1
ki
ko
tc
YG

Ym+1

Interpretacion geométrica: en
Y()

Y th Y7
Y1
Ym=17]

Yo -

=tm+ At

At f(tm, Ym)
= At

=tm + At

= Ym + ki

1 1
=ym+ ki + =k
y+21+22

este método se promedian pendientes.




Ecuaciones Ejemplo.-
Diferenciales con

Valores Iniciales  Identificar f(x, y) y calcular la solucién aproximada en [0, 1] para la E.D.:
Claudio Careglio dy(X)
=2 —2x -1
i y(x) —2x

con y(xo =0) =2y paso h =0, 25.
Calcular el error absoluto de la solucién aproximada respecto a la solucién
exacta Yexac.(x) = € 4 x + 1.

Solucién en base Solucién:
a Serie de Taylor
Métod
baiaodozsen Xm+1 = Xm + Ax
derivlagién
numerica —
Métodos kl = Ax f(Xm,ym)
basados e
Thigee ko = Ax
numérica

X = Xm + Ax

Y6 = ym + ki

1 1
Ymt1 = Ym + Ekl + §k2

Reduccién a

sistemas de
primer orden

Método de Xm ‘ Ym ‘ f(Xm7}/m) ‘ ki ‘ XG ‘ Y6 ‘ f(XG7yG) ‘ ko ‘ Eaps. = I}/exac.(x)f}/aprox.(x)‘

diferencia central 0 2

0,25
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Ecuaciones -Método de Euler modificado (w = 1):

Diferenciales con .,
Vellsies lhfidits Dado (tm, ym) se busca calcular la nueva solucién (tm+1, Ym+1):

Claudio Careglio
tm+1 =tm+ At

ki = At f(tm, Ym)

ko = At

t tm + At

G — Im a

2

Solucién en base
a Serie de Taylor 1
Métodos Y6 = Ym + 7k1
basados en 2
derivlagién k
numerica f—
Métodos Ymi1 = Ym + K2
basados en
nunchica " Interpretacién geométrica: en este método se promedian puntos.
Reduccién a

sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central
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Claudio Careglio

Solucién en base
a Serie de Taylor
Métodos
basados en
derivacién
numérica
Métodos
basados en
integracién
numérica

Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central
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Ejemplo:

Identificar f(x, y) y calcular la solucién aproximada en [0, 1] para la E.D.:

dy (x) =2y(x)—2x—-1

dx

con y(xo =0) =2y paso h =0, 25.
Calcular el error absoluto de la solucién aproximada respecto a la solucién
exacta Ve (X) = e + x + 1.

Solucién:

Xm ‘ Ym ‘ f(xm,ym) ‘ k1 ‘ XG

Xm+1
ki
ke

XG

YG

ym+1

= Xy, + Ax
AX F(Xmy Ym)
Ax

— x4+ BX
=t

1
= Vm —k
y+21

=Ym + k2
¥6 | f(x6,¥6) | ko | Eabs. = |yexac.(x) = yaprox.(x)]

0 2

0,25
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Valores Iniciales

Claudio Careglio

Solucién en base
a Serie de Taylor
Métodos
basados en
derivacién
numérica
Métodos
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integracién
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Reduccién a
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-Métodos de Runge-Kutta de cuarto orden:
Dado (tm, ym) se busca calcular la nueva solucién (tm+1, Ym+1):

tmil = tm + At

At
Ymi1 = Ym+ = [k + 2kz + 2ks + k] + O(AL®)

donde:
kl = f(tmy.ym)
At At
ko = f (tm + 7,}/m + 7k1>
At At
k3 — f (tm + T,ym + 7k2)

ke = f (tm + At, ym + At k3)



Ecuaciones Método de los trapeCiOS:

Diferenciales con
Valores Iniciales

du(t
Claudio Careglio L:],(t ) = f(t7 U(t))
Um+1 tmi1
/ du = / F(t, u(t)) dt
Um tm
At 2
= Uit =t = = [F(tm, tum) + F(tmi1, umi1)] + O(AL?)
Solucién en base At 3 s
’4\)/‘5:!'\7 de Taylor = Umn+1 = Um + 7 [f(tm7 Um) =+ f(t’,,H,].7 um+1)] + O(At ) |mp||C|to,
basados en
i un paso
Métodos
reeepacion Comentarios adicionales:

® Solucién de ecuacién no lineal.

e Corrector iterativo de una prediccién con algin método explicito

Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central

w-1 m+1

37-26



Ecuaciones Método de Heun:

Diferenciales con , )
Valores Iniciales Método con esquema predictor-corrector donde:

Cleuio Cavgito Predictor : aproximacién inicial con Euler hacia adelante:
o, = Kimi1 = Atf
Um+1 = Unm + 1m+1 = Um + t (tm, Um)

Corrector : aplicacién iterativa del método implicito de los Trapecios:

Solucién en base At
a Serie de Taylor i i 3
U = tm+ S [F(tm, um) + F(tmir, ully)] + O(AF)
basados en 2
derivacién
numérica hasta:
ll;/lét(:idos
asados en : :
integracién u(’) — u(’il)
numérica m+1 m+1 <€

0

m+1

Es un método implicito de un paso.

Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central
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Ecuaciones
Diferenciales con
Valores Iniciales

Claudio Careglio

Solucién en base
a Serie de Taylor
Métodos
basados en
derivacién
numérica
Métodos
basados en
integracién
numérica

Reduccién a
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central
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Ejemplo:
Identificar f(x, y) y calcular la solucién aproximada en [0, 1] para la E.D.:
d{/(XX) = —xy(x)’

con y(xo =0) =2y paso h =0,25. Para la fase correctora realizar 3
iteraciones.

Solucién:
Predictor
Yol = Y+ Kimit = yim -+ D (xim, yim)
Corrector
YO = ym+ % [f(x,,,, Ym) + f(xm+1,y§i)+1)}
Xm Ym f M N
mi1

0 2 [ x| -
x1 A =y + hfy —ay "

A = yo+ &5 [F(x0,50) + Fla, )| | —xay?

y1(2) =yo+ % f(xo, y0) + f(X1,Y1(1)) *lel(m

Y = yo+ & [F(x0,y0) + Fa, i) | | —xay
X2 y2(0) =y + hh




Ecuaciones Ejemplo.'

Diferenciales con

Valores Iniciales  |dentificar f(x, y) y calcular la solucién aproximada en [0, 1] para el sistema
Claudio Careglio de E.D.:
dy(t)
= —10y1(t) + 4y2(t)
dt
dys(t)
= —4y1(t) 4 0yx(t)
dt
Solucién en base con C.I.:
a Serie de Taylor
Métodos
basad: — —
derivacién’ y(to=0)=5
Métodos y(to=0)=3
basados en
integracion
e y paso h = 0,01. Encontrar la solucién por los métodos de Euler, Euler
Demas de mejorado y Euler modificado.
primer orden Calcular el error absoluto de la solucién aproximada respecto a la solucién
exacta:
1 1
1 14
—2t —8t
Reduccion a y(t) = 3 e + 3 e
ist le
A G 2 0,5
Método de
diferencia central
Solucién:
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Ecuaciones a) Para calcular mediante el método de Euler:

Diferenciales con

Valores Iniciales
(n+1) _ () _ y(m (n) (n)
Claudio Careglio y =y '+ ki = y o+ At f(t , Y )

entonces:
1
yimh " —10y{"” + 4y"
= + At
+1
y2(n ) _)/2(") _4y1(n) + 0}/2(n)
S b) Para calcular mediante el método de Euler mejorado 6 modificado se
a Serie de Taylor tiene que:
Métodos
basados en
derivacién
ki = Atf(tm,y,,)
Métodos
basados en ko, = At
integracién
Sistemas de tc = tm+ —
EDO de 2w

primer orden B . 1 K
Y6 = Ym 2w 1

Redizetn @ Ymi1 =Ym T+ (1 — w) ki + wko
sistemas de
primer orden
Método de
diferencia central
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Ecuaciones
Diferenciales con
Valores Iniciales

Claudio Careglio

Solucién en base
a Serie de Taylor
Métodos
basados en
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Ejemplo:
Dada la E.D. del péndulo simple:
d’0 g
a2 T =0
con C.I.:
9(1‘0) = 6o
do
@, =

siendo 0(t) la posicién angular medida respecto de la vertical, 0(to) la
posicién inicial y (o la velocidad inicial.

® Transformar la E.D. en un sistema de primer orden. Expresar los
vectores y(t), y(to) y f(t,y).

® Resolver con el método de Euler hacia adelante. Para ello considerar
0(0)=7%; a(0)=0;L=10;g =9,81 y paso h=0,1.

il

o Verificar que 6(t = 3,2) = —J.
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——Solucién h=0,1

—=—Sol. exacta (t=3,2)
——Solucién h=0,01
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Dado el sistema:
Mii(t) + Ca(t) + Ku(t) = R(t) (1)
con C.l.: u(to) u(t) (2
se puede aproximar (t) y Gi(t) mediante derivadas numéricas centrales:
1 1
M (u(t = ) = 2u(e) +u(t + h)) + Co (~u(t — h) +u(t + h)) + Ku(t) = R(t)
3)
donde h = At. Agrupando:

<%M + Zihc) u(t+ h) = R(t) — (K - %M) u(t) — (%M - Qihc) u(t — h)
NS

(4)

L u(t +h) = A1 [R(t) — Bu(t) — Du(t - h)] | ®)
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En t = to:
u(to + h) = A7 [R(t0) — Bu(to) — Du(to — h)] (6)

en donde se puede emplear la aproximacién de u(to — h) por Serie de
Taylor:

1
u(to — h) = u(ty) — hu(to) + 5h?u(ro) (7)
La ii(to) en (7) se puede calcular a partir de (1) en t = to:

ii(to) = M~ [R(to) — Cii(to) — Ku(to)] (8)

Ent > to:

u(t, + h) = AT [R(t) — Bu(t) — Du(t, — h)] (9)




Ecuaciones Ejemplo.‘
Diferenciales con E | sigui . d . dif ial d
Valores Iniciales ncontar u(t) para el sigulente sistema de ecuaciones diferenciales de

segundo orden:

Claudio Careglio 1 0 07 (i (t) 4 0 07 (uy(t) 0 4 17 (w(t) 5et + 8e®! + cos(t)

0 —1 0|qu(t)p+[0 —1 0|Sux(t)p+|4 2 0|qu(t), =

—8e?t 4 gt
Clasificacién 0 0 2] Lds(t) 0 0 3] Lus(t) 1 0 1 us(t)
de métodos

EDO - Primer con CI

orden

—cos(t) — 3sin(t) + et

u1(to) 1 in(to) 1

Solucién en base
a Serie de Taylor

Métodos w(tg) p =12 in(to)
basados en
derivacion
Mo u3(to) 1 i3(to) 0

basados en

el siendo to =0y At =0,1.

Sistemas de

o Solucién analitica: .
DHHWPV OI’dPﬂ ul(t) e

EDO de orden _ 2t
superior U2(t) - 2e

Reduccién a

sistemas de

primer orden uz(t) cos(t)
Método de

diferencia central
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