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-Problema de valores iniciales: Todas las condiciones son especificadas en

Ecuaciones
Diferenciales con el mismo valor de la variable independiente.
Valores de . .
Contorno -Problema de valores de contorno: Las condiciones son especificadas en

Claudio Careglio  diferentes valores de la variable independiente.
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Introduccién

-Ecuaciones diferenciales ordinarias: Funciones incégnitas dependen de una

Unica variable independiente.

Primer orden

Siempre de valor inicial.

Ejemplo:
du(t)
—— + Au(t) =0 AeR
dt
u(to) = Up

Solucién discreta se aproxima a la solucién exacta:

Uk ~ u(ty)

Orden superior

De valores iniciales. Ejemplo:

d’u(t) g
—u(t)=0
dt? L )
du(t)
u(to) = Uy = =V
to

Solucién discreta se aproxima a la solucién exacta:
Uk =~ u(ty)

De valores de contorno
Ejemplo:

d?u(x)
= +ux) —x=0 Q={xeR:0< x < L}
dx?
u(x = xp) = Uy u(x = x) = U

Solucién discreta se aproxima a la solucién exacta:
Uk =~ u(x)

-Ecuaciones diferenciales a derivadas parciales: Funciones incégnitas

dependen de mas de una variable independiente.



Ecuaciones

Diferenciales con  -Problemas de valores de contorno con condiciones de Dirichlet.
Valores de
Contorno -Problemas de valores de contorno con condiciones de Neumann.
Claudio Careglio
a,(x)
7, Tﬂ
Introduccién . 7
T q(x) —= T2
X ]
%2{ —a®T=-a’T,, T(x)=T, andT(x})=T,
” .
y a(x)
[T ]]
........................ A X
<
l L —

dd
El(x)a% =g(x)
y(0)=0, y(0)=0, y(L)=0,and y"(L) =0
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En la clase de hoy:

Introduccién

e Reglas de derivacién numérica para:

e Soluciones (discretas, aproximadas) de ED con valores de
contorno.
e Solucién: en dominio cerrado de las variables
independientes.
e Solucién univocamente determinada:
e Asociar condiciones a cumplir por la funcién en
determinados puntos
e Cuando condiciones expresadas en la fronteras del
dominicio cerrado = ED de valores de contorno
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En lugar de obtener u(x) (solucidn exacta en todos los puntos
del dominio 2) — se obtiene:
U(XK) = Uk con k:O,l,--- 7/\/

Es decir, se obtiene la funcién discreta que es una aproximacion
de la funcién continua u(x).

Q en N segmentos iguales = N + 1 puntos (incluyendo los
bordes del dominio)

. — 1
Paso: Ax = N

Se plantea la ecuacién diferencial en forma discreta en cada
punto interior.

Se tendran N — 1 ecuaciones con N + 1 incégnitas = considerar
las dos ecuaciones correspondientes a las Condiciones de
Contorno = N + 1 ecuaciones con N + 1 incégnitas.



e Caso 1:

Ecuaciones
Tede " - Ejemplo:
Contorno
Claudio Careglio d2 ( )
™ u(x) =x=20 Q={xeR:0< x <1}
u(xo=0)=0 ulxy =1)=0
diferencinls
e Discretizar con N=2,N =4y N = 8.
Encontrar:
Ui =

a) 1 punto interior (N=2):
Discretizacién:

1
—W(U0—2U1+U2)+U1—X1:0

Solucién aproximada:

Uy 0
U; ; = < 0,055555
19-9 U2 0
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b) 3 puntos interiores (N=4):

SEL:
33 —-16 O Uq 0,25
—-16 33 -16 U =< 0,5
0 -16 33 Us 0,75

Solucién aproximada:

Uo 0
U1 0,03488525
U » = ¢ 0,05632582
Us 0,05003676
Us 0
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c) 7 puntos interiores (N=8):
SEL:

129
—64
0
0
0
0
0

—64

129

—64
0

0
0
0

0
—64
129
—64
0
0
0

—64
129
—64
0
0

Solucién aproximada:

Uo
U1
U>
Us
Us
Us
Us
Uz
Us

0
0
0

—64

129

—64
0

o O o

0

—64
129
—64

0

O O O o

0

—64

129 |

0,0183367

0

0, 03500678
0,04831759
— { 0,05652399
0,05780107
0,05021568
0,03169615

/

U
U>
Us
Us
Us
Us
Uz

1/8
2/8
3/8
4/8
5/8
6/8
7/8
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Considerando la solucién analitica:

U(X)anall'tica =

se tiene que:

Eaps. = |UaProx.(X =0, 5) - U(X =0, 5)ana||'tica‘
Uaprox.(X = 0: 5) — U(X = 0» 5)anall'tica

senh(x)
senh(1)

Erel. =

u(X =0, 5)anall’tica

Aproximando por
minimos cuadrados los datos Ax vs E,ps:

se obtiene Ax1:9861 _ Ax? que es el orden del error de truncamiento local de la

Eaps. = C AxP

aproximacién de derivada segunda utilazada.

=0,0041x586
Y »

RI=1

N ‘ Ax ‘ Uaprox.(X — 07 5) ‘ EabsA ‘ Erel.

2 0,5 0,05555556 0,001035002 | 1,83%
4 0,25 0,05632582 0,000264735 | 0,47 %
8 0,125 0,05652399 6,65711E-05 | 0,12%
16 | 0,0625 0,05657389 1,66672E-05 | 0,03 %

—4—Eabs

—— Potencial (Eabs)

04

05

06
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e Caso 2:
-Ejemplo:
2
EJddu(2X) FP(x—L)=0 Q={xR:0<x<L}
X
N du(x=1L)
uxo=0=0 == ——=0

donde L =10, P =100 y EJ = 10000.
Discretizar con N = 4 considerando:
X ={0; 0,25L; 0,50L; 0,75L; L}
U(X) = {uo; ur; up; uz; us}

Encontrar:
Uy =7
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e Caso 3:

2
ddl)l((2X)+)‘u(X):0 Q={xeR:0<x <1}

u(xo=0)=0 ulxy=1)=0

10

Discretizar con N = 4 considerando:

X ={0; 0,25; 0,50; 0,75; 1}
U(X) = {uo; u1; uo; uz; ua}
Encontrar:
Uy =7

i Qué tipo de sistema de ecuaciones se obtiene en este caso?



Ecuaciones
Diferenciales con
Valores de
Contorno

Claudio Careglio

Ecuaciones
diferenciales a
derivadas
parciales

19-16

En lugar de obtener u(x, t) (solucién exacta en todos los puntos
del dominio 2) — se obtiene:

Uk(t) = u(Xk, t) con k=0,1,--- /N

es decir, discreta en x y continua en t

Dominio de x en N segmentos iguales = N + 1 puntos
(incluyendo los bordes del dominio)

Si se consideran derivadas parciales respecto x (t = cte) =
funcién a derivar es discreta y se puede hacer derivadas
numéricas.

Si se consideran derivadas parciales respecto t (x = cte) =
funcién a derivar es y se puede hacer

Resumiendo:
e En cada X, se plantea la ED con una aproximacién de la
derivada respecto a x en forma de derivada numérica;
e y con la derivada respecto de la variable t en forma
analitica evaluada en esa abscisa Xj.
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-Ejemplo:
0?u(x, t) 282 (x,t)
= 0<x <
2 92 912 =0 Q {XE]R.O_X_l}
u(xo=0,t) =0 ulxy =1,t) =
Ju(x, ty = O)

u(x, to = 0) = sen(mx) :

ot
Discretizar con N = 4 en |la variable x.
Encontrar:

Uk(t) =
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Se plantean las siguientes ecuaciones discretas en x:

Xo : Up(t) =0
d? Ul(t)
X U 204 (t) + Uo(t X2 =
1 0252{ o(t) — 2U1(t) + Ua(t)} + e
d?Us(t)
Xo U 20U (t) + Us(t X3 —
2 0252{ 1(t) —2Ua(t) + Us(t)} + e
12 d2Us(t) _
X3 : Uo(t) — 2Us(t) + Ua(t X2 =
3 0252{2() 3(t) + Us(t)} + X e
Xy : U4(t) =
o matricialmente:
d2Uy (1)
2 -1 0 Ui (t) 0, 252 0 0 pres
12 2 d?Up(t)
0,25 -1 2 —1|{<{U(t)p+]| © 0,50 0 L
0 -1 2 Us(t) 0 0 0,752 | us(e)
dt2

que se debe resolver con las C.1.:
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-Ejemplo:
0?u(x, t) 0?u(x, t)
— 7 —_— = . < <
k % + m(x) 92 p(x)g(t) Q={xeR:0<x <L}
du(L,t) ?u(L,t)
U(X():O,t):O k(L/t)T:7MLT
Discretizar segin x; = xo +ix con i =0,--- ,7 en la variable x y

mantener la continuidad en la variable t.
Comprobar que se obtiene el sistema:

Mii(t) + Ku(t) = b(t)

donde el vector u agrupa las funciones incégnitas de la variable
tiempo.
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