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Presentacion

Este texto nace con la vocacién de ser una herramienta para la formacion de
los ingenieros en la mecanica de medios continuos. De hecho, es el fruto de la
experiencia de muchos afios en la ensefianza de dicha disciplina en la Escuela
de Ingenieros de Caminos de la Universitat Politécnica de Catalunya, tanto en
cursos de grado (titulaciones de Ingenierfa de Caminos, Canales y Puertos e
Ingenieria Geolégica) como de postgrado (cursos de Master y de Doctorado).
A diferencia de otros textos de introduccién a la mecanica de medios
continuos, el que aqui se presenta estd especificamente orientado a la
ingenierfa, intentando mantener un adecuado equilibrio entre la rigurosidad de
la formulacién matematica utilizada y la claridad de los principios fisicos
tratados, aunque poniendo en todo momento lo primero al servicio de lo
segundo. En este sentido, en las imprescindibles operaciones vectoriales y
tensoriales se utilizan simultineamente tanto la notacién indicial (de mas
utilidad para la demostracién matematica rigurosa) como la notacién compacta
(en la que se vislumbra con mas claridad la fisica del problema), aunque a
medida que se avanza en el texto existe una clara tendencia hacia la notacién
compacta en un intento de focalizar la atenciéon del lector en la componente
fisica de la mecanica de medios continuos.

El contenido del texto esta claramente dividido en dos partes que se presentan
secuencialmente. En la primera parte (capitulos 1 a 5) se introducen los
aspectos fundamentales y descriptivos comunes a todos los medios continuos
(movimiento, deformacién, tension y ecuaciones de conservacién-balance). En
la segunda (capitulos 6 a 11) se estudian familias especificas de medios
continuos, como son los sélidos y los fluidos, en un planteamiento que
comienza con la correspondiente ecuaciéon constitutiva y termina con las
formulaciones clasicas de la mecanica de sélidos (elasticos-lineales y elasto-
plasticos) y de la mecanica de fluidos (régimen laminar). Finalmente, se hace
una breve incursién en los principios variacionales (principio de las trabajos
virtuales y de minimizacién de la energfa potencial) como ingredientes de
partida en la resoluciéon de problemas de mecanica de medios continuos
mediante métodos numéricos. Esta estructura permite la utilizaciéon del texto
con propésitos docentes tanto en un unico curso de alrededor de 100 horas
lectivas como en dos cursos diferenciados: el primero basado en los primeros
cinco capitulos y dedicado a la introduccién de los fundamentos de la mecanica
de medios continuos y el segundo especificamente dedicado a la mecanica de
solidos y la mecanica de fluidos.



Finalmente, los autores quieren expresar su agradecimiento al Ingeniero
Eduardo Vieira Chaves y al Dr. Eduardo Car por el esmerado trabajo de
compilacién de una primera version de este texto a partir de las notas de clase y
personales de los autores. Asimismo, desean agradecer al Profesor Ramén
Codina sus oportunas sugerencias y correcciones sobre las primeras versiones
del texto.

Barcelona, Septiembre de 2000
Xavier Oljver Oltvella

J
Carlos Agelet de Saracibar Bosch



NOTA

En general se tomara el
instante t, =0 como

instante de referencia.

1 Descripcion del
movimiento

1.1 Definicion de medio continuo

Se entiende por Medio Continuo un conjunto infinito de particulas (que forman
parte, por ejemplo, de un sélido, de un fluido o de un gas) que va a ser
estudiado macroscopicamente, es decir, sin considerar las posibles
discontinuidades existentes en el nivel microscopico (nivel atémico o
molecular). En consecuencia, se admite que no hay discontinuidades entre las
particulas y que la descripcién matematica de este medio y de sus propiedades
se puede realizar mediante funciones continuas.

1.2 Ecuaciones del movimiento

La descripcion mas elemental del movimiento del Medio Continuo puede
llevarse a cabo mediante funciones matematicas que describan la posicion de
cada particula a lo largo del tiempo. En general, se requiere que éstas
funciones y sus detivadas sean continuas.

Se supone que el medio continuo estd formado por infinitas particulas (puntos
materiales) que ocupan diferentes posiciones del espacio fisico durante su
movimiento a lo largo del tiempo (ver Figura 1-1). Se define como confignracion
del medio continuo en el instante 4 que se denota por Q,, el lugar geométrico
de las posiciones que ocupan en el espacio los puntos materiales (particulas) del
medio continuo en dicho instante.

Definiciones:
Punto espacial- Punto fijo en el espacio.

Punto material: Una particula. Puede ocupar distintos puntos espaciales
en su movimiento a lo largo del tiempo.

Confignracion: Lugar geométrico de las posiciones que ocupan en el
espacio las particulas del medio continuo para un cierto instante t.

A un cierto instante f=t, del intervalo de tiempo de interés se le denomina
instante de referencia y a la configuracion en dicho instante €, se la denomina
configuracion znicial, material o de referencia.



1 Descripcion del movimiento

NOTACION

Se utilizarin
indistintamente las
notaciones (X,Y,7)
v (X,,X,,X,;) para
designar al sistema de

coordenadas
cartesianas.

NOTACION

En el resto de este
texto se utilizard la
notacion de Einstein o de
indices  repetidos.  Toda
repeticion de un indice en un
mismo  monomio de una
expresion algebraica supone
el sumatorio respecto a dicho
indice. Ejemplos:

i=3 not

Y Xe =Xge,

=~ ~
1}
4 R

not
Z“ikbkj =a by
k=1
i=3 j=3 not
aijbij Zaijbij
i=1 j=1

NOTACION

Se distingue aqui entre
el vector (ente fisico)
X ysu vector de

componentes [X] .

Frecuentemente se
obviarai esta distincion

NOTACION

Siempre que sea
posible, se denotara
con letras mayusculas a
las variables que se
refieran a la
configuracién de
referencia Q, ycon

letras minusculas a las
variables referidas a la
configuracién actual

Q

t

Consideremos ahora el sistema de coordenadas cartesianas (X,Y,Z) de la
Figura 1-1 y la correspondiente base ortonormal (e,,e,.e;). En la
configuracion de referencia Q el vector de posicion X de una particula que

ocupa un punto P en el espacio (en el instante de referencia) viene dado por:

X=X +X,e, + X;&; =X,e;

(1.1)

Qo — Configuracién de referencia
t, — Instante de referencia
Q , — Configuracién actual

t — Instante actual

Figura 1-1 — Configuraciones del medio continuo

donde a las componentes (X,,X,,X;) se las denomina coordenadas materiales
(de la particula).

X,
[X]= X,
X

def
= coordenadas materiales

(1.2)

En la configuracion actual Q,, la particula situada originalmente en el punto

material P (ver Figura 1-1) ocupa el punto espacial P' y su vector de posicién
x viene dado por:

X=1x€ tx,€, +x;€; =x,€

(1.3)

donde a (x;,x,,x;) se las denomina coordenadas espaciales de la particula en el
instante de tiempo f.

N def
[X]= Xpr =

X3

coordenadas espaciales

(1.4
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NOTACION

Con un cierto abuso de
la notacioén se va a
confundir
frecuentemente la
funcién con su imagen.
Asi las ecuaciones de
movimiento se
escribiran a menudo

como x =x(X,#)y
sus inversas como

X=X(x,1)-

El movimiento de las particulas del medio continuo puede describirse ahora
por la evolucién de sus coordenadas espaciales (o de su vector de posicion) a lo
largo del tiempo. Matemdticamente esto requiere conocer una funcién que para
cada particula (identificada por una etigueta) proporcione sus coordenadas
espaciales x; (o su vector de posicién espacial X) en los sucesivos instantes de
tiempo. Como etiqueta que caracteriza univocamente a cada particula pueden
elegirse sus coordenadas materiales X, obteniéndose las ecuaciones del movimiento:

not

x=¢ (particula,r)=(X,7) = x(X,1)

(1.5)
X =0¢,(X,,X,,X,.1) ie{,2,3}

que proporcionan las coordenadas espaciales en funcién de las materiales, y las
ecuaciones del nmovimiento inversas:

X=¢" (x,t)rg X(x,7)

(1.6)
Xl' =(pi71 (xl’xzax3,t) ie {1,2,3}
que proporcionan las coordenadas materiales en funcién de las espaciales.
Observacion 1-1 I

Hay diferentes alternativas para elegir la etiqueta que caracteriza una
particula, aunque la opcién de tomar sus coordenadas materiales es la
mas comun. Cuando las ecuaciones del movimiento vienen dadas en
funcién de las coordenadas materiales como etiqueta (como en la
ecuacion (1.5)), se hablara de las ecuaciones de movimiento en forma candnica.

Existen ciertas restricciones matematicas para garantizar la existencia de ¢ y de

@' asi como su correcto significado fisico. Estas restricciones son:

° (p(X,O)zX puesto que, por definicién, X es el vector de posicién en el
instante de referencia =0 (condicién de consistencia).

e ¢e C'(lafuncién @ es continua y con derivadas continuas en cada punto
e instante).

e ¢ ecs biunivoca (para garantizar que dos particulas no ocupan

simultdneamente el mismo punto del espacio y que una particula no ocupa
simultaineamente dos puntos distintos del espacio).

a<p<x,r)] o [p(X.)

e El Jacobiano de la transformacién J = det[ ———>0.

X oX
La interpretacion fisica de esta condicién (que se estudiard mas adelante) es que
todo volumen diferencial ha de ser siempre positivo, o utilizando el principio de
conservacion de la masa (que se vera mas adelante), la densidad de las particulas ha
de ser siempre positiva.




1 Descripcion del movimiento

RECORDATORIO

Se define el operador
de dos indices Delta de

not
Kronecker = 8].]_

como:

0 ivi
5, =1 77
T i=

El tensor unidad 4 de
segundo orden se
define entonces como

[1]7'1' = 81‘;‘

Observacion 1-2

En el instante de referencia #=0 resulta x(X,tltzO =X. En
consecuencia x=X, y=Y, z=Z son las ecuaciones del

movimiento en el instante de referencia y el Jacobiano en dicho
instante resulta ser:

d o,
J(X,O)—| (o2) | _ det[a; ‘ ] = det[s, ]=det1=1

J

C|o(xyz)|

Observacion 1-3

La expresion x =0(X,t), particularizada para un valor fijo de las
coordenadas materiales X , propotciona la ecuacion de la trayectoria de
la particula (ver Figura 1-2).

X7
6 (x,,x,, ;) trayectoria
3
€ e, X,,Y
X, X

Figura 1-2 — Trayectoria de una particula

Ejemplo 1-1 — La descripcion espacial del movimiento de un medio continuo viene dada

por:

x =X, e x=Xe*
x(X,t)={x, =X, e ={y=Ye™
X =5X t+X, e |z=5Xt+Ze”

Obtener las ecuaciones del movimiento inversas.

El determinante del Jacobiano resulta:
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ox, dx; ox;
aX, dX, dX;| [ o 0
|Bxi | ox, OJx, Ox,

X ;| |9X, dX, dX, 5
| ’ | ox; Ox; Oxy s Ue
X, dX, 0X,

La condicién suficiente (aunque no necesaria) para que la funciéon x = @(X, )
sea biunfvoca (que exista la inversa) es que el determinante del Jacobiano de la
funcién no sea nulo. Ademds puesto que el Jacobiano es positivo, el
movimiento tiene sentido fisico. Por lo tanto, la inversa de la descripcion
espacial dada existe y viene dada por:

X, xe
X=0"'(x,1)=4X, = x,e”
X, xye 2 =5tre

NOTA

La literatura sobre el
tema suele referirse
también a la
descripcion material
como descripeion
lagrangeana .

NOTA

Suele denominarse
también a la
descripcion  espacial
como descripcion
enleriana.

1.3 Descripciones del movimiento

La descripcion matematica de las propiedades de las particulas del medio
continuo puede hacerse mediante dos formas alternativas: la descripcion
malerial (generalmente utilizada en Mecanica de Sélidos) y la descripcion espacial
(utilizada generalmente en Mecanica de Fluidos). Ambas descripciones se
diferencian esencialmente por el tipo de argumento (coordenadas materiales o
coordenadas espaciales) que aparece en las funciones matematicas que
describen las propiedades del medio continuo.

1.3.1 Descripcion material

En la descripcion material se describe cierta propiedad (por ejemplo la
densidad p) mediante cierta funcién p(e,z): R* X R* — R* donde el argumento

() en p(e,7) son las coordenadas materiales. Es decir:
p=§(X,t)=§(X1,X2,X3,t) (1.7)

Obsérvese que si se fijan los tres argumentos X =(X,, X;,X;) de la ecuacién
(1.7) se esta siguiendo a una particula determinada (ver Figura 1-3a), de ahi
proviene la denominacién de descripcién material

1.3.2 Descripcion espacial
En la descripcién espacial la atencién se centra en un punto del espacio. Se
describe la propiedad como una funcién p(e,¢): R* xR* — R* del punto del
espacio y del tiempo:

p=p(x1)=plx,,x,, x5,1) (1.8)
de tal forma que al asignar un cierto valor al argumento x en p=p(x,t) se
obtiene la evolucion de la densidad para las distintas particulas que van pasando



1 Descripcion del movimiento

por dicho punto del espacio a lo largo del tiempo (ver Figura 1-3b). Por otro
lado, al fijar el argumento tiempo en la ecuacién (1.8) se obtiene una
distribucién instantanea (como una fofografia) de la propiedad en el espacio. Es
evidente que las ecuaciones del movimiento directas e inversas permiten pasar
de una descripcion a otra de la forma:

p(x.1)= p(x(X,0).t)=p(X,1) 19
p(X.1)=p(X(x.0).1)=p(x.1) '

a) b)

X, X X, X

Figura 1-3— Descripcién material y espacial de una propiedad

Ejemplo 1-2 — Sean las siguientes ecuaciones del nmovimiento:

x=X-Yt
x=x(X,t)={y=Xt+Y
z==-Xt+Z
Obtener la descripcion espacial de la propiedad descrita materialmente mediante
— X+Y+Z
sy 2= X2
+t

Las ecuaciones del movimiento estan dadas en forma candnica, ya que en la

x=X
configuracién de referencia Q, se obtiene: x=X(X,0)=1y=Y
z=7Z
- %X BaY %Z I -t 0
El]acobianoresulta:Jziz—y DSy 1 0=1+42%0
0X;| |0X 9Y dZ
% 9 oz 101
X JdY odZ

y las ecuaciones del movimiento inversas estan dadas por:
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_ X+ yt
e
X(x,t)=4Y = yo
1+¢?
Z=Z+zt2 + xt + yt?
| 1442
Si ahora se considera la descripcion material de la  propiedad

X+Y+Z

P (X Y,Z,t)= 1—2 es posible hallar su descripcién espacial sustituyendo en
t

ella las ecuaciones del movimiento inversas. Es decir:

2 2
E(XKZ,I)Ex+yt+y+Z+ZZt + yt =p(x,y,z,t)
(1+t2)

1.4 Derivadas temporales: local, material,
convectiva

La consideracién de las distintas descripciones (material y espacial) de las
propiedades del medio continuo lleva a diversas definiciones de las derivadas
temporales de dichas propiedades. Consideremos una cierta propiedad y sus
descripciones material y espacial:

T(X,1)=7v(x.1) (1.10)

donde el paso de la descripcion espacial a la material y viceversa se hace a
través de las ecuaciones del movimiento (1.5) y (1.6).

Definiciones:

Derivada local: 1.a variacién de la propiedad respecto al tiempo en un
punto fijo del espacio. Si se dispone de la descripcion espacial de la
propiedad, 7y (x,t), dicha derivada local puede escribirse

NOTACION

La notacion L(.’t) se fes
matematicamente como:

ot
entiende en el sentido . ot gy (X, 1)
clasico de derivada derivada local = T

parcial respecto a la
vatiable . Derivada material La variacién de la propiedad respecto al tiempo
siguiendo una particula (punto material) especifica del medio
continuo. Si se dispone de la descripcidn material de la propiedad,
I'(X,?), dicha detivada matetial puede describirse matematicamente

Como:

not
derivada material = dir = w
t

ot




NOTACION

En la literatura se
utiliza frecuentemente

D(e)

Dt

ae).
dt

la notacion como

alternativa a

1 Descripcion del movimiento

NOTACION

Se considera aqui la
forma simbdlica del
operador Nabla espacial:
J .
=¢

o,

Sin embargo, si se parte de la descripcion espacial de la propiedad y(x,t) y se
consideran implicitas en la misma las ecuaciones del movimiento:

Y(x,0)=y(x(X,1),1) =T'(X,1) (1.11)

puede obtenerse la derivada material (siguiendo a una particula) a partir de la
descripcion espacial, como:

derivada material = 2. y(x(X,1)1)= IrX.1) (1.12)
dt ot
Desarrollando la ecuacién (1.12) se obtiene:
dy(x(X,t)he) _ov(x.0) , 9y 0%, _oy(x.) Iy 0x (113
dt ot ox; ot ot ox o
v(x,t)

donde se ha considerado la definicién de la velocidad como la derivada
respecto al tiempo de las ecuaciones de movimiento (1.5),
ox(X,¢)
ot

La obtencién de la derivada material a partir de la descripcién espacial puede
generalizarse para cualquier propiedad y (x,#) (de caracter escalar, vectorial o

=V(X(x,1),1) = V(X, 1) (1.14)

tensorial):
dy (x,¢ oy (x,t
th) = L;t) + v(x,0)-Vx(x,1) (1.15)
[ ——
- -
derivada material derivada local derivada convectiva

Observacion 1-4

La ecuacién (1.15) define implicitamente la derivada convectiva v -V (o)

como la diferencia entre las derivadas material y local de la propiedad.
El término conveccion se aplica en Mecanica de Medios Continuos a
fenémenos relacionados con el transporte de masa (o de particulas).
Obsérvese que si no hay conveccion (v =0) la derivada convectiva
desaparece y las derivadas local y material coinciden.

Ejemplo 1-3 — Dada la siguiente ecuacion del movimiento

x=X+Yt+ 7t
y=Y+27Zt
z=7+3Xt

) la descripcion espacial de una propiedad  p(x,t)=3x+2y +3t, caleular su derivada
material.

La descripcion material de la propiedad se obtiene reemplazando las
ecuaciones del movimiento en la expresioén espacial:

P(XY.Z1)=3(X +Yt+ Zt)+2(Y +2Zt)+ 3t =3X +3Yt + TZt +2Y +3¢
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La derivada material puede obtenerse en primera instancia como la derivada
respecto al tiempo en la descripcién material, es decir:

P _ 3Y+7Z+3
ot
Otra alternativa para el calculo de la derivada material es utilizar el concepto de
derivada material de la descripcion espacial de la propiedad:

b _ ol +v-Vp
dt ot
g—‘t’ =3 v =3—’t‘ =(r+z2z3x) Vp={2,0}
Reemplazando en la expresion del operador derivada material se tiene:
o =3+3Y+7Z
dt

Obsérvese que las expresiones de la derivada material de la propiedad

obtenidas a partir de la descripciéon material, a—p , 0 de la descripcion espacial,
t

dp , coinciden.
dt

1.5 Velocidad y aceleracion

Definicion:

Velocidad: Derivada temporal de las ecuaciones del movimiento.

La descripcién material de la velocidad viene dada, en consecuencia, port:

_ ox(X,7)
V(X,1)= 0
1.16
V.(X,1)= ax"g"t) ie (12,3} (1)

y si se dispone de las ecuaciones inversas del movimientoX=¢ ' (x,) es
posible obtener la descripcion espacial de la velocidad como:

v(x,1)= V(X(x,1),1) (1.17)

Definicién:

Aceleracion: Detivada material del campo de velocidades.

Si se tiene la velocidad descrita en forma material, se puede hallar la
descripcion material de la aceleracion como:
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_aV(X,1)
A(X.1)= avat(x | -
A, ()= Sl

y a través de las ecuaciones inversas del movimiento X=¢'(x,z), se puede
pasar a la descripcion espacial a(x,7)= A(X(x,7),z). Como alternativa, si se
dispone de la descripcién espacial de la velocidad, puede obtenerse
directamente la descripcién espacial de la aceleracion aplicando la ecuacion
(1.15) para obtener la derivada material de v(x,?):

av(x,t) ov(x,t
abur)= c(l’t ) gt)

+v(x,2) Vv(x,?) (1.19)

Ejemplo 1-4 — Considérese un solido, ver Figura 1-4, que gira con velocidad angular o
constante y que tiene como ecuacion del movimiento:

x=R sin(O)t I (l))
y=R cos(or+0)
Hallar la velocidad y la aceleracion del moviniiento descritas en forma material y espacial.

\J

Las ecuaciones del movimiento pueden reescribirse como:

x = R sin(or + ¢)= R sin(or)cos ¢ + R cos(wt) sind
y =R cos(wt + ¢)= R cos(wr)cos ¢ — R sin(wt) sind

X =R sin
Y, ya que para t=0= (b, las formas canénicas de la ecuaciéon del
Y =R cosd

movimiento y de su inversa quedan:

y=—X sin(or)+Y cos(cwr) Y =x sin(or)+ y cos(wr)

{x= X cos(mt)+Y sin(u)t) {X=x cos(mt)—y sin(mt)
a.1) Velocidad en descripeion material
vV, = Y o sin(wt)+ Y ocos(wr)

ot

V(X,t)=
(X.0)="2 o
ot

=—X wcos(wt)- Y wsin(wr)
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a.2) Velocidad en descripcion espacial

Sustituyendo los valores xe ydados en la forma canodnica vista anteriormente,
es posible obtener la forma espacial de la velocidad como:

V(X,t)= ot ={ oy
) AN B
Yoo
b.1) Aceleracion en descripcion material:
oV(X,1)
AX,t)=—"—
(X.r)=—
N, =—Xo’ cos(wr)— Yo sin(or)
A(X,1)= ot _ 2 X cos(wt)+ Ysin(or)
o, 5 . 5 N — Xsin(wt )+ Y cos(oz)
= = X szn((ot)— Yo cos((ot)

b.2) Aceleraciin en descripcion espacial:

Sustituyendo las ecuaciones del movimiento inversas en la ecuacion anterior:

a, =-0'x
a(x,r)= A(X(x,1),1) E{ }

2
a,=-0"y

Esta misma expresion podria ser obtenida si se considera la expresion de la
velocidad v(x,7) y la expresion de la derivada material en (1.15):

av(x,t) av(x,r)

a(x’t)=7=T+V(X,t)~VV(x,t)=
2
=;{_§:}+[®y —wx]aax [y —ox]=
dy
0 %(wy) %(—wx) o'
={0}+[wy -ox]| § 3 = ;
() —(oax)| (-0
dy dy

Obsérvese que el resultado obtenido por los dos procedimientos es idéntico.
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1.6 Estacionariedad

Definicion:

Una propiedad es estacionaria cuando su descripcién espacial no
depende del tiempo.

ov(x,1) _ 0

v(x,7)=v(x)= 5

De acuerdo con la definicién anterior y con el concepto de derivada local, toda
propiedad estacionaria tiene su derivada local nula. Por ejemplo, si la velocidad
para un cierto movimiento es estacionaria, puede ser descrita espacialmente

(1.20)

Observacion 1-5

La independencia del tiempo de la descripcion —espacial
(estacionariedad) supone que para un mismo punto del espacio la
propiedad en cuestién no varia a lo largo del tiempo. Esto no implica
que, para una nisma particula, la propiedad no vatie con el ttempo (la
descripcién matetial puede depender del tiempo). Por ejemplo, si la
velocidad v(x,7) es estacionaria

= v(x,1)= v(x)=v(x(X,1)=V(X,1)

luego la descripcion material de la velocidad depende del tiempo. Para
un caso de densidad estacionaria (ver Figura 1-5) ocurrird que para
dos particulas de etiquetas X, y X, que varfan su densidad a lo largo
del tiempo, al pasar por un mismo punto espacial X (en dos instantes
distintos #, y t,) tomaran el mismo valor de la densidad

(p(X,,1,)=p(X,,1,) = p(x). Es decir, para un observador situado en
el extetior del medio, la densidad en el punto fijo del espacio x sera

siempre la misma
YA

\J

Figura 1-5— Movimiento con densidad estacionatia
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Ejemplo 1-5 — En el Ejemplo 1-4 se tiene un campo de velocidades cuya
(O
descripcion espacial es: V(X)E{ y}' Es decir, se trata de un caso en que la
-ox

descripcion espacial de la velocidad no depende del tiempo y la velocidad es
estacionaria. Hs evidente que esto no implica que la velocidad de las particulas
(que tienen un movimiento de rvfacidn uniforme tespecto al origen, con velocidad
angular ) no dependa del tiempo (ver Figura 1-6). La direccién del vector
velocidad para una misma particula es tangente a su trayectoria circular y va
variando a lo largo del tiempo.

Figura 1-6

La aceleracion (derivada material de la velocidad) aparece por el cambio de la
direccion del vector velocidad de las particulas y es conocida como aceleracion
centripeta:

a(x)zd‘;T(tx)zag—(tx)+v(x)-Vv(x)zv(x)-Vv(x)

1.7 Trayectoria

Definicion: I

Trayectoria: Lugar geométrico de las posiciones que ocupa una
particula en el espacio a lo largo del tiempo.

La ecuacién paramétrica en funcién del tiempo de una trayectoria se obtiene
particularizando las ecuaciones del movimiento para una determinada particula

(identificada por sus coordenadas materiales X, ver Figura 1-7):

X(1) = o(X.1) | (1.21)

X=X"

Dadas las ecuaciones del movimiento x=¢(X,), por cada punto del espacio
pasa una trayectoria caracterizada por el valor de la etiqueta (coordenadas
materiales) X. Las ecuaciones del movimiento definen entonces una familia de
curvas cuyos elementos son las trayectorias de las diversas particulas.
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Figura 1-7 — Trayectoria de una particula

1.7.1 Ecuacion diferencial de las trayectorias

Dado el campo de velocidades en descripcion espacial V(X,t), es posible
obtener la familia de trayectorias planteando el sistema de ecuaciones
diferenciales que impone que, en cada punto del espacio x, el vector velocidad
sea la derivada respecto al tiempo de la ecuacion paramétrica de las trayectorias
dada por la ecuacién (1.21).

0 vix(0)

(1.22)
dx;t(t) =v,(x(t).1) ie{1,23}

Encontrar x(¢) =

La solucién del sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden (1.22)
dependera de tres constantes de integraciéon (C,,C,,C5):

{x =0(C,.C, Cy 1)

123
%, =0,(C,.C,,Cs.1) ie {123} (1.23)

Las expresiones (1.23) constituyen una familia de curvas en el espacio
parametrizada por las constantes (C,,C,,Cy). Asignando un valor
determinado a dichas constantes se obtiene un miembro de la familia que es la
trayectoria de una particula caracterizada por la etiqueta (C,,C,,C;).

Para obtener las ecuaciones en forma candnica se impone la condicién de
consistencia en la configuraciéon de referencia:

x|, =X = X=0(C,C,C0) = C =X ie{l23} (1.24)

y substituyendo en la ecuacién (1.23) se obtiene la forma canénica de la
ecuacion de las trayectorias:

x=0(C, (X). G, (X) €5 (X).1)= 0(X,1) (1.25)

Ejemplo 1-6 — Considérese el campo de velocidades del Ejemplo 1-5:

- 7}

Obtener la ecuacion de las trayectorias.
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Utilizando la expresion (1.22), se puede escribit:

dx(¢ A
= =v(x,7)= dy_(’)zv e
dt I

El sistema anterior de ecuaciones diferenciales es un sistema de variables
cruzadas. Si se deriva la segunda ecuacion y se substituye el resultado en la
primera se obtiene:

d’y(t dx(t .
dtz( )=_(D_d5 )=—0)2y(t):> Y+’ y =0

9 -y 2 2
Ecuacion caracteristica: v~ + " =0

Soluciones caracteristicas: r;=ti® je{l,2}
Solucion : y(t) = Parte Real {Cle’w +C,e™ }= C, cos(wr)+C 5 sin(cr)
., . : d
La solucién para x(f) se obtiene a partir de 7)} =—mx que resulta en
t

b= 1 , obteniéndose astf:
o dt
x(C,,C,,t)=C, sin(ot)- C, cos(wt)
{y(Cl ,C,,t)=C, cos(wt)+ C, sin(wt)
Las anteriores ecuaciones proporcionan las expresiones de las trayectorias en
forma no canénica. L.a forma canoénica se obtiene considerando la condicion
inicial:
x(C,,C,,0)=X
es decir:
{x(Cl,Cz 0)=-C, =X
y(C17C2:0)= =Y
Asi, las ecuaciones del movimiento, o ecuacién de las trayectorias, en forma
canonica son:
x=Y sin((Dt)+ X cos((ot)
{y =Y cos((ot)— X sin((ot)

NOTA

Dado un campo
vectorial se definen sus
envolventes como la
familia de curvas cuyo
vector tangente, en
cada punto, coincide
en direccién y sentido
con el correspondiente
vector de dicho campo
vectotial.

1.8 Linea de corriente

Definicion:

Lineas de corriente: Aquella familia de curvas que, para cada instante de
tiempo, son las envolventes del campo de velocidades.

De acuerdo con su definicién, la tangente en cada punto de una linea de
corriente tiene la misma direccién y sentido (aunque no necesariamente la
misma magnitud) que el vector de velocidad en dicho punto del espacio.
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NOTA

Se supone que el valor
del parametro ), se
elige de tal forma que
en cada punto x del

@A)
dx

espacio,

solamente tiene la
direccion del vector

V(X, t) sino que

coincide con el mismo.

X X

Figura 1-8— Lineas de corriente

Observacion 1-6 I

En el caso mas general el campo de velocidades (descripcion espacial)
serd distinto para cada instante de tiempo (v = v(X,#)). Cabra hablar,

en consecuencia, de una familia distinta de lineas de corriente para
cada instante de tiempo (ver Figura 1-8).

1.8.1 Ecuacion diferencial de las lineas de corriente

Considérese un instante de tiempo dado ¢" y la descripcién espacial del campo
de velocidades en dicho instante v(x,z"). Sea x(A) la ecuacién de una linea de
corriente parametrizada en funcién de un cierto parametro A. El vector
tangente a la linea de corriente queda definido, para cada valor de A por
dx(\)
d\

comao:

y la condicién de tangencia del campo de velocidades puede escribirse

d);(}?) —y
dx, (M) _
a

(x(?»),t*)

Encontrar x(A):= (1.26)

vi(x).r7) ie {123}

La ecuaciones (1.26) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales de
. ., . . * s
primer orden cuya solucion para cada instante de tiempo ¢ , que dependera de
tres constantes de integraciéon (C,,C,,C;), proporciona la expresion

paramétrica de las lineas de corriente:

{x=¢<c;,c;,c;,x,r*>

. (1.27)
x; =0,(C,C,,Cy, M 1) ie{1,2,3}

Cada tripleta de constantes de integracién (C,,C,,C;) identifica una linea de
corriente cuyos puntos se obtienen a su vez asignando valores al parametro A .

. . * . .y ’
Para cada instante de tiempo ¢ se obtiene una nueva familia de lineas de
cotrriente.
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Observacion 1-7

Si se tiene un campo de velocidades estacionatio (= v(X,1) = v(X)),
las trayectorias y lineas de corriente coinciden. 1a justificacion de este hecho
se puede hacer desde dos opticas distintas:

e Ja no apariciéon del tiempo en el campo de velocidades en las
ecuaciones (1.22) y (1.26) motiva que las ecuaciones diferenciales
que definen las trayectorias y las que definen las lineas de
corriente solo difieran en la denominacion del parametro de
integracién (to A respectivamente). La solucién de ambos
sistemas debe set, por consiguiente, la misma salvo por el nombre
del parametro utilizado en los dos tipos de curvas.

e Desde un punto de vista mas fisico: a) Si el campo de velocidades
es estacionario sus envolventes (las lineas de corriente) no varfan
con el tempo; b) una determinada particula recorre el espacio
manteniendo su trayectoria en la direcciéon tangente al campo de
velocidades que va encontrando a lo largo del tiempo; ¢) por
consiguiente, si una trayectoria empieza en un punto de cierta
linea de corriente, se mantiene sobre la misma a lo largo del
tiempo.

1.9 Tubo de Corriente

Definicion:

Tubo de corriente: Superficie constituida por un haz de lineas de

cortiente que pasan por los puntos de una linea cerrada, fija en el
espacio y que #o constituye una linea de cortiente.

En casos no estacionarios, aunque la linea cerrada no varfa, el tubo de corriente
y las lineas de corriente si lo hacen. Por el contrario, para el caso estacionario el
tubo de corriente permanece fijo en el espacio a lo largo del tiempo.

1.9.1 Ecuacion del tubo de corriente

Las lineas de corriente constituyen una familia de curvas del tipo:
x=1(C,,C,,C;, A1) (1.28)

El problema consiste en determinar para cada instante de tiempo, qué curvas
de la familia de curvas de las lineas de corriente pasan por una linea cerrada y
fija en el espacio I', cuya expresiéon matematica parametrizada en funcién de
un parametro s es:

= x=gs) (1.29)
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Para ello se impone la condicién de pertenencia de un mismo punto a las dos

curvas, en términos de los parametros X"y s :
gls")=1(c,.C,.Co 0 1) (1.30)
Con lo cual se obtiene un sistema de tres ecuaciones del cual se puede despejar,
por ejemplo, s*,1",C,, esto es:
s' =5 (C,Cy,t)
A =A(C,,Cy.t) (1.31)
Cy=G(Cy,C, 1)
Sustituyendo (1.31) en (1.30) se obtiene:
x=1(C,,C,.C(C,,Chut)h A (C,, Cyt)t)=h(C,, Cy 1) (1.32)

que constituye la expresién parametrizada (en funcién de los parametros
C,,C,) del tubo de corriente, para cada instante ¢ (ver Figura 1-9).

X Figura 1-9 — Tubo de Corriente

1.10 Linea de traza

Definicion:

Linea de traza, telativa a un punto fijo en el espacio x" denominado
punto de vertido y a un intervalo de tiempo denominado #empo de vertido
[t,-,t f], es el lugar geométrico de las posiciones que ocupan en un

instante 7, todas las particulas que han pasado por x"en un instante
te l.eln e, )

La anterior definicion corresponde al concepto fisico de la linea de color (traza)
que se observaria en el medio en el instante 7, si se vertiese un colorante en el

punto de vertido x durante el intervalo de tiempo [z, , ¢ 71 (ver Figura 1-10).
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(x",y",z") punto de vertido

Figura 1-10 — Linea de traza

1.10.1 Ecuacidén de la linea de traza

Para determinar la ecuacién de la linea de traza es necesario identificar las

particulas que pasan por el punto x en los correspondientes instantes T.
Partiendo de las ecuaciones del movimiento dadas por (1.5) y (1.6) se trata de
determinar cudl es la etiqueta de la particula que en el instante de tiempo T

pasa por el punto de vertido. Para ello se plantea:
x =x X, T
. (x.7) = X=1(1) (1.33)
X; =X (X, ‘C) iel23

Sustituyendo (1.33) en las ecuaciones del movimiento (1.5) se obtiene:
x=¢ (@ )=gr) el ] (1.34)

La expresion (1.34) constituye, para cada instante ¢, la expresiéon paramétrica
(en términos del pardmetro 1) de un segmento curvilineo en el espacio que es
la linea de traza en dicho instante.

Ejemplo 1-7 — Sea un movimiento definido por las signientes ecuaciones del movimiento:
x=(X+Y)t2 + X cost
y=(X+Y)cost— X
Obtener la ecnacion de la linea de traza asociada al punto de vertido x* =(0,1) para el
periodo de vertido [t,,400).
Las coordenadas materiales de la particula que han pasado por el punto de
vertido en el instante T estan dadas pot:

-7
0=(X+Y)7 +Xcos r} X_IZ +COST

1={X+Y)cos T-X ye T +cost

_‘Ez +COSz‘C

Por lo tanto la etiqueta de las patticulas que han pasado por el punto de vertido
desde el instante de inicio de vertido #, hasta el instante actual ¢ queda

definida por:
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X= 12 +cos’t
. te 1y, 1] [y, 0] =101
T2 4+co8T
y=_ TOOT
1% +cos’ 1T

De aqui substituyendo en las ecuaciones del movimiento se obtienen las

ecuaciones de la linea de traza:
2

cosT -1
x=—= —t’ + —cos?
T +cos’ T T° +cos’ T
x=g(t,0)= ) 1€ [t,.1]
__cost -1
T* +cos’ T T +cos’ T

Observacion 1-8

En un problema estacionario las lineas de traza son segmentos de las
trayectorias (o de las lineas de corriente). La justificacion se basa en el
hecho de que en el caso estacionario la trayectoria sigue la envolvente
del campo de velocidades que permanece constante con el tiempo. St

se considera un punto de vertido, X', todas las particulas que pasan
por él seguirdn porciones (segmentos) de la misma trayectoria.

1.11 Superficie material

Definicion:

Superficie material Superficie moévil en el espacio constituida siempre
por las mismas particulas (puntos materiales).

En la configuraciéon de referencia €, la superficie X, podra definirse en

términos de una funcién de las coordenadas materiales F(X,Y,Z) como:

L, ={(X,Y,Z | F(XY,2)=0}

(1.35)

Observacion 1-9

La funcién F(X,Y,Z) no depende del tiempo, lo que garantiza que
las particulas, identificadas por su etiqueta, que cumplen la ecuacién
F(X,Y,Z)=0 son siempre las mismas de acuerdo con la definicion

de supetficie material.
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T, ={X | F(x,v,2)=0}
o(X.1) T, ={x | f(x,y,2.1)=0}

Figura 1-11 — Superficie material

o=z | fy,zt)=0}

Observacion 1-10

La funcién f(x,y,z,t) depende explicitamente del tiempo, lo que

establece que los puntos del espacio que estaran sobre la superficie varfan
con el tiempo. Esta dependencia del tiempo de la descripcién espacial
de la superficie, le confiere su caracter de superficie movil en el
espacio (ver Figura 1-11).

Observacion 1-11
Condicion necesaria y suficiente para que una supetficie mévil en el
espacio, definida implicitamente por una funcién f(x, y,z,¢) =0, sea

material (esté constituida siempre por las mismas particulas) es gue la
dertvada material de f(x,y,z,t) sea nula:

df(x,t)=al+vvf=0 VXGZ, Vt
dt ot

La condicién es necesaria puesto que si la supetficie es material, su
descripcién material no depende del tiempo (F =F(X)) y por
consiguiente, su descripcion espacial tiene derivada material nula. La
condicion de suficiencia se fundamenta en que, si la derivada material
de f(x,t)es nula, la correspondiente descripcién material no

depende del tempo (F' = F(X)) y pot consiguiente, el conjunto de

particulas (identificadas por su coordenadas materiales) que cumplen
la condicién F(X) =0 es siempre el mismo.

La descripcién espacial de la superficie se obtendra a partir de la descripcién
espacial de F(X(X,#)= f(x,y,z,1):

(1.36)
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Ejemplo 1-8 — En la teorfa de oleaje se impone la condicién de que la
superficie libre del fluido que esta en contacto con la atmodsfera sea una
superficie material. Es decir, esta restriccion supone que la superficie libre esta
formada siempre por las mismas particulas (hipétesis razonable sobre todo en
aguas profundas).

Si se supone que z = T](x, y,t) define la altura de la supetficie del mar respecto
a un nivel de referencia, la superficie libre del agua vendra definida por:
f(x,y,z,t)E z—n(x,y,t)=0.

n

z
=) /\ supetficie libre

z= n(x, ¥, t) =cota

de la superficie libre
Figura 1-12
.., df .
ILa condicion ya =0 se escribe como:
9 __m
ot ot
9
ox
Jf of Jf Jf
V-VfZ[vX v, VZ] g =vxa—x+vy$+vzg
9
- aZ -
izal+v~vf=—@—vxa—n—vra—n+Vz=0 =
dt ot ot ox oy
_n,_on,_ an

v V,—+v,—
oot Tox oy
Es decir, la condicién de superficie material se traduce en una condicién sobre
la componente vertical del campo de velocidades.

1.12 Superficie de control

Definicion:

Superficie de control Una superficie fija en el espacio.

Su descripcién matematica viene dada por:

T={x | f(xy2)=0} (1.37)
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NOTA

Se entiende la funcion
F(X) definida de tal
forma que F(X)<0
cotresponde a puntos
del interior de v,

Es evidente que una superficie de control es atravesada por las distintas
particulas del medio continuo a lo largo del tiempo (ver Figura 1-13)

Figura 1-13 — Superficie de control

1.13 Volumen material

Definicién:

Volumen material Es un volumen limitado por una superficie material
cerrada.

La descripcién matematica del volumen material V' (ver Figura 1-14) viene dada
pot:

v,={X | F(X)<o0} (1.38)
en la descripciéon material, y por:
v,={x | f(x,7)<0} (1.39)

en la descripcion espacial, siendo F(X) = f (X(X,t),t) la funcién que describe la
superficie material que lo encierra.

Obsetvacion 1-12

Un volumen material esta constituido siempre por las mismas
particulas. La justificacién se hace por reduccién al absurdo: si una
clerta particula pudiese entrar o salir del volumen material, se
incorporarfa en su movimiento a la superficie material (al menos por
un instante de tiempo). Esto serfa contrario al hecho de que la
superficie, por ser material, estd formada siempre por las mismas
particulas.
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NOTA

Se entiende la funcién
f(x) definida de tal
forma que f(X) <0

corresponde a puntos
del intetior de |/

Figura 1-14— Volumen material

1.14 Volumen de control

Definicion:

Volumen de control Conjunto de puntos del espacio situados en el
interior de una superficie de control cerrada.

Se trata de un volumen fijo en el espacio que es atravesado por las particulas
del medio durante su movimiento. Su descripcién matematica es:

v={x | f(x)<o0} (1.40)

Figura 1-15 — Volumen de control



2 Descripcion de la
deformacion

2.1 Introduccion

Definicion

Deformacion: en el contexto mas general, el concepto deformacion se
refiere al estudio no ya del movimiento absoluto de las particulas tal
como se hizo en el capitulo 1, sino del moviniento relativo con respecto
a una particula determinada, de las particulas sitnadas en un entorno
diferencial de aquella.

2.2 Tensor gradiente de deformacion

Consideremos en el medio continuo en movimiento de la Figura 2-1 una
particula P en la configuracién de referencia Q,, y que ocupa el punto del

espacio P’ en la configuracién actual Q,, y una particula Q situada en un

entorno diferencial de P y cuyas posiciones relativa respecto a ésta en los
instante de referencia y actual vienen dadas por dX y dx respectivamente.

t
Ko, ﬁ Py
A
X

X,,x,

prl Fingl’ﬂ 2-1
Sean

not

X= (p(X,t) = X(X,t) @.1)

xi:(pi(Xl7X2’X3’t)}ztxi(X1’X2’X37t) ie{l,2,3}
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NOTACION

Se considera aqui la
forma simbolica del
operador Nabla material:
o_ 0 -

=—e,;

X,
aplicada a la expresion
del producto tensorial o
abierto:
not

[a®bl;, =[ab], =

=aibj

2 Descripcion de la deformacion

las ecuaciones del movimiento. Diferenciando (2.1) con respecto a las
coordenadas materiales X resulta:

dv, = 9% x| i je(123)
Ecuacién fundamental X
y 7 (2.2)
de la deformacion F;
dx=F-dX
La ecuacion (2.2) define el tensor gradiente material de la deformacion F(X,t):
not J—
Tensor gradiente material F=x®V 23
de la deformacion F. = o, i, je {1,2,3} &)
YooX,
Las componentes explicitas del tensor F vienen dadas por:
[ ox; dx oy 1
a8 a9 gXI %Xz %X3
S X X x
Fl=x®V|=|x, || 55 = = |72 ==& =2 2.4
¥l [ ] : {axl 0x, axj X, 0X, oX, @9
x
T;T - dx;  dx; Oy
v [ox, ox, ox, |

Obsetvacion 2-1

El tensor gradiente de la deformacion F(X,t) contene la informacién del
movimiento relativo, a lo largo del tiempo ¢, de todas las particulas
matetiales en el entorno diferencial de una dada, identificada por sus
coordenadas materiales X. En efecto, la ecuacién (2.2) proporciona
la evoluciéon del vector de posicién relativo dx en funcién de la
correspondiente posicion relativa dXen el instante de referencia. En
este sentido, si se conoce el valor de F(X,?) se dispone de la
informacién asociada al concepto general de deformacion definida en
la seccion 2.1

2.2.1 Tensor gradiente de la deformacion inverso

Considerando ahora las ecuaciones de movimiento inversas:

X=0"(x1)= X(x,1)
not

Xi:(Pi_l(xI’XZ’x3’t):Xi(xl’xZ’XS’t) i€ {1’2’3}

y diferenciando (2.5) con respecto a las coordenadas espaciales x; , resulta:

(2.5)



NOTACION

Se considera aqui la
forma simbolica del
operador Nabla espacial
J .
=—=e;-
ox;

Obsérvese la diferencia
de notacién entre dicho
operador espacial (V)

y el operador Nabla
material (V).
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RECORDATORIO

Se define el operador
de dos indices Delta de

Kronecker § ; como:
1 sii=j
81‘/ = { .. ].
0 sii#]j
El tensor unidad de 2°
orden 1 viene definido

por: [1]11 = 6;‘; .

ax, =% g i jenas
ox;
7 (2.6)
;
dX=F7' dx

Al tensor definido por al ecuacién (2.6) se le denomina tensor gradiente espacial
de la deformacion o tensor gradiente (material) de la deformacion inverso y viene
caracterizado por:

not
F'=X®V

. N 2.7
de la deformacion F. :% i, je{1,2,3} &7
X

Tensor gradiente espacial

i
J

, - -1 .
Las componentes explicitas del tensor F vienen dadas por:

[ox, ox, ox, |
X ox;, dx, ox,
X, dX, dX,

1
o 9 0
F'|=[xX®V]=|Xx,||— — —|=
[P - ] X2 {ax1 ox, axj ox, ox, ox,

3 "1 9X; dX; dX
v 3 3 3
X] vr ox;, Ox, Ox;

2.8)

Obsetvacion 2-2

El tensor gradiente espacial de la deformacion, denotado en (2.6) y

(2.7) mediante F', es efectivamente el inverso del tensor gradiente
(material) de la deformacion F. La comprobacion es inmediata

puesto que:
X X . not
9 0Ny s ppiet
X, dx; dx; ‘
=
L F-1
ik .
X, dx, _ dX, L plpo1
dx, dX, dX, v
—_—

Ejemplo 2-1 — Para un determinado instante, el movimiento de un medio continuno viene
definido por:

X=X, —A4AX;, , x,=X,—-AX, , x;=—AX,+4X,+X;.
Obtener el tensor gradiente material de la deformacion ¥(X) en dicho instante. A partir de
las ecuaciones de movimiento inversas obtener el tensor gradiente espacial de la deformacion

F ' (x). Con los resultados obtenidos comprobar que F - F'=1.
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a) Tensor gradiente material de la deformacion:

XI_A'XS
F=xov=[|V] =| x,-ax, -[%, a?(’ %]:
—AX, + AX, + X, ! 2 3
1 0 -4
=0 1 -4
-4 4 1

b) Ecuaciones de movimiento inversas: De la inversion algebraica de las ecuaciones

de movimiento se obtiene:
X, =+ 4%)x, — 4> x, + Ax,
X(x,0)=3X,=A4"x, +(1-A4%)x, + Ax,
X;=Ax, —Ax, + x4
¢) Tensor gradiente espacial de la deformacion:
I+ A4%)x, — A% x, + Ax,
F'=X®V=[X] [V] =| 4%x, + 01— 4%)x, + Ax, -{i, i, i}
ox;  0Ox, Ox,
Ax, — Ax, + x4
1+4> -4 4
=| 44 1-4> 4

A -4 1
d) Comprobacion:
1 0 —A][1+4* —-4* 4| 1 00
F-F'=[ 0 1 —4|| 4> 1-4* 4|=|0 1 0|=1
-4 4 1 A -4 1] |0 0 1

2.3 Desplazamientos

Definicion:

Desplazamiento: diferencia entre los vectores de posicion de una misma
particula en las configuraciones actual y de referencia.

El desplazamiento de una particula P en un instante determinado viene
definido por el vector u que une los puntos del espacio P (posicion inicial) y

P’ (posicién en el instante actual ¢) de la particula (ver Figura 2-2).

El

desplazamiento de todas las particulas del medio continuo define el campo
vectorial de desplazamientos que, como toda propiedad del medio continuo, podra

describirse en forma material U(X,#) o espacial, u(x,?):

UX, ) =x(X,1)- X
UX.)=x,X0-X, ie{l,23}

2.9)
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(2.10)

u(x,t)=x-X(x,t)
u,(x,t)=x; — X;(x,1) ie{l,2,3}

Figura 2-2 — Desplazamientos

2.3.1 Tensores gradiente material y espacial de los
desplazamientos

La derivacion del vector desplazamiento U, en la ecuacion (2.9) con respecto a

las coordenadas materiales lleva a:

U, . X . def
l:8x, _a op 8,2,
aX, dX, dX,
—L -2
F;'j 6U
que define el zensor gradiente material de los desplazamientos como:

@.11)

. def _
Tensor gradiente JX, ) =UX,)®V=F-1

materialde los  — _ (2.12)
_ U, =F, -8, i,je{l23}

desplazamientos i T ox
J
dU, = U, dx;=J,;dXx,; 1i,je{l23}
ax; 2.13)
dU=J-dX

De forma similar, diferenciando la expresién de u, en la ecuacién (2.10), con

respecto a las coordenadas espaciales se obtiene:
u. )'e def
u, _ox; 09X, _5, P,
dx; dx; Ox; : (2.14)
—_— =
5 K
que define el tensor gradiente espacial de los desplazamientos como:

. def
Tensor gradiente ix) =u(x,)®V=1-F"
espacialdelos — ou.

T o,

(2.15)

s o
desplazamientos _81'/' Fij i, je{1,2,3}
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NOTACION

Se utiliza la convencion:

not

(o] =@

ou,
=1 =7 ) i, 7ed{l.2
du, axj dx] Ji dxj i, je{l,2,3} (2.16)
du=j-dx

2.4 Tensores de deformacion

Consideremos ahora una particula del medio continuo, que ocupa el punto del
espacio P en la configuraciéon material, y otra particula Q de su entorno

diferencial separada de la anterior por el segmento dX (de longitud
dS =+dX-dX) siendo dx (de longitud ds=+dx-dx) su homdlogo en la

configuracion actual (ver Figura 2-3). Ambos vectores diferenciales estan
relacionados por el tensor gradiente de la deformacién F(X,r) mediante las

ecuaciones (2.2) 6 (2.6):

j— . — '1.
dx=F-dX dX=F - dx 247
dx; = F, dX dX,=F;'dx_
J
X Figura 2-3
Puede escribirse entonces:
(ds) =dx-dx =|dx| -[dx]=[F-dX] -[F-dX]=dX -F" -F-dX 218)
(ds)’ =dx, dx, = F,; dX ,F,, dX; =dX F, F,.dX, =dX,F]FdX,
y, alternativamente,
@Sy =X -aX =[ax] -[axX])=[F" -ax] [F"-ax] =ax-F T F-dx .19

(dSY =dX, dX, = F;' dx,F;' dx, =dx,F;'F,;\dx, =dx,F; F,;\dx,

2.4.1 Tensor material de deformacion (tensor de deformacion
de Green-Lagrange)

Restando las expresiones (2.18) y (2.19) se obtiene:
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(ds)* —(dS) =dX-F" -F-dX-dX-dX=dX-F' -F-dX-dX-1-dX=
=dX-(F" .F-1)-dX=2dX-E-dX
B

def
=2E

(2.20)

La ecuacion (2.20) define implicitamente el denominado zensor material de
deformacion o tensor de deformacion de Green-Lagrange como:

Tensor material E(X,7)= 1 (F" .F-1)
de deformacién ~ — 2 | 2.21)
(Green - Lagrange) E;(X,t)= 3 (FuFy —8;) i,je{l,2,3}

Obsetrvacion 2-3 I

El tensor material de deformacién E es simétrico. L.a demostracion se
obtiene directamente de la ecuacién (2.21) observando que:

B = (7 F-1) = (FT () -1") = (FT -F-1)=E

E;=E, i je{l23}

2.4.2 Tensor espacial de deformacion (tensor de deformacion
de Almansi)

Restando de forma alternativa las expresiones (2.18) y (2.19) se obtiene:
(ds)’ —(dSY =dx-dx—dx-F7 -F'.dx=dx-1-dx—dx-F7" -F .dx
=dx-1-F" -F)-dx=2dx-e-dx
—_—

def
=2e

(2.22)

La ecuaciéon (2.22) define implicitamente el denominado fensor espacial de
deformacidn o tensor de deformacion de Almansi como:

Tensor espacial e(x,1)= l(]_ ~-F7T.F
de deformacion — 2

| (2.23)
(Almansi) e;(x,0)= 5(5” ~F'F) i je{l23
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Observacion 2-4

El tensor espacial de deformacion e es simétrico. La demostracién se
obtiene directamente de la ecuacion (2.23) observando que:

>T_l _wT. 717_1 T _ e N\ (g T\T\—
e—2(1F F)—2(1 F) -F'))=

=%(1—F’T-F’1)=e

e; =e; 1,je{1,2,3}

y Jt

Observacion 2-5

Los tensores material E y espacial e de deformacion son fensores
distintos y no se trata de la descripcion material y espacial de un miismo tensor de
deformacion. 1as expresiones (2.20) y (2.22):

(ds) —(dS)' =2dX-E-dX=2dx e-dx

lo ponen de manifiesto puesto que ambos tensores vienen afectados
por distintos vectores (dX y dx respectivamente).

El tensor de deformacion de Green-Lagrange viene desctito naturalmente en
descripcion material (E(X,?)). En la ecuacion (2.20) actia sobre el
clemento dX (definido en la configuracién material) y de ahi su
denominacion de tensor material de deformacion. Sin embargo, como toda
propiedad de medio continuo puede describirse, si es necesario,
también en forma espacial (E(x,f)) mediante la adecuada
substitucién de las ecuaciones de movimiento.

Con el ftensor de deformacion de Almansi ocutre lo contrario: viene
desctito naturalmente en forma espacial y en la ecuacion (2.22) actia
sobre el vector diferencial (definido en la configuracién espacial) dx y
de ahi su denominacion de zensor espacial de deformacion. También puede
ser descrito, si es conveniente, en forma material (e(X,?)).

Ejemplo 2-2 — Para el movimiento del Ejemplo 2-1, obtener los tensores material y
espacial de deformacion.

a) Tensor material de deformacion: E=%(FT~F—1)=
1 0 -4][1 0o —-4] [1 A4 -4 -24

0 0 |
0 1 41010 1 —4|-|10 1 0|b==|-4> 4 0
-4 -4 1 -4 4 1 0 0 1 24 0 247

L
2
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1
b) Tensor espacial de deformacién: e = 5(1 -FT.F =

| 1 0 o] |1+4%> 4° A | [1+4* —-4* 4
=5 0 1 0|—| —4> 1-4> —A|| 4> 1-4* 4|'=
0 0 1 A A 1 A -4 1

1 —34% —24% A*+24* -24-24°
=—| 4*>+24* A4A*-24" 24°
—24-24° 243 —24°

(Obsérvese que E #e).

2.4.3 Expresion de los tensores de deformacion en términos de
los (gradientes de los) desplazamientos

Substituyendo las expresiones (2.12) (F=1+J) y (2.15) (F'=1-j) en las

ecuaciones (2.21) y (2.23) se obtienen las expresiones de los tensores de
deformacién en funcién del gradiente material, J(X,¢), y espacial, j(x,7), de

los desplazamientos:

E:%[(l+JT)-(1+J)—1]:%[J+JT +37 g

E(X,1) — fav, U, au,au,] (2.24)
== L+ + i,je{l,2,3}
T72lox, ax, X, ax,
1 . N Y
e=5[1—(1—JT)’(1—J)]=5[J+JT—JT‘J]
(2.25)

e(x,t) — o
e; =l o, +i_aﬂaﬂ i, je{1,2,3}
7 2|dx; ox; Ox; ok,

2.5 Variacion de las distancias:
Estiramiento. Alargamiento unitario

Consideremos ahora una particula P en la configuracién de referencia y otra
particula Q, situada en un entorno diferencial de P, ver Figura 2-4. Las

correspondientes posiciones en la configuracion actual vienen dadas por los
puntos del espacio Py Q de tal forma que las distancia entre ambas
particulas en la configuracion de referencia, dS, se transforma en ds en el

instante actual. Sean T y tsendos vectores unitarios en las direcciones PQ y

P’Q’, respectivamente.
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Definicion:

segmento diferencial original PQ .

Estiramiento: en el punto material P (o en el punto espacial P’) en
la direccién material T (o en la direccion espacial t) es la longitud del

segmento diferencial deformado P'Q" por unidad de longitud del

X

La traduccion a lenguaje matematico de la anterior definicion es:
_Po _
Y

1

Figura 2-4 — Estiramiento y alargamiento unitario

. . def
Estiramiento =

Ar =X,

ds
ds

(0<A<oo)

(2.26)

NOTACION

Frecuentemente se

prescindird de los

subindices o
OF

(o)t al referirse a los

estiramientos o
alargamientos unitarios.
Téngase bien presente,
sin embargo, que
siempre estan asociados
a una direccion
determinada.

Definicion:

y la correspondiente definicion matematica:

Alargamiento unitario: en el punto material P (o en el punto espacial
P’) en la direccion material T (o en la direccién espacial t) es el

incremento de longitud del segmento diferencial deformado P'Q" por
unidad de longitud del segmento diferencial original PQ .

Alargamiento unitario

def

Er =&

_APQ
PQ

ds —dS
ds

2.27)

Las ecuaciones (2.26) y (2.27) permite relacionar inmediatamente los valores
del alargamiento unitario y del estiramiento para un mismo punto y direcciéon

como:

e ds—dS ds
ds

——

A

L =21
ds

(=-l<e<o)

(2.28)
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Observacion 2-6

e Si A=1 (e=0)=ds=dS: Las particulas P y Q pueden
haberse movido relativamente con el tiempo, pero sin aumentar
ni disminuir la distancia entre ellas.

o SiA>1 (e>0)=ds>dS: La distancia entre las particulas P y
O se ha alargado con la deformacion del medio.

e SiA<l (e<0)=ds<dS: Ladistancia entre las particulas P y
QO se ha acortado con la deformacion del medio.

2.5.1 Estiramientos, alargamientos unitarios y los tensores de
deformacion

Considerando las ecuaciones (2.20) y (2.22) y las expresiones geométricas
dX=TdS y dx=tds, ver Figura 2-4, se puede escribir:

dsY —(dS) =2 dX ‘E- dX =2(dS)'T-E-T
( ) —— ——

dsT dasT (229)
(ds)z—(ds)zzzgzedgzz(ds)ztet ’
dst dst

y dividiendo ambas ecuaciones por (dS )? y (ds)?, respectivamente, se obtiene:

(ﬁ)2 1= —-1=2T-E-T = {xzm
ds

2.30
ech-leizTET-1] &0
A
o
2 1-2t-e-t
1—(%5) =1-(1/0)*=2t-e-t = ‘/71 (2.31)
S
L0 e=A-l=—rn-—ru--—"u-1
10 fiacet

expresiones que permiten calcular el alargamiento unitario y el estiramiento
segun una direcciéon (material, T o espacial, t) determinada.

Observacion 2-7

Los tensores material y espacial de deformacién E(X,?) y e(x,?)

contienen informacién sobre los estiramientos (y los alargamientos
unitarios) para cualquier direccién en un entorno diferencial de un
particula dada, tal como ponen de manifiesto las ecuaciones (2.30) y
(2.31).
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Ejemplo 2-3 — E/ tensor espacial de deformacion para un cierto movimiento es:
0 0 —te”
e(x,7)=| 0 0 0
—te” 0 t(2e" —e')

Calenlar la longitud, en el instante t =0 del segmento que en el instante t =2 es rectilineo y
une los puntos a=(0,0,0) y b=(,L1).

Se conoce la forma y posicién geométrica del segmento material en el instante
t=2. En el instante =0 (instante de referencia) el segmento no es
necesariamente rectilineo y no se conocen las posiciones de sus extremos A y
B (ver Figura 2-5). Para conocer su longitud hay que aplicar la ecuacion (2.31):

_;:ﬂ = dSZldS
1-2t-e-t dS A

b(,1,1)

a(0,0,0)

X
Figura 2-5

para un vector de direccion en la configuracion espacial t de valor:
1

t=—=|1, 1, 1]" obteniéndose:
ﬁ[ |
0 0 —te” 1
tet=—=[t 1 11| 0 o 0 |1 o L
3
3 —te” 0 t(2e” —e")| |1 3

7»| = =
=2 >
’/1+§te’ \/1+:e2 \/3+4e

5 51, 1, 1 1

= lAB:LdS:LdezxLﬁleabzx\/g = 1, =v3+4¢
]
ab

2.6 Variacion de angulos

Consideremos ahora una particula P y otras dos particulas O y R, situadas en

un entorno diferencial de P en la configuracién material, ver Figura 2-6, y las



2 Descripcion de la deformacion 37

mismas particulas ocupando las posiciones espaciales P, Q" y R . Se plantea

ahora la relacion entre los angulos que forman los correspondientes segmentos
diferenciales en la configuracién de referencia (angulo ®), y en la configuracion
actual (angulo 0).

A partir de las ecuaciones (2.2)y (2.0), aplicadas a los vectores diferenciales que
separan las particulas puede escribirse,

(2.32)

dx" =F - ax? dXV =F" . ax"
=
dx®) =F - ax® dX® =F~" . ax®

y por la propia definicién de los vectores unitarios T, T® t© y t®)que
definen las correspondientes direcciones en la Figura 2-6:

{dX(') — 45O 0 {dxm — g0 ¢

dX® = g5 ) dx® = g5 ¢® (2.33)

X

1 Figura 2-6

y, finalmente, por la definicién (2.26) de los correspondientes estiramientos:

w_ 1 0
dsW =2 gs® s = Q ds
S - dS(Z):ﬁdS(z)
Planteando ahora el producto escalar de los vectores dx" - ax .
ds ds® cos 0 =[x -[ax | cos 0 =dx - ax® =[ax | -[ax ] =
=[F.axO] .[F.ax®]=ax? . (F" - F). ax® =
2E+1
(2.35)

=ds"TV.2E+1)-T® ds® =$ dsV TV . 2E+1)- T® % ds®) =
1

el

= dsVds® % TV . 2E+1) - T®

y comparando los términos inicial y final de la ecuacién (2.35) se obtiene:
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TV.(1+2E) T
20 2 6)

cos0=

(2.36)

donde los estiramientos A" y A® pueden obtenerse aplicando la expresién
(2.30) a las direcciones TV y T® llegindose a:

TV.@+2E)- T
V4210 BTV {14210 . E. TO

cosO =

(2.37)

De un modo andlogo, operando en la configuraciéon de referencia, puede
obtenerse el angulo @ entre los segmentos diferenciales dX y dX® (en
funcion de tV, t¥ y e) como:

(0. (2= 2¢)- £
V1-2t0 e t0 J1-2¢0 . ¢.¢0)

cos® = (2.38)

Observacion 2-8

De forma similar a lo comentado en la Observacion 2-7 los tensores
material y espacial de deformacién, E(X,f) y e(x,t), también

contienen informacién sobre las variaciones de los angulos entre
segmentos diferenciales, en el entorno de una particula, durante el
proceso de deformacion. Estos hechos seran la base para
proporcionar una interpretacion fisica de las componentes de los
tensores de deformacion en el apartado 2.7 .

2.7 Interpretacion fisica de los tensores de
deformacion

2.7.1 Tensor material de deformacion

Considérese un segmento PQ, orientado paralelamente al eje X, en la

configuracién de referencia (ver Figura 2-7). Antes de la deformacion PQ
tiene una longitud conocida dS =dX .

X, ,Z 1
T® =30
0
das
dX=30
XY 0
X, X
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Se pretende conocer la longitud de P'Q" después de la deformacién. Para ello

consideremos el tensor material de deformacién E dado por sus
componentes:

EXX EXY EXZ Ell EIZ El3
E=|\Ey Ey Ey|=|E, Epn Ey (2.39)
Exy; Eyy Ey Ey Ey Ey
En consecuencia:
El] ElZ E13
T'E'T:[T]T'[E]'T:[l 0 0]' E, Ep E;x||0|=E, (2.40)
Ey Ey Ey

El estiramiento en la direccién material X, puede obtenerse ahora
sustituyendo el valor T-E-T en la expresion del estitamiento (2.30),
obteniéndose: A, =4/1+2E,,. De modo andlogo se pueden considerar
segmentos orientados en las direcciones X, =Y y Xy;=Z vy obtener los

valores A, y A, resultando:

A =J1+2E, =\142E, = ey =Ay —1=4/1+2E,, —1

Ay =142E, =\1+2E,, = &, =L, —1=,/1+2E, -1 (2.41)
Ay =y1+2Ey =41+2E,, = e,=A, -1=\1+2E,, ~1

Observacion 2-9

En las componentes Eyy, Eyy v E;, (0 E,,, E,, vy E;;) de la

diagonal principal del tensor E (denominadas deformaciones longitudinales)
esta contenida la informacién sobre el estiramiento y los
alargamientos unitarios de segmentos diferenciales inicialmente (ez /a
confignracion de referencia) otientados en direcciones X, Y y Z.

e Si Ey, =0=¢, =0= No hay alargamiento en la direccion X .

e i Ey =0= ¢, =0= No hay alargamiento en la direccién ¥ .

e Si £, =0=¢, =0= No hay alargamiento en la direccién Z .

Consideremos ahora el angulo entre los segmentos PQ (paralelo al eje X,) y
PR, (paralelo al eje X,) siendo Q y R , dos particulas del entorno diferencial

de P en la configuracion de material y P’,Q”" y R’ las respectivas posiciones
en la configuracion espacial(ver Figura 2-8). Conocido el angulo (© =%) entre

los segmentos en la configuracién de referencia es posible conocer el angulo 6
en la configuracion actual, utilizando la expresion (2.37) y teniendo en cuenta la

ortogonalidad de ambos (T"-T® =0) y las igualdades T -E-T" =E,,,
T .E-T¥=E, y TV E-T? =E,,,
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TV.(1+2E)- T® ~ 2E,
JI42TO E.TO \142T® . E.T®  1+2E, 1+2E,,

cosO =

o lo que es lo mismo:
2F

JI+2E J1+2Ey

y el incremento del dngulo final respecto a su valor inicial resulta:

T .
0=0,, =——arcsin
Y2

2F
AO®,, =0, —0,, =—arcsin X7
R JI+2E J1+2E,,
2
X3,Z &
3 (1)
TV =
P R T(Z)
0 /2
TO =
TO
s
X,.Y
X, X Figura 2-8

(2.42)

(2.43)

(2.44)

Resultados analogos se obtienen partiendo de pares de segmentos orientados

segun las distintos ejes de coordenadas llegandose a:

A® , =—arcsin 2Ew
JI42E J1+2Ey,
2
A®,, =—arcsin Exz
JI+2Eg J1+2E,
2
A®,, =—arcsin By
JI+2Ey J142E,,

(2.45)

Observacion 2-10

En las componentes E,, Ey, v Ey, (0 E,,, Ej; y E,;) del tensor

E (denominadas  deformaciones  transversales)  estd  contenida la
informacién sobre la variacion de los angulos entre segmentos
diferenciales inicialmente (en la configuracion material) orientados en
las direcciones X, Y y Z.

e Si E,, =0 = la deformacién no produce variacion del angulo
de dos segmentos inicialmente situados en las direcciones X e Y.

e Si E,, =0 = La deformacién no produce variacién del angulo
de dos segmentos inicialmente situados en las direcciones X y Z .

e Si Ey, =0 = la deformacién no produce variacion del angulo

de dos segmentos inicialmente situados en las direccionesY y Z .




2 Descripcion de la deformacion 41

En la Figura 2-9 se presenta la interpretacion fisica de las componentes del
tensor material de deformacién sobre un paralelepipedo elemental en el
entorno de una particula P con aristas orientadas segun los ejes coordenados.

&1+ 2E dx

S
A
dX
(2
) dX=
dXp 0
] JU+2E, ay

2E 4y
J142E g J1+2Ey,

2E
XI,X A©® = —arcsin XZ
Xz JU+ 2By A1+ 2B,

2E
A@YZ = —arcsin 2
J1+2E, J1+2E,,

Figura 2-9 — Interpretacion fisica del tensor material de deformacién

= —arcsin

2.7.2 Tensor espacial de deformacion

Argumentos parecidos a los de la seccién 2.7.1 permiten interpretar a su vez las
componentes del tensor espacial deformacion:

exx exy Xz el 1 el 2 el 3
e=le, e, €. |=|en €pn €y (2.40)
€y €y €, €3 €3 €3

Las componentes de la diagonal principal (deformaciones longitudinales)
pueden interpretarse en funcién de los estiramientos y alargamientos unitatios
de segmentos diferenciales orientados segin los ejes coordenados en la
configuracion actual o deformada:

A= ! = ! = € =¥—1
J1-2e;, \1-2e, o f1=2e,
= ! = ! = ¢ 1 -1
P12, fi-2e, b fl-2e, 2.47)
Ay = ! = ! = €, :é -1
J1-2e;  (f1-2e, 1-2e..

mientras que las componentes de fuera de la diagonal principal (deformaciones
transversales) contienen informacién sobre la variacién de dngulos entre



42

2 Descripcion de la deformacion

RECORDATORIO

Un tensor de segundo
orden (Q es ortogonal

si se verifica:

Q"-Q=QQ"=1

segmentos diferenciales orientados segun los ejes coordenados ez la configuracion
actual o deformada:

A =T_0 ; 2y
=—— =—arcsin

Yo T J1-2e, fi-2e,
e 2e

A8 =——0O,, =—arcsin = 2.48
2 ¥ J1-2e, \1-2e¢, @49)

2e

T z

AB , =——0,, =-arcsin 7

vz Yz

2 J1I-2e, 1-2¢,

El resumen de la correspondiente interpretacion fisica se presenta en la Figura

2-10: J1-2e, dx

XZ’y

A® = —arcsin
X V1-2e, ,/1—2eyy

2e
AO® = —arcsin =
* J1-2e, 4/1-2e,
2e

A® = -—arcsin o
rz /1-2e, \1-2e,

Figura 2-10 — Interpretacién fisica del tensor espacial de deformacion

2.8 Descomposicion polar

El teorema de descomposicion polar del analisis tensorial establece que dado un
tensor de segundo ordenF tal que ‘F‘ >0, existen un tensor ortogonal Q, y

dos tensores simétricos Uy V:
not
U=+vF'.F
not
V=+F-F’ =
Q=F-U'=V'.F

F=Q-U=V-Q (2.49)

La descomposicién (2.49) es unica para cada tensor F y se denomina
descomposicion polar por la izquierda (F =Q-U) o descomposicion polar por la derecha
(F=V-Q) y a los tensores U y V tensores derecho e izquierdo de
estiramiento, respectivamente.
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NOTA

Para obtener la raiz
cuadrada de un tensor
se procede a
diagonalizar el tensor,
se obtiene la raiz
cuadrada de los
elementos de la
diagonal de la matriz de
componentes
diagonalizada y se
deshace la
diagonalizacién.

NOTACION

Se utiliza aqui la
notacion (o) para
indicar la composicion
de dos aplicaciones

Eyo:
z=¢o&(x)

Obsetvacion 2-11

Un tensor ortogonal Q recibe el nombre de zensor de rotacion y a la
aplicacion y=Q-x se la denomina rvfacidn. Una rotacion tiene las
siguientes propiedades:

e Cuando se aplica a cualquier vector X, el resultado es un vector
y = Q - x del mismo médulo:

I =y-y=b1 b=l I - [Q x]=x-Q"-Q x=x-x=|x’

e El resultado de multiplicar (aplicar) el tensor ortogonal Q a dos

1 2 . . }
vectores x"'y x*' con el mismo origen y que forman entre s un
angulo «, mantiene el mismo angulo entre las imdagenes

(y(l) =Q- xP e y(z) =Q~X(2)):

yOoy?  x0.QT.Qx®  x®.x®
Olllly @] ol @ Ol @
POl Oyl Ol

En consecuencia la aplicacién (rotacién) y=Q-x mantiene los

=Ccoso

angulos y las distancias.

Considerando ahora el tensor gradiente de la deformacién y la relacion
fundamental (2.2) (dx=F-dX) y la descomposicion polar (2.49) se obtiene:

deformacion
f——“‘—_’ﬁ
rotacion
—N
dx=F -dX=(V-Q)-dX=V-(Q-dX) (2.50)
not
F(e) = deformacion o rotacion (e)
rotacion
deformacion
—
dx=F-dX=(Q-U)-dX=Q-( U-dX ) (2.51)
‘ F(e) =rotacion o deformacion (0)‘
Observacion 2-12 I

Las ecuaciones (2.50) establecen que el movimiento relativo en el
entorno de una particula durante el proceso de deformacion
(caracterizado por el tensor F) puede entenderse como la composicion
de una mtacidn (caracterizada por el tensor de rotacion Q, que

mantiene angulos y distancias) y una deformacion propiamente dicha (que
modifica angulos y distancias) caracterizada por el tensor V (ver
Figura 2-11).
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Observacion 2-13

e Alternativamente las ecuaciones (2.51) permiten caracterizar el
movimiento relativo en el entorno de una particula durante el
proceso de deformacion como la superposicion de una deformacion
propiamente dicha (caracterizada por el tensor U) y una rotacion
(caracterizada por el tensor de rotacion Q).

e Un movimiento de sélido rigido es un caso particular de
deformacion caracterizado por U=V =1y Q=F.

\Rotaci(’)n
/Rotacién

o
Lol

QDeformacién

F dX
Figura 2-11 — Descomposicién polar

2.9 Variacion de volumen

Consideremos una particula P del medio continuo en la configuracién de
referencia, (1 =0) que tiene asociado un volumen diferencial dV, (ver Figura 2-
12) que queda caracterizado mediante las posiciones de otras tres particulas Q,
R y S de su entorno diferencial, alineadas con Psegin tres direcciones
arbitrarias. El diferencial de volumen dV,, asociado a la misma particula en la
configuraciéon actual (a tiempo t), quedard asimismo caracterizado por las
correspondientes puntos espaciales P’,Q°, R y S’ de la figura (cuyas

posiciones configuraran un paralelepipedo que ya no esta orientado segin los
ejes coordenados como ocurre en la configuracion material).

Sean dX, dX® y dX® los vectores de posicion relativos entre particulas en
la configuracion material, y dx) =F-dX", dx® =F-dX® y dx® =F-ax®
sus homologos en la configuracién espacial. Evidentemente se cumplen las
relaciones:
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dx" =F - dX"
(2.52)

dx{)=F, -dX{" i j.ke{123}

Los volimenes asociados a la particula en ambas configuraciones pueden
escribirse como:

RECORDATORIO

El volumen de un

paralelepipedo puede ax® o gx0 axW
calcularse como el 1 2 3

producto mixto v, =[xV xdx®).ax® =det ax® ax® ax® |=|m|
(axb)-cdelos Xm(3) dX2(3) dX3(3)

vectores-afista g, v ‘ ‘

¢ que concutren en [N[]

cualquiera de sus

vértices. ) ax® ax) (2.53)
Por otra parte, cl a7, = (@xVxdx®)- ax® =det| ax® &x®  ax® |=|m|

ey ) ad) b

determinante de la
matriz constituida por
las componentes de
dichos vectores
ordenadas en filas

X, x
Figura 2-12 — Variacién de un elemento diferencial de volumen

Por otro lado, considerando las expresiones (2.52) y (2.53) puede escribirse:
my=dx\) =F,dX" =F, M, =M,F; = m=M-F' (2.54)

y, en consecuencia:

¥, =[] = M7 = M7 | =[] M] <[l
Se utli il =
expresioness av, = (255)
|A-B|=|A|B| ¥ dv, =dV (x(X,1),1) =[F(X,1)|dV (X.,0) =|F| dV,

[A7]=[a
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NOTA

Se tiene en cuenta aquf
el siguiente teorema del
algebra tensorial: dados
dos vectores gy b , s
se cumple que
a-x=Db-x paratodo
vector x = a=D)b-

2.10 Variacion del area

Consideremos ahora el diferencial de area dA4 asociado a una particula P en la
configuraciéon de referencia y su variacion a lo largo del tiempo. Para definir
dicho diferencial de 4rea, consideraremos dos particulas Q y R del entorno

diferencial de P, cuyas posiciones relativas respecto a la misma son ax y
ax® (ver Figura 2-13). Consideremos también una particula auxiliar

cualquiera S y su vector de posicién relativo dX®). Asociado al escalar diferencial
de drea, dA, definitemos el vector diferencial de drea dA = dAN cuyo modulo es
dA y cuya direccién es la de la normal N.

En la configuracién actual, en el tiempo ¢, la particula ocupara un
punto espacial P’, y tendra asociado un diferencial de 4rea da que, a su vez,
define un vector diferencial de area da=dan, donde n es la correspondiente

normal. Consideremos también las posiciones de las demds particulas Q'y R y

S’ y sus vectores de posicion relativos dx® | ax® y dx®).

X,x
Figura 2-13 — Variacién del area

Los volimenes dV, y dV, de los respectivos paralelepipedos podran calcularse

comao:

dVy=dH dA=dX®) -Nd4d=dX®) -Ndd=dA -ax®
\ﬂ——/

aH A (2.56)
AV, =dhda= dx® -n da=dx® -nda =da-ax® ‘
—
dh da

y teniendo en cuenta que dx =F- dX®) | asi como la ecuacién de cambio de
volumen (2.55), puede escribirse:

da-F-dX® =da-dx® =av, =|F|av, =[F|dA -daX"? Vax® (2.57)

Comparando el primer y altimo término de (2.57), y teniendo en cuenta que la
posicién relativa de la particula S es cualquiera (y por tanto también lo es el

vector dXV), se llega finalmente a:

da-F=[F|dA = |da=|F|dA-F™ (2.58)
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Para obtener una telacién entre los escalares diferencial de drea dAy dase
sustituyen las expresiones dA =Nd4 y da=nda en la ecuacidén (2.58) y se
toman médulos:

dan=|F|N-F'd4 =da =|F||N-F'| da (2.59)

2.11 Deformacion infinitesimal

La teorfa de la deformacién infinitesimal (también denominada #eoria de pequeiias
deformaciones) se basa en dos hipotesis simplificativas sobre la teotfa general (o
de deformacion finita) vista en apartados anteriores (ver Figura 2-14).

Hipotesis: I
1) Los desplagamientos son mmy pequesios frente a las dimensiones tipicas
del medio continuo (|[ul| << [X]).

2)  Los gradientes de los desplazamientos son muy pequerios (infinitesimales).

XX Figura 2-14

En virtud de la primera hipétesis las configuraciones de referencia, €,y actual,
Q,, estan muy proximas entre si y se consideran indistinguibles una de otra.

En consecuencia, las coordenadas materiales y espaciales coinciden y ya no
tiene sentido hablar de descripciones material y espacial:

{X:X+uEX . U(X,t)n;tu(xat)zu(x’t) (2.60)

f— ~ not
=Xt 2 Xy (X)) =, (Xot)=u, (x.0) ie{1,2,3}
La segunda hipoétesis puede escribirse matematicamente como:

o,

<<, Vi, je{l,2,3} (2.61)

J
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NOTACION

Se define el operador
gradiente simétrico \J ¥

mediante: /¢ (o) =

S@ev+vee)

2.11.1 Tensores de deformacion. Tensor de deformacion
infinitesimal

Los tensores gradiente material y gradiente espacial de los desplazamientos
coinciden. En efecto, a la vista de la ecuacién (2.60):

=X R Ty N 2.62
u;(x,1)=U,(X,t) Ji ox; 0X; i =] 262)
y el tensor material de deformacion resulta ser:
[ 1 1
E=—(+3"+373)=—(1+J47)
2 2
(2.63)

E”:l aui+%+a&aﬂ :l aui.ﬁ.%
o2|ox;  ox;  ox; ox; | 2|ox; ox
<<1

donde se ha tenido en cuenta el caracter de infinitésimo de segundo orden del

du, 0
término ﬂau—k Operando similarmente con el tensor espacial de
x, Ox;
deformacion:
[ 1 N T oT o 1 . T 1 T
e=—\j+j - =—j+J )==U+J
i) L) 007
. _ 1{ oy, +auj _Ouy duy |1 du, +3MA,- (2.64)
7o2(ox; ox, ox, ox, | 2|odx, o
. .
<<l

Las ecuaciones (2.63) y (2.64) permiten definir e/ tensor de deformacion infinitesimal
(o tensor de pequefias deformaciones) €:

1 r not N
Tensor de £=E(J+J ):V u
deformacion — Touw au, 2.65)
infinitesi mal €; =3 Bx; +87xj
Observacion 2-14

Bajo la hipétesis de deformacion infinitesimal /os zensores material y
espacial de deformacion coinciden y colapsan en el fensor de deformaciin
infinitesimal,

]E(x, ) =e(x,t)=¢€(x, t)\




2 Descripcion de la deformacion 49

Observacion 2-15

E/ tensor de deformacion infinitesimal es simétrico, tal como se observa de su
definicién en la ecuacion (2.65):

e’ =%(J+JT)T :%(J+JT)=8

Observacion 2-16

Las componentes del tensor infinitesimal de deformacion € son infinitésinos
(g; <<1).La demostracion es evidente a partir de la ecuacion (2.65) y

la condicién de infinitésimo de las componentes de J=j (ver
ecuacion (2.61)).

Ejemplo 2-4 — Para e/ movimiento del Ejemplo 2-1, determinar bajo qué condiciones
constituye un caso de deformacion infinitesimal. Para dicho caso obtener el tensor infinitesimal
de deformacion. Comparar con el resultado obtenido a partir de los tensores espacial y
malerial de  deformacion del Ejemplo 2-2  considerando las hipdtesis de  deformacion
infinitesimal.

x =X, —A4X;
a) Las ecnaciones de movimiento vienen dadas por{x, = X, — AX; de las
X3 =—AX, + AX, + X,
cuales se obtiene el campo de desplazamientos:
U, =-4X,
UX,t)=x-X=4qU, = -4X, . Es evidente que para que

U, =-4X  + 4X ,
los desplazamientos sean infinitesimales debe cumplirse que A sea un
infinitésimo (A <<1).

b) Tensor de deformacion: El tensor gradiente de los desplazamientos
J(X,?) = j(x,#) vendra dado por:
- AX, 0 0 -4
d d d
J=uev=| -4x, |[-Z, ., -2 l=l0 o0 -4
X, dX, 0X,
— AX, + AX, -4 4 0
y el tensor infinitesimal de deformacién, de acuerdo con la ecuacién (2.65),
sera:

0 0 -4
e=V'U=[ 0 0 O
-4 0 0

c) Tensores material y espacial de deformacion: En el Ejemplo 2-2 los tensores
material y espacial de deformacion resultan ser, respectivamente:
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| A4 -4 -24
E=—|-4> 4 0 |y
2 2
-24 0 24
1 -34%-24% A*+24° -24-24°
e=—| 4’ +24* 4*-24° 24°
2 3 3 2
—-24-24 24 -24
y despreciando los infinitésimos de segundo orden o supetior
(A" << 4> << 4” << A) resulta:

0 0 -4 0 0 -4
E=|0 0 O e=[ 0 0 0 |=>E=e=¢
-4 0 0 -4 0 0

RECORDATORIO

El desarrollo en serie

de Taylorde /1 + x

en un entorno de
x=0es:

w/1+x=1+%x+

+O(x2)

2.11.2 Estiramiento. Alargamiento unitario

Considerando la térmula general (2.30) del estiramiento unitario en la direccién
T=t (A, =41+2t-E-t) y aplicando al mismo un desarrollo en setie de

Taylor alrededor de O (teniendo en cuenta que E = € es infinitésimo vy, por lo
tanto también lo es x=t-€-t), se obtiene:

A= [1+2t-et=l+t-e-t
X (2.60)

g, =\, —l=t-g-t

t

2.11.3 Interpretacion fisica de las deformaciones infinitesimales

Consideremos el tensor de deformaciones infinitesimales € y sus componentes
en el sistema de coordenadas x, =x, x,=y, x;=z delaFigura 2-15:

xx gxy sz 811 812 813
€y &€y € [F|En E€n &y (2.67)

€. €3 E€p &3

Consideremos el segmento diferencial PQ orientado en la configuraciéon de
referencia en la direccion del eje coordenado x, =x. El estiramiento A, y el

alargamiento unitario € _ en dicha direccion vienen dados, de acuerdo con la

ecuacion (2.66) con t={1,0,007, por:
A, =l+t-e-t=1+e, = e =A-1=¢, (2.68)

Lo que permite dar a la componente € =g, el significado fisico del alargamiento
unitario € en la direccion del eje coordenado x, = x. Una interpretacion similar puede

darse a las demas componentes de la diagonal principal del tensor
€(€,,,€,,€.).

€, =€ (2.69)
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RECORDATORIO

El desarrollo en setie
de Taylor de arcsin x

en un entorno de
x=0es:

arcsin X = x +0(x2)

Atendiendo ahora a las componentes de fuera de la diagonal principal de €,
consideremos los segmentos diferenciales PQ y PR orientados segin las
direcciones coordenadas x e y en la configuraciéon de referencia y formando,

port lo tanto, un angulo © , = 5 en dicha configuraciéon. Aplicando la ecuacion

(2.43), el incremento del angulo correspondiente serd:

Figura 2-15

X

€,
JI+2e  Jl+2e
1

AO_ =0 ,—gz—Zarcsin

=-2arcsing,, =-2¢

xy

_ (2.70)
=€y

=l
donde se ha tenido en cuenta el caracter infinitesimal de €,,, €,, y €,,. En

consecuencia, de la ecuacion (2.70) €,, puede interpretarse como menos el semi-

incremento, producido por la deformacion, del dngulo entre dos segmentos diferenciales
inicialmente orientados segiin las direcciones coordenadas x e y. Una interpretacion

analoga puede encontrarse para las demas componentes €. y €. :

£, :—lAe ;€ :—lAexz ;€ :—lAByZ

xy 2 xy Xz 2 yz 2 (2 ° 7 l)

2.11.4 Deformaciones Ingenieriles. Vector de deformaciones
ingenieriles

Hay una importante tradiciébn en ingenierfa en wusar una particular
denominacién para las componentes del tensor de deformacién infinitesimal,
lo que constituye la denominada notacidn ingenieril, en contraposicion con la
notacion cientifica generalmente usada en Mecanica de Medios Continuos. Ambas
notaciones se pueden sintetizar como sigue:
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notacién ingenieril

notacion cientifica 1 1
| E’x Xy xz
€, €, & e. €., € 2 2
~ ~ xx Xy Xz ~ 1 1 (272)
€=1€p €pn Exn|= 8xy 8yy 8yz = E’ny Ey E’sz
813 823 833 £xz £yz 8zz 1 1
3 Yz 3 Yy: €.

Obsetvacion 2-17

Las componentes del tensor de deformacién situadas en la diagonal
principal (denominadas deformaciones longitudinales) se denotan pore, 'y

coinciden con los alargamientos unitarios en las direcciones de los ejes
coordenados. Valores positivos de las deformaciones longitudinales
(€., >0) corresponden a un aumento de longitud de los

correspondientes segmentos diferenciales en la configuracién de
referencia.

Observacion 2-18

Las componentes del tensor de deformacion situadas fuera de la
diagonal  principal vienen caracterizadas por los  valores
Y o0y (denomuinadas - deformaciones  tangenciales o de cizalladnra) y pueden
interpretarse como /os decrementos de los correspondientes dngulos orientados
segiin las direcciones cartesianas en la confignracion de referencia. Valores
positivos de las deformaciones tangenciales (¥,,., >0 ) indican que los

correspondientes angulos se czerran con el proceso de deformacion.

Es también muy frecuente en ingenierfa aprovechar la simetria del tensor de
deformacion infinitesimal (ver Observacién 2-15) para trabajar Ginicamente con
las seis componentes distintas de dicho tensor reuniéndolas en el denominado
vector de deformaciones ingenieriles definido como:

e
€, deformaciones longitudinales
. |,
geR® e= (2.73)
ny . .
deformaciones tangenciales,
v .
= transversales o de cizalladura
sz

2.11.5 Variacién del angulo entre dos segmentos diferenciales
en deformacioén infinitesimal

Consideremos dos segmentos diferenciales cualesquiera, PO y PR, en la

configuracion de referencia y el angulo © que definen (ver Figura 2-16). Sea
0 =0+ A0 el angulo formado por los correspondientes segmentos deformados



2 Descripcion de la deformacion 53

NOTA

Se consideran los
siguientes desarrollos
en serie de Taylor en un
entornode xy =0:
sinx = x+0(x2)
COS X = 1+0(x2)

en la configuracién actual. Aplicando la ecuacién (2.42) a dicho caso se
obtiene:

TV [t +2¢] T?

1+2T" .- TO 14+2T? .. T? 2.74)
<<1 <<1

cos 0 =cos(®+ AB) =

donde T® y T® son los dos vectores unitarios en las direcciones de PQ y

PR cumpliéndose, por lo tanto, que T® -T(z)=HT“)HHT(2)HCOSG=cos®.

Considerando el caracter de infinitésimo de las componentes de € y del propio

A0 se cumple:

T(l) F

Figura 2-16

cos O =cos(O+ AB) =cos ©-cos AG —SiNO-SiNAG =
M —
=c0s®
T(l) ‘T(z) +2T(1) ~£~T(2)

_ _sin®.AQ — _ M o €
=c0os©-sin®-Af Jar® o0 1o 10 cos®@+2T" -&-T (2.75)
= sin@-A0 = 2TV .. T? =
O . T7@ D o, ¢@2)
Ae:_ZT e T :_Zt et 2.76)

sin® sin@

donde se ha considerado que, debido al caracter infinitesimal de la
deformacion, se cumple que T" =t T® =t y ©=8.

2.11.6 Descomposicion polar

Para el caso general de deformacioén finita la descomposicién polar del tensor
gradiente de la deformaciéon F viene dada por la ecuacion (2.49). Para el caso
de deformacién infinitesimal, recordando la expresion (2.12) (F=1+J) y el
caracter de infinitésimo de las componentes del tensor J (ver la ecuacion
(2.61)), el tensor U de la ecuacién (2.49) puede escribirse como:



54

RECORDATORIO

El desarrollo en setie
de Taylor del tensor

/14 x enun entorno

de x=Qes:
«/1+x:1+%x+
+0(x2)

RECORDATORIO

El desarrollo en setie
de Taylor del tensor

(I1+x)™" enun

entorno de x =() es:

(I+x)"'=1-x+

+O(x2)

NOTACION

Se define el operador
gradiente antisimétrico \J¢

mediante: Y (o) =

S©ev-vee)
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U:«/FTF:\/(1+JT)-(1+J):

\/1+J+JT+JT 1+J+JT =1+— (J+JT) = 2.77)

%,_/
€

y, de forma similar, debido al propio caracter infinitesimal de las componentes
de € (ver Observacion 2-16) resulta:

T=1+g)?! =1—£=1—1(J+JT)
X 2

| —
€

(2.78)

con lo que el tensor de rotacion Q de la ecuacion (2.49) puede escribirse
como:

Q=F.-U"! :(1+J)-|:1—;(J+JT):|=
)

:1+J—%(J+JT)—%J-(J+JT):1+%(J—JT)
_

| ——

<<J Q

La ecuacion (2.79) define el Zensor infinitesimal de rotacidn Q.

def
Tensor Q—l(J JT)——(u®V V®u)—V”

infinitesimal — (2.80)

. du,
de rotacion Q, _L du, Ll<<1 i, je{l1,2,3}
T2 dx, Ox

i

Observacion 2-19
E/ tensor Q es un tensor antisimétrico. En efecto:
r_1 rr_ L, o7
Q =—J=-J") ==J =-9H=-Q
2 2
Qﬁ :—Q,.j i, je{,2,3}

En consecuencia Q tendrd nulos los términos de su diagonal
principal, y su matriz de componentes tendra la estructura:

0 Q, -Qy
[Q]: - le 0 Q23
Qy —Qy 0

En el contexto de pequefias rotaciones, e/ fensor Q es un tensor que caracteriza la
rotacion (Q=1+Q) y de ahi el nombre de tensor infinitesimal de rotaciéon. Al
tratarse de un tensor antisimétrico queda definido mediante solamente tres
componentes distintas (£,;,8;,,8,,), de las que se puede extraer el
denominado zector infinitesimal de rotacion @:



2 Descripcion de la deformacion

55

NOTACION

Se denota el operador
rotacional de (o)

mediante: Y x (o)

P8u3 Buzq
Vector 0, -Q,, | gxz aax3 i
infinitesimal —{0=:60, r=<—-Q,, r=— Tul_% =5qu
de rotacion 0, -Q, 8;63 8):11

72 771

| Ox; O, |

Las expresiones (2.12) , (2.65) y (2.79) permiten escribir:

Felty=1+(+3)4-(0-9")=

€ Q

(2.81)

Observacion 2-20

Los resultados de aplicar escalarmente el tensor de rotacion infinitesimal Q 'y
de aplicar vectorialmente el vector de rotacion infinitesimal ® a un vector

cualquiera r =[5, 1,13 | (ver Figura 2-17) coinciden. En efecto:

0 Q, —Qy|n Qpr, — Qg1
Qr=|-Qp, 0 Q) W r=9—Q,n +Q,1
Qy —Qy 0 3 Qi —Qyry

€ € € € € €3 Qpr, = Q413

Oxr =16, 6, 0;|=|-Qy —-Q5 -Qp|=(-Qpn+Qy,n
nonon n r 3 Q1 = Q31
En consecuencia, el vector Q-r=0@Xr tiene las siguientes
caracteristicas:
e Hs ortogonal al vector r (puesto que es el resultado de un
producto vectorial en el que interviene ).

e  Sumoddulo es infinitesimal (puesto que 0 lo es).
e El vector r+Q-r=r+0Xr puede considerarse, salvo

infinitésimos de orden superior, el resultado de aplicar una
rotacin © al vector r . o4
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Consideremos ahora un segmento diferencial dX en el entorno diferencial de
una particula P en la configuracién de referencia (ver Figura 2-18). De acuerdo
con la ecuacion (2.82) la deformacién transforma dicho vector en el vector dx :

deformacion rotacion

—N —
dx=F -dX=1+e+Q)-dX= ¢€dX + A+Q)-dX (2.83)

\F(-) = deformacion (e) + rotacion (o)\

Observacion 2-21

En régimen de deformacién infinitesimal la ecuacién (2.83)
caracteriza el movimiento relativo a una particula, en un entorno
diferencial de la misma, como la suma de:

a) Una deformacion propiamente dicha, caracterizada por el tensor
infinitesimal de deformacién €.

b) Una rtacidn caracterizada por el tensor infinitesimal de rotacién
Q que (en el contexto de pequefias rotaciones) mantiene angulos
y distancias.

La  superposicion ~ (deformacion o rotacion) del caso general de
deformacion finita (ver Observacion 2-12) degenera, para el caso de
deformacion infinitesimal, en una simple adicidn
(deformacion + rotacion ).

F Q'

€- dX = deformacion

4TI 7T TAQuax
P dX\ ~Qf exdx}:rotacio’n

Figura 2-18

2.12 Deformacion volumétrica

Definicion: I

Deformacion volumétrica: Incremento producido por la deformacién en

el volumen asociado a una particula, por unidad de volumen en la
configuracion de referencia.

La anterior definicién puede expresarse matematicamente como (ver Figura 2-
19):
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&t gy (X, 1) —dV (X,0) ™ dV, —dV,
AV (X,0) dv,

def. volumétrica —»  e(X,?) (2.84)

X5y

1 Figura 2-19

La ecuacion (2.55) (dV, :‘F‘t dV,) permite expresar, a su vez, la deformacion

volumétrica en los siguientes términos:

o Deformacion finita:

av,—dv, ||, dv,—dv,
o tiodle O @5

o Deformacion infinitesimal:

Considerando la ecuacion (2.49) (F=Q-U) y recordando que Q es un tensor
ortogonal (|Q|=1) puede escribirse:

1+ Sxx exy 8xz
[Fl=lQ-U[=[Q|u|=|U[=[t+e=det| &, 1+e, e, (2:80)
sz eyz 1+ 8zz

donde se ha tenido en cuenta la ecuacién (2.77) (U=1+¢). Considerando
ahora que las componentes de € son infinitésimos, y despreciando en la
expresion de su determinante los infinitésimos de orden supetior a uno, puede
escribirse:

I+e,, €, €.,
[F|=det| e, l1+e, &, |=l+e, +e +e_+0(E’)=1+Tr(g) (2.87)
—
sxz £yz l+8zz Tr(ﬁ)

y sustituyendo la ecuaciéon (2.87) en la (2.85) se obtiene, para el caso de
deformacién infinitesimal:
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dv, =(1+Tr(e))dV,

oW =dvy —|F-1[" (2.88)
v,

2.13 Velocidad de deformacion

En las secciones anteriores de este capitulo se ha estudiado el concepto
deformacidn, entendido como la variacion de la posicion relativa (angulos y
distancias) de las particulas en el entorno de una dada. En los siguientes
apartados, consideraremos la velocidad a la que se modifica esta posicion
relativa introduciendo el concepto de welocidad de deformacion como una medida
de la variacién de la posicién relativa entre particulas por unidad de tiempo

2.13.1 Tensor gradiente de la velocidad

Considerando la configuracién correspondiente en el instante ¢, sean dos
particulas del medio continuo P y Q que ocupan los puntos espaciales P’y

Q’en dicho instante (ver Figura 2-20), sus velocidades, v,=v(x?) y

v, = v(x +dx,t) y su velocidad relativa:

v(X+dx,t)=v+dv

v Figura 2-20
dv(x,1)=v, = v, = v(x +dx,t)- v(x,1) (2.89)

con lo que puede escribirse:

| (2.90)
dv, =g =1 v, i je(123)

En la ecuacién (2.90) se ha introducido el denominado tensor gradiente espacial de
la velocidad I(x,t)definido como:



2 Descripcion de la deformaciéon

59

def
I(x,7) = avg;’ ')

I=v®V

Tensor gradiente
espacialdela —

velocidad

RECORDATORIO

Todo tensor de
segundo orden, g, se

puede descomponer en
la suma de su parte

simétrica ( sym(a))y
antisimétrica skew(a))
de la forma:
a =sym(a) + skew(a)
a+a’
2

a—a’

sym(a) =

skew(a) =

=N jenns
ox

i
J

2.13.2 Tensor velocidad de deformacion y tensor spin

(2.91)

Descomponiendo el tensor gradiente de la velocidad en su parte simétrica y

antisimétrica:

donde d es un tensor simétrico denominado tensor velocidad de deformacion:

I=d+w

Tensor
velocidad de —

deformacion

def 1

d= sym(l)zE(l+lT)zé(v®V+V®v)

1|ov, ov,
d =D T G e23
v 2|:ax.+8x,] hjet J

j i
d, d, dy
[d]: d, dy djy
dy dy dy

not

=V'v

(2.92)

(2.93)

y W es un tensor asimétrico denominado tensor velocidad de rotacion o tensor spin

cuya expresion es:

Tensor
velocidad de —

rotacidn (spin)

def

1| av,; avj.
Ww. =— AP ', € 1,2,3
Y 2|‘8xj 8xl} hJje 23
0 Wp =Wy
[W]: —Wp 0 W3
Wi =Wy 0

not

w = Sk@W(l)Z%(l—lT)Z%(V®V—V®V)=VaV

(2.94)

2.13.3 Interpretacion fisica del tensor velocidad de deformacién

Consideremos el segmento diferencial definido por las particulas P y O de la

Figura 2-21 y la variacién del cuadrado de su longitud a lo largo del tiempo:
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NOTA

Se utiliza aqui el
siguiente teorema del
algebra tensorial: dado
un tensor de segundo
orden A , si se verifica
que x-A-x=0

para todo vector x # ()

entonces A =0.

L% =1(dx-dx):i(dx)-dﬁdx-i(dx):
dt dt dt dt
dx dx (2.95)
=d| — |-dx+dx-d| — |=dv-dx+dx-dv
dt dt
— —
v v

y utilizando las relaciones (2.90) (dv=1-dx)y (2.93) (d= %(l+ ")) se obtiene
de la ecuacion (2.95):

d 2 _ T _ T —
< ds =(ax-1 )~dx+dx-(l-dx)—dx[lzs l]-dx—de-d-dx (2.96)

Considerando ahora la ecuacion (2.20) (ds® —dS* =2 dX-E-dX) derivindola
respecto al tiempo y teniendo en cuenta la ecuacién (2.96):

d d
2dx-d-dx=zds2(t)=a(ds2(t)—dS2)=
%(de-E(x,t)-dx)ﬂdx-%-dX:MX-E-dX (2.97)
E
Sustituyendo ahora la ecuacién (2.2) (dx=F -dX) en la (2.97) se obtiene:
dX B dX=dx d-dx=[dx]'[d]- [ax]=aX - [F" -d - F] aX
=dX-[F" d-F-E| dX=0 ViX = [F" -d-F-E|=0= (299)

Figura 2-21
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Obsetvacion 2-22

La ecuacién (2.98) pone de manifiesto la relacién existente entre el
tensor velocidad de deformacion d(x,7)y la derivada material del

tensor matetial de deformacion E(X,7), proporcionando una

interpretacion fisica (y justificando su denominacién) para el tensor
d(x,#). De la mencionada ecuacién se desprende, sin embargo, que

los tensores d(x,?) y E(X,?) no son exactamente el mismo. Ambos

tensores coincidiran exactamente en los siguientes casos:

e Enla configuracién de referencia (1 =1, = F|,_, =1)

e Enlateorfa de deformacion infinitesimal ( x=X=F = aa—; =1)

2.13.4 Interpretacion fisica del tensor velocidad de rotacion w

Partiendo de la ecuacién (2.94) y al ser wun tensor antisimétrico (definido por
lo tanto mediante sélo tres componentes distintas), puede extraerse del mismo

el vector:

NoTA (92 vy
Obsérvese la similitud ax3 axz — Wy
en la estructura de los 1 (V) 1 v 1 dvy dv, (2.99)

o=—rot(vV)=—Vxv=—| - —-—|[=]|-w
t y 1 31 ’
ens?)/res Qyedela 2 2 2 ox, 0x;
seccion 2.11.6 y los 3 3 ~ Wi
tensores wy - I AP RCAL
dx;  Ox,

Figura 2-22

Al vector 20=Vxv se le denomina ector vorticidad. Es posible demostrar (la
demostracion es totalmente andloga a la de la Observacion 2-20) que se cumple
la siguiente igualdad:

OXr=w-r Vr (2.100)

y que, por lo tanto, es posible caracterizar a @ como la velocidad angular de un
movimiento de rotacién, y a @Xr =w -r como la correspondiente velocidad de
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NOTA

Se utiliza aqui el
teorema de igualdad de
derivadas cruzadas para
funciones regulares:

9°(9) _ 9°(®)
O, 1y Of, M

rotacién del punto cuyo vector de posicién respecto al centro de rotacion es
r (ver Figura 2-22). A partir de ahi, y considerando, las ecuaciones (2.90)
(dv=1-dx)y (2.92) (I=d+w) puede escribirse:

dv=1l-dx=(d+w)-dx= d-dx +  w-dx

N —
velocidad de  velocidad de (2.101)
estiramiento rotacion

lo que permite describir la velocidad relativa dv de las particulas en el entorno
de una dada P (ver Figura 2-23) como la suma de una wvelocidad relativa de
estiramiento (caracterizada por el tensor velocidad de deformaciéon d) y una
velocidad relativa de rotacion (caracterizada por el tensor spin w o el vector
vorticidad 2m).

velocidad
X, d-dx= de
------- estiramiento

velocidad

w-dx

= de

WX dx} .

rotacion
X1
Figura 2-23

2.14 Derivadas materiales de los tensores
de deformacion y otras magnitudes

2.14.1 Tensor gradiente de la deformacion F y gradiente de la
deformacion inverso F'

Derivando respecto al tiempo la expresion de Fen la ecuacion (2.3)

oy, (x,z)=> dFy 9 ax,(X,r) _ 9 dx,(X,1) _ 9vi(X,1)

70X, dt ot X, AX, _ ot X
———
V.
1
_ ov; (x(X,1)) ox, _LF, -
ox; X
l F
ik ki (2.102)
aFy _ -
dt :Ej:likFIg' i,je{1,2,3}
not
@ = F=IlF
dt
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NOTA

No debe confundirse la
derivada material del
tensor inverso

M con el inverso
dt

de la derivada material
del tensor: (]'7‘)71

Ambos tensores son
distintos.

NOTA

Obsérvese que el
resultado es el mismo
que el obtenido en la
ecuacion (2.98) por un
procedimiento
alternativo.

donde se ha tenido en cuenta la expresion (2.91) para el tensor gradiente de la
velocidad I. Para obtener la derivada material del tensor F™' se deriva la
siguiente identidad:

-1
F-Fflzl = i(FF*I):EF’l_’_Fd(F ):0
dt dt d

t

:>M=_F4.F —F' I.FF'=—F ' I=
dt Ir
F)

—

1

.F™!

(2.103)
L =—F'.
dtl
dF’;

i -1
d; =—F lkj

l

i: ] € {152)3}

2.14.2 Tensores de deformacion Ey e

De las ecuaciones (2.21), (2.102) y (2.93):
E:l(FT AF—l)ﬁ@:E:l F/.F+F'.F |-
2 dt 2

l(FT AT F+FT ~l~F)=iFT (1407 ) F=F" a-F
2 2 ——

2d

(2.104)

= E=F'.d-F

Para el tensor espacial de deformaciéon e, de las ecuaciones (2.23) y (2.103) se
obtiene:

1 . 1 _ _ _ _
e=5(1—F"T-F"') = ?;:e:—z(jt(F T)'F '+F T%(F I)J
%(ﬂ FTF R F ) (2.105)

= é:%(lT FTF 4R R )

2.14.3 Derivadas materiales de diferenciales de volumen y de
area

El diferencial de volumen dV(X,t) asociado a una determinada particula, P,

varfa a lo largo del tiempo (ver Figura 2-24) y, en consecuencia, tiene sentido

calcular su derivada material. Derivando la expresion (2.55) para el diferencial

de volumen:

d|F]

idV(t):—dVo

2.106
dt dt ( )

dv(X,1)=[F(X,t)av,(X)=

con lo que la derivada material del determinante del tensor gradiente de la
deformacion [F| resulta:
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NOTA

La detivada del
determinante de un
tensor A , respecto al
propio tensor, puede
escribirse como:

d
M _|A| . A;zl
dA ’

d‘F‘ d‘F‘ dFij -1 dFij ,1
dt dFl.jdtHﬂ dtH lk’vH k/l i = Fo i
likaj [F'F_ ]kl.:éki
ov
=[F|l, =|F|—-=|F V-
ol Hai FV-v = 2.107)
d|F| .

donde se han tenido en cuenta las expresiones (2.102) y (2.91). Substituyendo
ahora la ecuacion (2.107) en la (2.100) se obtiene finalmente, tras considerar la
ecuacién (2.55):
d
—(

dV)=(V-v)[FldV, =(V-v)dV
dv

(2.108)

+dt

e, X,,Y

X,,Z

X, X
l Figura 2-24 — Variacion del diferencial de volumen

Puede operarse similarmente para obtener la derivada material del diferencial
de area asociado a una particula determinada P y a una direccién n (ver Figura
2-25). El vector diferencial de area asociado a la particula en la configuracion
de referencia, dA(X)=dAN, y en la configuracién actual, da(x,t)=dan, estin

relacionados por da:|F|~dA-F - (ver ecuacién (2.59) ) y derivando dicha
expresion:

—(da)— GF| dA - F-I} L F |- da ( =

%,_/ %,_/
‘F‘ Vv ~-F-.1
=(V-V)F|dA -F"' ~[F| dA - F ' - 1= (2.109)
da da

%(da)z(Vv)da—dwl=da~((V~v)1—l)

donde se han considerado las ecuaciones (2.103) y (2.107).
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Xy, X,

x;, X,

da=dan

Figura 2-25 — Variacién del diferencial de area

2.15 Movimientos y deformaciones en
coordenadas cilindricas y esféricas

Las expresiones y ecuaciones obtenidas en notacién intrinseca o compacta son
independientes del sistema de coordenadas considerado. Sin embargo, las
expresiones en componentes dependen del sistema de coordenadas en el que
se trabaje. Ademas del sistema de coordenadas cartesiano, en el que se ha trabajado
en los apartados anteriores, consideraremos ahora dos sistemas de coordenadas
curvilineas ortogonales: coordenadas cilindricas y coordenadas esféricas.

Obsetvacion 2-23

Un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales, (denominadas
genéricamente {a,b,c} viene caracterizado por su base fisica

ortogonales entre s (e, €, =€,-e, =¢,-¢, =0), tal como ocurre

e

e

{e,,e,,e,} unitaria ( e,

=1) cuyas componentes son

a

con un sistema cartesiano. La diferencia fundamental es que la
otientacién de la base curvilinea va cambiando en cada punto del
espacio (e, =e, (x) me{a,b,c}). Asi pues, a los efectos que nos

interesan aqui, podemos considerar un sistema de coordenadas
curvilineas ortogonales como un sistema de  coordenadas cartesiano mdvil
{x’,»’,2’} asociado a la base curvilinea {&,,é,,é.} (ver Figura 2-26).

Obsetvacion 2-24

Las componentes, de una cierta magnitud de caracter vectotial (v) o
tensorial (T) en el sistema de coordenadas curvilineas ortogonales
{a,b,c} podran obtenerse como sus respectivas componentes en el sistema

cartesiano local {x’,y’, 2"} :

Va Vi Taa Tab ac xx’ Xy Xz
V=V, =4V T=|T, T, T.|=|Tyw Ty T,
Ve vy Tca ch ch Tz'x' Tz'y' Tz'z'




66

2 Descripcion de la deformacion

Obsetvacion 2-25

Las componentes curvilineas de los operadores diferenciales (el
operador V 'y sus derivados) #o son ignales a sus componentes en el
sistema coordenado local {x",y",z"} 'y deben ser obtenidas especificamente

para cada caso. Su valor para coordenadas cilindricas y esféricas se
roporciona en el apartado correspondiente.

2.15.1 Coordenadas cilindricas

La posicién de un cierto punto en el espacio puede definirse mediante sus
coordenadas cilindricas {r,8,z}(ver Figura 2-26). En dicha figura se presenta

también la base fisica ortonormal €,,&4,&,. Esta base cambia en cada punto

del espacio de acuerdo con:
ode, _
20

6, —2=-é (2.110)

x=rcos@
x(r,0,z) =<y =rsen0

zZ=2Zz

Figura 2-26 — Coordenadas cilindricas

En la Figura 2-27 se presenta el correspondiente elemento diferencial.

dV =rdodrdz

dz

Figura 2-27 — Elemento diferencial en coordenadas cilindricas

Las expresiones en coordenadas cilindricas de algunos de los elementos
tratados en este capitulo son:
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e Operador nabla:

:i’\

P
or

J .
v o
+r89ee+azez

=

v

e Vector de desplazamientos u y vector velocidad v:

u=u,e, +ugse,+u.e, Su=

V=V,e, +Vee, +V,e, U=

e Tensor infinitesimal de deformacion ¢ :

Evy 8x’y €z
S=%{[u®V]+[u®V]T}E o £y £
Evy Eyy Exy
_Ow, . _1du u o _ou,
T or %00 - * 0z
cam [l ]
O 2lr00 o = 2| oz
oot
209z ro0

du, )
+
or

&

r

A )

rz

£r0 rz
€90 o
892 Szz

2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

En la Figura 2-27 se presentan las componentes de € sobre el correspondiente
elemento diferencial.

e Tensor velocidad de deformacion d:

1 dyy dX'y' dy
dZE{[V®V]+[V®V]T J=| e dy dy
dx'z’ dyle dz'z’
Lo, RS _9v,
rr_ar 99_,,«80 7 ZZ_aZ
SRR L
r0 2{ ae ar 7 "z 2 32
1(ov, 1ov
6z 2( dz r d0 )

av,
+
or J

(2.115)



2 Descripcion de la deformacion

2.15.2 Coordenadas esféricas

Un punto del espacio esta definido por sus coordenadas esféricas {r,e, ¢}

Linea coordenadas ¢ . A

Linea coordenada 0

Figura 2-28— Coordenadas esféricas

x=rsenf cos¢

x=x(r,0,0)=1y=rsenfsen¢

z=rcosO

En la Figura 2-28 se presenta la base fisica ortonormal é,,ée,é¢. Esta base

cambia en cada punto del espacio de acuerdo con:.
e,
a0

e, .

o,
0 -

a6

=e9

e Operador nabla:

- 3 -
) A . or
de, 10de, 1 de, 10

vV=——"—"%+— "+ = -
or r d0 rsenf 9J¢ }1’898

_rsenG%A

e Vector de desplazamientos u y vector velocidad v:

u=ue, +ugey +Uue, Su=

Ve, +Vees Ve U=

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)
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e ‘Tensor infinitesimal de deformacion €:

1 Exvy 8x'y' Evy L £r¢
8=5{[u®V]+[u®V]T}E Evy Eyy €. |=|€n €y Egy
Eyy gy'z' €y £r¢ 89¢ gd)a?
_adu, _ldu, u,
T or ® ro0
1 odu
€4y = 70 L B0 ot + (2.120)
rsenf op r
. _l[laurﬁue_ue} o [ 1 ou duy Uy
o 2lr00 o " 2|rsenf 39 o r
1I[ 1 odu, 1du, u
Eop =% ﬁ+——¢——¢cot¢
2|rsenf d¢p r 00 r

En la Figura 2-29 se presentan las componentes de € sobre el correspondiente
elemento diferencial.
e Tensor velocidad de deformacion d:

| d xx dx'y' dx'z' drr dr@ d e
d=5{[v®V]+[v®V]T}E dey dyy dyo|=|d,y dyy dy
dyw dyr dor | |dyy dgy dyy
a =N g LN V.
or r oo r
ov
dyy = ! —¢+V—ecot¢+vr 12D
rsenf dop -
rezl[lav, ﬁ%_%] d = Loy, Yy Ve
2lro6 o r 2| rsen® d¢p or r
av, Vv
0¢:l 1 %+1J_icot¢
2|rsen6 d¢p r 06 r

do o

Figura 2-29 — Elemento diferencial en coordenadas esféricas






NOTACION

Se utiliza aquf la
notacién simplificada:

Uy, ne
oxX ;

i,Jj

3 Ecuaciones de
compatibilidad

3.1 Introduccion

Dado un campo de desplazamientos U(X,#) suficientemente regular, siempre
es posible hallar el campo de deformaciones correspondiente (por ejemplo, el
de Green-Lagrange) mediante derivacién del mismo respecto a las coordenadas
(en este caso materiales):

~ 1[an LU, U, 3y, ]ngfl
2

1 S U, +U. +U U, ) i je{l23 31
ij 2 an aXl aXl an ( i,j YA ki k,_/) LJ { } ( )

Para el caso de deformaciones infinitesimales, dado el campo de
desplazamientos u(x,?), el campo de deformaciones se obtiene como:

1(ou, du; Jwr1 .
e, =2[axj +aij=2(u,.J +u,,) i jell23) (3.2)

Se puede plantear la pregunta en forma inversa, es decir: dado un campo de
deformaciones €(x,?), ¢es posible hallar un campo de desplazamientos u(x, )
tal que €(x,7) sea su tensor infinitesimal de deformacién? Esto no siempre es
posible y la respuesta la proporciona las denominadas ecuaciones de compatibilidad.
La expresion (3.2) constituye un sistema de 6 (debido a la simetria) ecuaciones
diferenciales en  derivadas parciales (E.D.P’s) con 3 incognitas
u, (X,1),u,(X,1),u5(X,¢) . Este sistema estd sobredeterminado, ya que existen
mas condiciones que incégnitas y puede no tener solucion.

Por lo tanto, para que un tensor simétrico de segundo orden &(x,?)
corresponda a un tensor de deformaciones (y que por lo tanto sea integrable y
exista un campo de desplazamientos del cual provenga) es necesario que
verifique unas ciertas condiciones. Estas condiciones se denominan
condiciones o ecuaciones de compatibilidad y garantizan la continnidad del
medio continuo durante el proceso de deformacion (ver Figura 3-1).

1 | 8 |7 E(X,/ 1—‘ < 7
9
2 | 9 |s 2
6
3 | 4|5 3 T =:

Figura 3-1— Campo de deformaciones no compatible
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Definicion: I

Condiciones de compatibilidad: Son las condiciones que debe verificar un
tensor simétrico de segundo orden para que pueda ser un tensor de
deformacion y que, por lo tanto, exista un campo de desplazamientos
del cual provenga.

Observacion 3-1

Noétese que para definir un tensor de deformacién, no se pueden
escribir de forma arbitraria las 6 componentes de un  tensor simétrico.
Es necesario que éstas verifiquen las condiciones de compatibilidad.

Obsetvacion 3-2

Dado un campo de desplazamientos, siempre podemos obtener, por
derivacion, un tensor de deformacion asociado al mismo que
automaticamente verificard las condiciones de compatibilidad. Asi
pues, en este caso no tiene sentido la verificacién de estas
condiciones.

3.2 Ejemplo preliminar: Ecuaciones de com-
patibilidad de un campo vectorial poten-
cial

Dado un campo vectorial v(x,7), se dice que es un campo potencial si existe una

funcién escalar 0(x,¢) (llamada funcién potencial) tal que su gradiente sea

v(x,7), es decir:
v(x,1)=Vo(x,?)

Vi(x,t)=%m ie{1,2,3}

i

(3.3)

Por lo tanto, dada una funcién escalar ¢(x,¢) (continua), siempre es posible
definir un campo vectorial potencial v(x,t) del cual aquella sea el potencial de
acuerdo con la ecuacion (3.3).

La cuestién que se plantea ahora es la inversa: dado un campo vectorial
v(x, 1), ¢existe una funcién escalar o(x,7) tal que Vo(x,7)=v(x,7)? En
componentes esto se escribe como:
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RECORDATORIO

El teorema de Schwartz
(igualdad de derivadas
cruzadas) garantiza que
para una funcién
D(x,,x,....x,)
continua y con
derivadas continuas se
cumple:
0’0 0’
ox,0x;  0x,0x;
Vi, j

L
Toox Toox

20 o)
ey S Y0 (3.4)
L

oz oz

En (3.4) se tiene un sistema de E.D.P’s. con 3 ecuaciones y con 1 incognita
(0(x,2)), por lo que el sistema esta sobredeterminado y puede no tener

solucion.
Derivando una vez las expresiones (3.4) respecto a (x, y,z) se tiene:

v, _9%  Iv,_9%  dv._ 9%

o ox’ Jy  oxdy dz  oxoz
v, 9% w, 9% 9, 9% (3.5
ox  dyox y oy’ 0z  Oyoz '
ov. 90 ov. 9’0 ov. 9%

ox  dzox dy  dzdy z oz’

La ecuacion (3.5) representa un sistema de 9 ewmaciones. Considerando el
teorema de Schwartz se puede ver que en estas 9 ecuaciones intervienen 6
funciones (detivadas segundas) distintas de la incognita ¢, a saber:

9%0 9’0 9%0 %0 0%

9 9’0
9z oxdy oxdz  dyoz

n o?’
por lo que podemos eliminarlas del sistema original (3.5) y establecer 3
relaciones, denominadas condiciones de compatibilidad, entre las derivadas
espaciales primeras de las componentes de v(x,z).

(3.6)

Por lo tanto, para que exista una funcién escalar (x,) tal que
Vo(x,1)=v(x,), el campo vectorial v(x,#) dado debe verificar las siguientes
ecuaciones de compatibilidad:

aavy _agx ZOd;fSZ
ax ay def Sx B 1 )

€ not
L—L=O=S‘, donde S = Sy =i i iErotV=V><v (3.7
dz  oOx ’ s ox dy oz
o, _avi)’:()d;fsx ’ Vo Yy Yz
dy oz

En consecuencia, de la ecuaciéon (3.7), las ecuaciones de compatibilidad

pueden escribirse como:

Vxv=0

A CANALL

Ecuaciones de compatibilidad

de un campo

(3.8)

=0 i,je{l23}

vectorial potencial dx;  ox;
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RECORDATORIO

Un teorema de la
geometrfa diferencial
establece que la
divergencia del
rotacional de cualguier
campo es nula:

V-[Vx(@®]=0

Obsetvacion 3-3

Las 3 ccuaciones de compatibilidad (3.7) o (3.8) no son
independientes entre si y puede establecerse una relacién funcional
entre ellas. En efecto, aplicando la condicién de que la divergencia del
rotacional de un campo vectorial es nula se obtiene:

V- (Vxv)=0

3.3 Condiciones de compatibilidad para las
deformaciones infinitesimales

Sea el campo de deformaciones infinitesimales &(x, ) de componentes:

1| du; Bu_- 1 o
Eij ZE[aTj+a_)(;:)=E(ui'j +uj!,-) L, JE {1,2,3} (39)

que puede ser descrito matricialmente mediante:

Qo Afou, ) 1f(ou, du, )
ox 21 9y ox 2| 9z ox

E’xx exy E")cz
du, 1(ou, Qu
el=|¢e,, €, €,.]|= X —|—+= 1
] Sy S’y Sy ay 2[ dz Oy (310)
Xz vz zz au

(simétrico) X

Debido a la simettfa de la ecuacién (3.10) solamente se obtienen de la misma 6
ecuaciones distintas:

d

sxx—au—":o sxy—l au‘+ Y=o

ox 21 oy ox

du, 1(du, ou

——2=90 ——| —=+—=1|=0 .
€, > €, 2( > + Bx) (3.11)
a

ezz—auz =0 eyz—l &+au2 =0

oz 2| 0z oy

La ecuacién (3.11) es un sistema de 6 E.D.P.’s con 3 incégnitas que son las
componentes del vector de desplazamientos u(x, ). En general, este problema
no tendrd solucién salvo que se verifiquen ciertas condiciones de
compatibilidad. Para obtener dichas condiciones se derivan dos veces las
ecuaciones (3.11) respecto a las coordenadas espaciales y se obtiene:
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9% e _9u
T ox .
= 6ecuaciones
dx*,9y*,0z°,0xy, 0xz,dyz
(3.12)
a
9%\ e, _ L +8uz
20 0z oy
s = 6ecuaciones
0x°,0y°,0z",0xy,0xz,dyz
que proporcionan un total de 36 ecuaciones:

d%e, _83ux 0’ €, l 83u2

ox’ ox’ x2 2 E)zax ayax2
d%e . 3 0 u, l +83u2
dy’  oxdy’ E)y2 2 BZayz o’
%, du, %, 1(d%u, .

— = - = — +

dz°  oxoz’ o0z> 2| oz°  9yoz’

2 3 9?2 i ou. 3
Iey 4, SEA A IR E
oxdy  ox’dy oxdy 2| dzoxdy 9y ox
%, o'u, d%e,. 1 du, MR
Moz ax’dz axdz 2| dz%0x  Jyoxdz
d’e, 3 o’u, 828yz 1 83uy | 9%u,
99z xdyoz oz 2|92y iz
- -

(parag €, ,&_ =18 ecuaciones) (parag,, €, €, =18ecuaciones)

En estas 36 ecuaciones intervienen todas las posibles zerceras derivadas de cada
componente de los desplazamientos u,,u, y u,. Se trata, por lo tanto, de 30

derivadas distintas:

?u, |
3 4.2 2 3 5 2 B PR 3 = 10 derivadas
x>, dx“y, 0x“z, dy”, dy“x, dy“z, dz°, dz"x, dz" y, dxyz
o, 10 derivad
= erivadas
ox>, ox’y, ox’z, dy>, y’x, dy’z, dz°, dz°x, 9z y, dxyz (3.14)
0u,

= 10 derivadas

x>, szy, ox’z, 8y3, ayzx, ayzz, 9z3, 9z%x, az2y, oxyz

que constituyen las 30 incégnitas del sistema de 36 ecuaciones

a3u, 8281-]-
— =1...36
I [ 0x ;0x; 0x; 0x,x, g (3.15)

|\

30

definido en (3.13).



76

3 Ecuaciones de compatibilidad

Por lo tanto, de este sistema pueden eliminarse las 30 incognitas derzvadas de los
3
————, obteniéndose 6 ecuaciones, en las que no apareceran

desplazamientos
Pl hx ;0x, Ox,

estas terceras derivadas, donde intervendran las 27 derivadas segundas del tensor de

2
j

deformaciones . Después de las correspondientes operaciones algebraicas,

X 0X;
estas ecuaciones quedan:

-2 2 2
di/a €, de, J €):

xx T

oz -

2 =0
ay dydz

woT axz

9z2

“9’e.. 9’ 2828H_

oxdz

difazgxx 828)’)/‘ 828

Xy

Ecuaciones == e 2 e —0
de tibilid d_> ; def 9% . ) (asyz de,.  Og, J . (3.16)
COmpa 1b1l 1da W == g _
’ axay oz| ox ay Jz
¢ w azgyy +i Je,.  oe,. +a v oo
Xz axaz ay ax ay az
def azgxx a

oe,, Je,,
S, =— P +ag"z+ g
| dydz  ox ox oy 0z

que constituyen /as ecuaciones de compatibilidad para el tensor infinitesimal de
deformacion €. La expresion compacta correspondiente a las 6 ecuaciones (3.16)
resulta ser:

Ecuaciones de compatibilidad
para el tensor infinitesimal —S =V x (e X V) =0 (3.17)

de deformacion

Observacion 3-4

Las 6 ecuaciones (3.16) no son funcionalmente independientes vy,
aprovechando de nuevo el hecho de que la divergencia del rotacional
de un campo es intrinsecamente nula, pueden establecerse entre ellas
las siguientes relaciones funcionales

05, 9S, S, .
ox ay oz -
as,, dS oS
V'SZV'(VX(GXV))zo_) Xy Y,V+ vz -0
ox dy oz
as,.
95,  98: 95, _,

Otra forma de expresar las condiciones de compatibilidad (3.16) es utilizando
el operador de tres indices denominado operador de permmutacion (e, ):
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Observacion 3-5

El operador de tres indices denominado operador permmtacion viene
dado por:

0 —sialgun indicese repite:(i=j o i=k o j=k)
ek = 1 — sentido positivo (horario) deindices:  ijke {123,231312}
-1 — sentido negativo (antihoraro) de indices : ijk € {132,321,213}

1

Figura 3-2

En este caso las ecuaciones de compatibilidad pueden escribirse:

‘Smn = equenirgij,qr = O (31 8)

Finalmente, otra posible expresion de las condiciones de compatibilidad es:

€iu T €y — €y —€uu =0 1,/,kle {1,233}‘ (3.19)

Observaciéon 3-6

Puesto que las ecuaciones de compatibilidad (3.16) involucran
solamente derivadas espaciales segundas de las componentes del
tensor de deformacién €(X,t), cualguier tensor de deformacion lineal

(polinémico de orden uno) respecto a las variables del espacio seri
compatible y, por lo tanto, integrable. Como caso particular, fodo fensor de
deformacion uniforme €(t) serd integrable.

3.4 Integracion del campo de deformacio-
nes infinitesimales

3.4.1 Férmulas preliminares

Sea el tensor de rotacion Q(x,#) para el caso de deformaciones infinitesimales
(ver capitulo 2, apartado 2.11.6):
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RECORDATORIO

El tensor QQ es

antisimétrico
Q=
0 Q)
-Q, 0
Qs —Qy

Q=%(u®V—V®u)

3.20)
Q,. = — L _ ) ', ', 1,2,3
i 2(axj Bx,] hre 23

y el vector rotacién 0(x,t), asociado al mismo, definido como:

1 1 e1 _923 _Qyz
9=5r0tu=EV><u= 0, |=|-Qy |=|-Q.,, (3.21)
63 _QIZ _Qxy
Derivando el tensor de rotacion (3.20) con respecto a la coordenada x; se
obtiene:
Qij :l aul | = i :1i ai_if (3'22)
2| ox; ox; ox,  20x, |ox; ox
2
Sumando y restando en la ecuacién (3.22) el término 1 97y y reordenando
2 Ox;0x;
se obtiene:
0 19 | | 1%, 1 9% _
ox,  20x,[dx; ox; | 20x0x;, 20x0x;
9 1(ou; ou, ) o 1(%u; ou, | de, O, (3.23)
=—— T At ) N
ox; 2| dx, dx; ox; 2| dx;  Ox, oax;,  ox;

Eik € Jk

La ecuacion (3.23) puede utilizarse ahora para calcular las derivadas cartesianas
de las componentes del vector velocidad de rotacion, 6(x,#), de la ecuacion

(3.21), obteniéndose:

00,  0Q, 2e. o0&,

dx ox dy oz
09, 0Q oe oe

yz yz ped

Vo —=- = -
' oy dy ay 0z (3.24)
aiz_agyz _ agzz B aszy

| 0z oz ay oz

'a&__agzx — aEXX _ aEXZ
o  ox oz ox

00, oQ de,, de,

zX

Ve —==- = -
2 ay ay oz ox (3.25)

M, _ 09, o, o,

Xz zz

| 0z oz oz ox
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NOTA

De acuerdo con la ecuacion
(3.21) el tensor Q puede
escribirse como:

’a& L 0Q, Ok, O,

ox ox ox dy

Vo, a&:_ 0Q,, _ de,, ~ e,
dy dy ox dy
00, 0Q, de,. 0o

Xy vz

(3.26)

Xz

g dz  ox ay

Supongamos ahora conocido el vector de rotacion O(x,f) vy, a través de él
mediante las ecuaciones (3.21), el tensor de rotacién Q(x,#). Considerando el
tensor gradiente de los desplazamientos J(x,t) (ver capitulo 2, apartado 2.11.6)
puede escribirse:

g2 oo
ox
:  du;  Ou,
l_j:au, _r du; J +l du, =g, +Q, i,je {123} (3.27)
dx; 2|adx; ox; | 2|odx; dx :
€, 9,

Finalmente, escribiendo de forma explicita las diversas componentes de la
ecuacién (3.27) y teniendo en cuenta la ecuacion (3.21) se obtiene:

N Jj=1 ; j=2 ; j=3
i=1: &:8” ux :8)(}/_63 L:":':xz +92
ox oy 0z
i=2: ——=¢g, +6, L=g, L_g -0, (3.28)
o ay 0z
l:3 ai:gxz_ 2 &'{72:82+91 auz 2827
ox dy * oz :

Q=
0 QIZ _Q31
_QIZ 0 923
Q. —Qy 0
0 -6, 6,
0, 0 -9,
-0, 0, 0

3.4.2 Integracion del campo de deformaciones

Sea €(x,t) el campo de deformaciones infinitesimales que se quiere integrar
Esta operacion se hara en dos pasos:

1) Utilizando las expresiones (3.24) a (3.26), se integra el vector de rotacion O(X,t).

La integracion, respecto al espacio, del vector de rotacién en las ecuaciones
(3.24) a (3.26) conducira a soluciones del tipo:

0. =0, (x,y,2,0)+c,(f) ie{1,2,3} (3.29)

donde las constantes de integracién, c¢;(¢), que en general pueden ser
funcién del tiempo, se pueden determinar conociendo el valor (o la
evolucién a lo largo del tiempo) del vector de rotacién en algin punto del
medio.
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2) En un segundo paso, conocidos ahora el tensor de deformacion infinitesimal

&(x,1)y el vector de rotacion O(X,t), se integra el campo de desplazamientos
u(x,t) utilizando el sistema de E.D.P’s de primer orden (3.28) obteniéndose:

u, =1, (x, Vv, z,t)+ c; (t) ie{l,2,3} (3.30)

De nuevo, las constantes de integraciéon c,(f) que aparecen en la ecuacién
(3.30), que en general seran funcién del tiempo, se determinaran
conociendo el valor (o la evolucién a lo largo del tiempo) de los
desplazamientos en algin punto del espacio.

Observacion 3-7

Los procesos de integracion de los pasos 1) y 2) implican integrar
sistemas de E.D.P.’s de primer orden. Si se cumplen las ecuaciones
de compatibilidad (3.16), estos sistemas seran integrables (sin
conducir a contradicciones en su integracion) permitiendo,

finalmente, la obtencién del campo de desplazamientos

NOTA

El tensor de rotacion de

sélido rigido C3(7)

(antisimétrico) se

construye a partir del

vector de rotacién é(t)

como:
Q=
0 Q,
-0, 0
é31 - Q23

Observacion 3-8 I

La aparicién de las constantes de integracion en las ecuaciones (3.29)
y (3.30) pone de manifiesto que un tensor de deformacion integrable,
€(x,1), determina el movimiento en cada instante de tiempo salvo

una rotacién ¢(f) = B(¢) y una trashacion ¢'(f) = @ (1) :
0(x,7) = 0(x, ) + 6(7)
u(x,?)=u(x,t)+u()

e(x,t) — {

A partir de dicha rotacion é(t) y traslacion u(#) uniformes, puede
construirse el siguiente campo de desplazamientos:

w(x)=Q0x+i()| (= uevV=Q)

que se denomina desplazamiento de solido  rigido. En efecto, la
deformacion asociada a dicho desplazamiento es nula:

£ =Vu = OV +VOu) = (@+Q) =0
-0

tal como corresponde al concepto de sélido rigido (sin deformacion).
Por consiguiente, puede concluirse que fodo campo de deformacion
compatible - determina  los  desplagamientos  del  medio  continno - salvo  un
desplazamiento de  solido rigido, el cual debe determinarse con las
condiciones de contorno apropiadas.
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Ejemplo 3-1
Para un cierto movimiento el tensor de deformacion infinitesimal tiene el signiente valor:
8 _r é x2z
2 2
Yy
gx,1)=| —= X 0
(x,1) >
E x*z 0 x>
2

Obtener el vector de desplazamientos W(X,t) y el tensor de rotacion €UX,t)sabiendo que:
u(X,0)| 0007 = 136001y Q(x,0)] 0.

x=(0,0,0)" —

1) Vector de rotacion:
Planteando los sistemas de ecuaciones(3.24) a (3.206), se obtiene:

a_x ay aZ

06, =3xz a&:0 0 a&:_éxz =0, z—éxzz-i-Cz(t)
a_x ay aZ 2 2

08, 0, 3 00, 3

o o 2 % 3 2)/ 5(1)

Las constantes de integracion C,(f)se determinan imponiendo que

Q(X,t)|x:(0’0’0y=0 (y por tanto el vector de rotacion 9(x,t)|x:(0’0,0y=0)

obteniéndose:
0
3 2
GO=C0=C1H=0 = 89=1-x"
3
> y
y el tensor de rotacion resulta ser:
3 2
-—=YyY ——X2Zz
0 - 63 92 3 2 2
Q(X) = 93 0 — el = Ey O 0
-0 0 0
2 1 %xzz 0 i

2) Vector de desplazamientos:

Planteando, e integrando, los sistemas de ecuaciones (3.28) se tiene:

0 0 0 .
75;1=8x ; 781;1 =2y %:o = u,=4x> -y +C.(t)
0 d 0 .
Srer o SEEx 5 GES0 S w=uiGo

0 0 0 .
aLx3=3xzz : aL;=0 : %:f = u,=x’2+C,(0)
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e imponiendo que u(X,1)|,_ 00 = {31,0,0}"
4x? —y* +3t
C()=3t ; C,(H=C,(=0 = u(x,f)= Xy
3
x’z

3.5 Ecuaciones de compatibilidad e integra-
cion del tensor velocidad de deforma-
cién

Teniendo en cuenta las definiciones de los tensores de deformacion

infinitesimal € del tensor de rotacién Q y del vector de rotacién 0, existe una

clara correspondencia entre estas magnitudes y a) el tensor velocidad de
deformacién d, b) el tensor velocidad de rotacién w (o tensor spin) y c) el

vector velocidad de rotacion ® dados en el capitulo 2. Dichas
correspondencias se pueden establecer como sigue:

u v
g(u) d(v)
1(ou, du;) € 1fov, 9,
l]:— + — dl_jzf + —
2| ox; oy, 20 dx; ox;
(3.31)
o -1 du, Ou; w L dv, 9V,
) ox; ox; ) ox; ox;
9=1qu m=lev
2 2

Es evidente entonces que el concepto de compatibilidad de un campo de
deformaciones € introducido en el apartado 3.1 puede extenderse, en virtud de
la correspondencia (3.31), a la compatibilidad de un campo de velocidad de
deformacion d(x,¢?).

Para integrar dicho campo se podra utilizar el mismo procedimiento
visto en el apartado 3.4.2 sustituyendo € por d, u por v, Q por w y @ por
. Ciertamente esta integracién solo podra llevarse a cabo si se cumplen las
ecuaciones de compatibilidad (3.16) en las componentes de d(x,?).

Obsetrvacion 3-9

Las ecuaciones de compatibilidad resultantes y el proceso de
integracion del tensor velocidad de deformacion d(x,?) no estan, en

este caso, restringidos al caso de deformacion infinitesimal.
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4.1 Fuerzas masicas y superficiales

Consideraremos que las fuerzas que pueden actuar sobre un medio continuo
pueden ser de dos tipos: fuerzas mdsicas y fuerzas de superficie (o supetficiales).

4.1.1 Fuerzas masicas

Definicién:

Fuerzas masicas: son las fuerzas que se ejercen a distancia sobre las
particulas del interior del medio continuo. Ejemplos de dicho tipo
de fuerzas son las fuerzas gravitatorias, las inerciales o las de

atraccion maﬁnética. I

df, =pbdv

Figura 4-1— Fuerzas masicas en el medio continuo

Sea b(x,?) la descripcion espacial del campo vectorial fiersas misicas por unidad
de masa. Multiplicando el vector de fuerzas misicas b(x,t) por la densidad p, se
obtiene el vector de fuerzas masicas por unidad de volumen pb(x,t) (densidad
de fuerzas madsicas). La resultante total, f,, de las fuerzas masicas sobre el

volumen material V' de la Figura 4-1 sera:

f, = [pb(x.1)av @.1)
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Observacion 4-1

En la definicién de las fuerzas de volumen dada en (4.1), se acepta
implicitamente la existencia del vector pb(x,) de densidad de fuerzas
masicas. Esto supone que, dada una secuencia arbitraria de
volumenes AV, que contienen a la particula P y la correspondiente

£, Vi

ar Y

secuencia de fuerzas mésicas f,, , existe el limite pb(x,7)= lim
i AV,—0

ademis es independiente de la secuencia de volumenes considerada.

Ejemplo 4-1 — Para un medio continuo, de volumen V, situado en la supetficie
terrestre, obtener el valotr de la resultante de las fuerzas masicas en funcion de
la constante gravitatoria g .

Figura 4-2— Campo gravitacional

Suponiendo un sistema de ejes cartesianos (ver Figura 4-2) tal que el eje x;
tenga la direccion de la vertical desde el centro de la tierra el campo vectorial
b(x,#) de las fuerzas gravitatorias por unidad de masa es:

0
b(x,7)=| 0
—&
y el valor de las fuerzas masicas puede calcularse como:
0
f, = [pb(x.0)av = 0
4

—JVpng
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TERMINOLOGIA

En la literatura suele
denominarse vector de
traccion al vector de
fuerzas superficiales
por unidad de
superficie t , aunque
este concepto puede ser
extendido a puntos del
interior del medio
continuo

4.1.2 Fuerzas superficiales

Definicién:

Fuerzas superficiales: fuerzas que actian sobre el wntorno del volumen
material considerado. Pueden considerarse producidas por las
acciones de contacto de las particulas situadas en el contorno del
medio con el exterior del mismo.

Sea t(x,?) la descripcion espacial del campo vectorial de fuerzas superficiales

por unidad de superficie en el medio continuo de la Figura 4-3. La fuerza resultante
sobre un elemento diferencial de superficie dS sera t-dS vy la resultante total
de las fuerzas de supetficie actuando en el contorno oV del volumen V podrd

escribirse como:

f, = J-t(x,t)dS (4.2)
v

Figura 4-3 — Fuerzas superficiales

Obsetrvacion 4-2

En la definicién de las fuerzas de supetficie dada en (4.2) se considera
implicitamente la existencia del vector de fuerzas superficiales por
unidad de superficie t(x,#) (vector de traccién). En otras palabras, si

se considera una secuencia de superficies AS,, todas ellas

i
conteniendo al punto P, y las correspondientes fuerzas superficiales
fis,

f (ver Figura 4-4), se supone que existe el limite t(x,7)= AlSzm b
! ;=0

que éste es independiente de la secuencia de superficies elegida.
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AS), fAs,
ASz 4 fASZ

AS, g

Figura 4-4— Vector de traccion

4.2 Postulados de Cauchy

Consideremos un medio continuo sobre el que actian las correspondientes
fuerzas masicas y superficiales (ver Figura 4-5). Consideremos también una
particula P del interior del medio continuo y una superficie arbitraria, que pasa
por el punto P y de normal unitaria n en dicho punto, que divide al medio
continuo en dos partes (volumenes materiales). En la superficie de corte,
considerada ahora como parte del contorno de cada uno de estos volumenes
materiales, actuaran las fuerzas superficiales debidas al contacto entre ambos.

Sea t el vector de traccion que actia en el punto P considerado como
parte del contorno del primero de estos volumenes materiales. En principio
este vector de tracciéon (definido ahora en un punto material del interior del
medio continuo original) dependera:

1) De cual sea la particula considerada,
2) de la orientacion de la superficie (definida a través de la normal n) y
3) de cudl sea la propia supetficie de corte.

El siguiente postulado lo hace independiente de esta dltima condicién:

Figura 4-5—Postulados de Cauchy
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RECORDATORIO

Un postulado es un
ingrediente
fundamental de una
teorfa que se formula
como principio de la
misma y que, como tal,
no admite
demostracion.

Observacion 4-3

17 Postulado de Canchy: El vector de tracciéon que actda en un punto
material P de un medio continuo segin un plano de normal unitaria

n, depende tnicamente del punto P y de la normal n .

b t(P, n)

Observacion 4-4

Sea una particula P de un medio continuo y consideremos distintas
superficies que pasan por el punto P de forma que todas ellas tienen
el mismo vector normal n en dicho punto. De acuerdo con el
postulado de Cauchy, los vectores de traccion en el punto P, segun
cada una de estas superficies, coinciden. Por el contratio, si la normal
a las superficies en P es distinta, los correspondientes vectores de
traccion ya no coinciden (Figura 4-6).

Figura 4-6— Vector de traccién en un punto segin distintas superficies

Observacion 4-5

2° Postulado de Canchy - Principio de accion y reaccion: El vector de
tracciones en un punto P de un medio continuo, segin un plano de
normal unitaria n, es igual y de sentido contrario al vector de
tracciones en el mismo punto P segin un plano de normal unitaria
—n en el mismo punto (ver Figura 4-5):

‘t(P,n): —t(P,—n)‘
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4.3 Tensor de tensiones

4.3.1 Preliminares: aplicacion de la 22 ley de Newton a un
medio continuo

Consideremos un sistema discreto de particulas en movimiento, tal que una
particula genérica i del mismo tiene una masa m,, una velocidad v, y una

y av, T .
aceleracion a; = 7’ Sobre cada particula i actda ademas una fuerza f; que se
t
relaciona con su aceleracion a través de la segunda ley de Newton
f, =ma, (+3)

y la resultante R de las fuerzas que actian sobre todas las particulas del sistema
resulta ser:

R=Z’fi =;miai (44)

Los conceptos anteriores pueden generalizarse para el caso de medios
continuos entendidos como sistemas discretos constituidos por un ndmero
infinito de particulas. En este caso la aplicacion de la segunda ley de Newton a
un medio continuo de masa total M, sobre el que actian unas fuerzas
exteriores caracterizadas por el vector de densidad de fuerzas masicas pb(x,?)y
el vector de traccion t(x,t), cuyas particulas tienen una aceleracién a(X,?)y que

ocupa en el instante ¢ el volumen de espacio V, se escribe:

R:J.pde+ jtds = ja dm =jpadV
v, v M opdV 7,
G P (4.5)
Resultante de ~ Resultante de

las fuerzas las fuerzas

masicas superficiales

4.3.2 Tensor de tensiones

Consideremos ahora el caso particular de volumen material constituido por un
tetraedro elemental situado alrededor de una particula arbitraria P del interior
del medio continuo, y orientado segun se muestra en la Figura 4-7. Sin pérdida
de generalidad puede situarse el origen de coordenadas en P.

El tetraedro tiene un vértice en P y sus caras quedan definidas
mediante un plano de normal n={n,,n,,n,}' que intersecta con los planos
coordenados definiendo una superficie genérica de area S (la base del
tetraedro) a una distancia A (la altura del tetraedro) del punto P. A su vez, los
planos coordenados definen las otras caras del tetraedro de dreas S;,S, y S,
con normales (hacia fuera) —e, —€, y —e;, trespectivamente. Por

consideraciones geométricas pueden establecerse las relaciones:
S=nS8 S,=n,8 S,=n,8 (4.6)
En la Figura 4-8, se introduce la notacién para los vectores de traccién en cada

una de las caras del tetraedro considerado y asociados a las correspondientes
normales.
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N

ABC=S

PN
BPC=S,=nS
=~
APC=S, =n,S
PN

APB =S8, =n,S

“:{”1a"23n3}T

Figura 4-7 — Tetraedro elemental alrededor de un punto material P

PP //n

P
ABC = S = area de la base del tetraedro
‘ﬁ‘ =h =altura del tetraedro

V= % S h = volumen del tetraedro

Figura 4-8 — Vectores de tracciéon en el tetraedro elemental

Por el segundo postulado de Cauchy (ver Observacién 4-5) el vector de
traccién sobre un punto genérico X de una de las superficies §; (de normal

hacia fuera —@,) puede escribirse

not X
t(x,—&,)=—t(x,&,) =—t(x) ie{1,2,3} (4.7)
Observacion 4-6
Teorema del valor medio: Dada una funcion (escalar, vectorial o tensotial)

continma en el interior de un dominio (compacto), la funcién alcanza su
valor medio en ¢/ interior de dicho dominio.

En términos matematicos:

Dada f(x) continuaenQ, Ix €Q | If(X)dQ =Q- f(X*)
Q

Valor
medio
de fenQ

En la Figura 4-9 puede verse la interpretacion grafica del teorema del
valor medio en una dimension.
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X 1
[6)= 5 i f(x)dQ

[

Q
Figura 4-9 — Teorema del valor medio

En virtud del teorema del valor medio el campo vectorial t”(x), supuesto

continuo en el dominio S, alcanza su valor medio en el interior del mismo.
Sea x: € S, el punto donde se alcanza del valor medio y t* =t (xt,) dicho
valor medio. De forma andloga sean t =t(xy), p'b =p(x;)b(x,) vy

p'a’ =p(x;) a(x;) los correspondientes valores medios de los campos: vector
de traccién t(x) en S, densidad de fuerzas masicas pb(x) y de aceleracion
pa(x), los cuales, de nuevo en virtud del teorema del valor medio, se alcanzan

en los puntos, X, € S y X, €V del interior de los correspondientes dominios.
En consecuencia puede escribirse:

[tOx)ds =t -5, ie{123}

5

jt(x)dS:t*-S
S

(4.8)
J.p(x)b(x) dv=p'b" -V
Vv
jp(x) a(x)dV =pa’ -V
Vv
Aplicando ahora la ecuacién (4.5) al tetraedro considerado, se tendra:
jpde+jtds+jtds+ jtds+ jtdS:
v 5 5 5 8,
4.9)

= [pbav +[tds+[(-t")ds + j(ét<2>)ds+ [(t®yds =[paar
v s s s, S5 v

1

donde se ha tenido en cuenta la ecuacién (4.7). Substituyendo la ecuacion (4.8)
en la expresion (4.9), ésta se puede escribir en términos de los valores medios
como:

P bVt s—t0s —t@ s, O g =p 'y (4.10)
Substituyendo ahora la ecuacién (4.0) y expresando el volumen total de la

piramide como V = %S h la ecuacion (4.10), puede escribirse como:
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L b hs s —tVn,S =@ 0,5~ ¢ n,5=1p a’ hS =
3 3 (4.11)
1 * * * (1)* (2)* (3)* 1 k% ’
gp b h+t -t n, -t n, -t n3:§p a h

La expresion (4.11) es valida para cualquier tetraedro definido por un plano de
normal n situado a una distancia & del puntoP. Si se considera ahora un
tetracdro infinitesimal, alrededor del punto P, haciendo tender a cero el valor

de ‘PP"=h pero manteniendo constante la orientacion del plano
(n =constante), en la ecuacion (4.11) se tiene que los dominios §;, § vy
V colapsan en el punto P (ver Figura 4-7), con lo cual los puntos de los
respectivos dominios en los que se obtienen los valores medios tienden
también al punto P:

Xy 2 X, = Kim[t(”* (xf; )] =t9(P) ie{1,2,3}

h—0

(4.12)
Xy =X, :{im[t*(xg,n) =t(P,n)
h—0
y ademas
tim| L p" 6" b |= im| Lp*a" 1 |=0 4.13
h—0 3p _hao 3p - ( )

Tomando ahora el limite de la ecuacién (4.11) y substituyendo las (4.12) y
(4.13) 1a expresiéon (4.11), conduce a:

t(P,n)—tVn —t@n, —tn; =0 = t(P,n)-t"n, =0 (4.14)

El vector de tracciones ") puede escribirse en funcién de sus componentes
cartesianas, ver Figura 4-10, como:

tV =0, +06,6,+0,8, =08, (4.15)

Xy

Figura 4-10 — Descomposicién en componentes del vector de tracciéon t0

Operacién que puede realizarse en forma analoga por los vectores de traccion
t? vy t% (ver Figura 4-11):
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A

Figura 4-11— Vectores de traccién t® y t®)
9 =6,8, +0,,8, +0,,8, =0,¢, (4.16)

t®) =6,6,+0,,6, + 0,6, =08, (4.17)
Resultando para el caso general:

tP)=c,e, i je(l23} (4.18)

o,;(P)=t"(P) i, je{l,23} (4.19)

Observacion 4-7
Notese que en la expresion (4.19) las funciones 6;; son funciones de

(las componentes de) los vectores de traccion 1\ (P) sobre superficies

especificamente orientadas en el punto P. Se enfatiza, pues, que dichas
funciones dependen del punto P, pero no de la normal n:

G, =0; (P)

Substituyendo la ecuacion (4.19) en la (4.14):
t(P,n)=nt" =1, (P,n)=n; t"(P)=n;6,(P) i,je{l,23}=

[¢(P.n)=n-o(P)] (4.20)

donde se ha definido el Tensor de Tensiones de Cauchy G:
GZG,-jéi ®éj (4.21)
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Observacion 4-8

Noétese que la expresion (4.20) t(P,n)=n-o(P) es consistente con

el primer postulado de Cauchy (ver Observacion 4-3) y que el
segundo postulado (Observacion 4-5) se cumple a partir de:

}=> t(P,n)=—t(P,—n)

t(P,n)=n -0
t(P,—n)z—n -0

Observacion 4-9

De acuerdo con las expresiones (4.18) y (4.21) la construccién del
tensor de tensiones de Cauchy se realiza a partir de los vectores de
traccion segun tres planos coordenados que pasan por el punto P (ver
Figura 4-12). Sin embargo mediante la ecuacion (4.20), se observa que
en dicho tensor de tensiones 6(P) se encuentra la informacion sobre

los vectores de traccion correspondientes a cualquier plano (identificado
por su normal n ) gue pase por dicho punto.

Figura 4-12

4.3.3 Representacion grafica del estado tensional en un punto

Es frecuente acudir a representaciones graficas del tensor de tensiones basadas
en paralelepipedos elementales alrededor de la particula considerada, con caras
orientadas segin los tres planos coordenados, y en la que los correspondientes
vectores de traccién se descomponen vectorialmente en sus componentes
normal y tangencial al plano de acuerdo con las expresiones (4.15) a (4.20) (ver

Figura 4-13)

4.3.3.1 Notacion cientifica
La representacion de la Figura 4-13 corresponde a lo que se conoce como
notacion cientifica. En dicha notacién la matriz de componentes del tensor de
tensiones se escribe:
Gll 612 613
G=|0; Gy Oy (4.22)
G3; O3 O3
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y cada componente G, puede caracterizarse en funcién de sus subindices
como:
indica el plano de actuacion

indice i — (plano perpendicular al eje Xi)

G, — . . ., ., 4.23
v indica la direccion de la tension (4.23)

indice j —

(direccion del eje X; )

'{1, “ 4—

Figura 4-13 — Representacion grafica del tensor de tensiones (notacion
cientifica)
4.3.3.2 Notacion ingenieril

En notacién ingenieril, las componentes del tensor de tensiones de Cauchy se
escriben (ver Figura 4-14):

Gx Txy sz
o=|t, O, T, (4.24)
sz Tyz Gz

o, — Tension normal actuante sobre el plano perpendicu lar al eje a

Tension tangencial actuante sobre el plano perpendicular al eje a (4.25)

T{Z . . .
" "lenla direccién del eje b

Y

VQ

<y

Figura 4-14 - Representacién grafica del tensor de tensiones (notacion
ingenieril)
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NOTA

Es evidente que valores
negativos de las
componentes del
tensor de tensiones
redundarin en
representaciones
graficas de signo
opuesto al de los
valores positivos
indicados en las figuras.

4.3.3.3 Criterio de signos

Consideremos un particula P del medio continuo y un plano de normal n que
pase por (ver Figura 4-15). El correspondiente vector de traccién t puede
descomponerse en sus componentes normal 6,y tangencial T, . El signo de la
proyecciéon de t sobre n (6=t-n) define el caracter de #raccion (G, tiende a
traccionar al plano) o compresion (o, tiende a comprimir al plano) de la

componente normal.

=0on

> 0 tracciéon
c=t-n .,
< 0 compresion

Figura 4-15— Descomposicion del vector de traccion

Este concepto puede utilizarse para definir el sigho de las componentes del
tensor de tensiones. A estos efectos en el paralelepipedo elemental de la Figura
4-13 se distingue entre caras vistas o positivas (cuya normal hacia fuera va en la
direccién positiva del vector de la base y que s¢ ver en la figura) y las restantes
caras o caras ocultas o negativas.

El criterio de signos para las caras vistas es el siguiente:

positivas (+) = traccion

Tensiones normales (G, 0 O, ) .
negativas (—) = compresion

Tensiones tangenciales

a
Y

positivas (+) = sentido del eje b
* | negativas (=)= sentido contrario al eje b

De acuerdo con estos criterios los sentidos de las tensiones representados en la
Figura 4-14 (sobre las caras vistas del paralelepipedo) corresponden a valores
positivos de las respectivas componentes del tensor de tensiones.

En virtud del principio de accién y reaccién (¢(P,n)=—t(P,—n))y para
las caras ocultas del paralelepipedo, dichos valores positivos de los
componentes del tensor de tensiones suponen sentidos contrarios para su

correspondiente representacioén grafica (ver Figura 4-16).
A
z

# | O
Ly Ty
' -
Gy<_ - _,7':/ VT _
T, v
vz T y
iz
T
\J
X GZ

Figura 4-16 — Tensiones positivas en los planos ocultos
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4.4 Propiedades del tensor de tensiones

Consideremos un volumen material arbitrario V' de un medio continuo y sea
oV el contorno de este volumen material. Sean b(x,?) las fuerzas masicas que
acttan en V y sea t'(x,z) el vector de traccién prescrito que actua sobre el
contornodV . Sean, finalmente, a(x,#) el campo vectorial de aceleraciones de
las particulas y ©(x,?) el campo tensorial de tensiones de Cauchy (ver Figura
4-17).

b(x,t) xeV

t'(x,7) xedV

Figura 4-17

4.4.1 Ecuacion de Cauchy. Ecuacién de equilibrio interno

El tensor de tensiones, las fuerza masicas y las aceleraciones estan relacionadas
por la denominada Ecuacion de Canchy:

. V-o+pb=pa vxeV
Ecuacion de 9 (4.26)
Cauchy Bxl.j +pb; =pa, i, je {1,2,3} '
cuya expresion explicita en notacién ingenieril resulta:
kL T, OT
X + zZX + b =
o oy oz PrTP%
Jot,, do, 0T
Y4 Yy P yph = 4.27
ox oy oz PTPY @20
d
9%, | 9% + Jo, + pb, = pa.
| ox dy oz

Si el sistema esta en equilibrio la aceleracién es nula (a=0), la expresion (4.26)
queda:

. V.-o+pb=0 VxeV
Ecuacién de
(4.28)

J

S —4do;
equilibrio interno 3 L +pb. =0 i, je {1,2,3}
x

i

que se conoce como la Ecuacidn de equilibrio interno del medio continuo.
La deduccién de las ecuaciones de Cauchy se hace a partir de/ Postulado
de balance de la cantidad de movimiento que es objeto de estudio en el capitulo 5.
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4.4.2 Ecuacion de equilibrio en el contorno

La ecuacién (4.20) puede ser ahora aplicada a los puntos del contorno
considerando que el vector de traccién es ahora conocido en dichos puntos

(t=t"). El resultado es la denominada ecuaciin de equilibrio en el contorno:

(4.29)

Ecuacion de equilibrio {n(x, 1)-o(x,1)=t"(x,7) Vxe dV
%

en el contorno nG,=t; i,je{l23}

4.4.3 Simetria del tensor de tensiones de Cauchy

Mediante la aplicacion del principio de balance del momento angular (ver
capitulo 5) puede demostrarse que el tensor de tensiones de Cauchy es siwétrico:

c=0"

G, =0 i,je{,2,3}

i Ji

(4.30)

Observacion 4-10

La simetrfa del tensor de tensiones permite que las ecuaciones de
Cauchy (4.28) y de equilibtio en el contorno (4.29) puedan escribirse,
respectivamente, comos:

V.-o+pb=0c-V+pb=pa VxeV

do do ..

8x,.j +pb; = axj +pb; =pa, i, je{1,2,3}
{n-czon:t*(x,t) Vxe dV
n,G;=0,n=t;(xt1) VxedV i, je{l,2,3}

Ejemplo 4-2 — Un medio continno se mueve con un campo de velocidades cuya descripcion
espacial es V(X,t) = [Z, X, y]T . E/ tensor de tensiones de Canchy es de la forma:

y gxzt 0
o=|hy) z(1+t) 0
0 0 0

Determinar las funciones g, b y la forma espacial de las fuerzas de volumen b(X,t) gue

generan el movimiento.

Resolucion:
Sabemos que el tensor de tensiones es simétrico, por lo tanto:

h(y)=C

6=06 = h(y)=gxzt) = {g(x,Z,f)=C

donde C es una constante.

Ademis la divergencia del tensor resulta ser nula:
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Vo=|— — —||C za+r o|=[0 0 o]
ox dy oz
0 0 0

port lo tanto, la ecuaciéon de Cauchy quedara:

V.-o+pb=
P pa}: b=a

V.o=0
y aplicando la férmula de la derivada material de la velocidad:
dv_ov ov
=—=_—+4v-V —=0
Ca o VY ot
&
ox [0 1 0
9
VWw=Vov=|—|z x y]= 0 0 1
dy
k) |1 00
[ 0z |

=ly z 4]

0 1
a=v-Vv=[z x y]|0 0
1 0

S = O

‘:) b(x,/)=a(x,))=[y z x]T‘

RECORDATORIO

Un teorema del dlgebra
tensorial garantiza que
todo tensor de segundo
orden simétrico
diagonaliza en una base
ortonormal y sus
valores propios son
reales.

4.4.4 Diagonalizacion. Tensiones y direcciones principales

Consideremos el tensor de tensiones ©. Al tratarse de un tensor de segundo
orden simétrico diagonaliza en una base ortonormal y sus autovalores son
reales. Consideremos, pues, su matriz de componentes en la base cartesiana
(x,y,z)de trabajo (ver Figura 4-18):

x xy Xz
c=|1T, O, T, (4.31)
sz Tyz 6z

(x,,2)
En el sistema cartesiano (x,),z") en el que ¢ diagonaliza su matriz de
componentes sera:

c, 0 0
=0 o, 0 (4.32)
0 0 o )

Definiciones:

Direcciones principales (de tension): Las direcciones, asociadas a los ejes
(x",)",2") , enlas que el tensor de tensiones diagonaliza.

Tensiones principales: Los valores propios del tensor de tensiones
(0,,0,,0;). En general, se supondrin ordenadas de la forma

{0,20,20,}.
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Figura 4-18 — Diagonalizacién del tensor de tensiones

Para obtener las direcciones y tensiones principales, se debe plantear el
problema de autovalores asociado al tensor 6. Es decir, si A y v son un
autovalor y su correspondiente autovector, respectivamente, se plantea:

6 v=Av=[c-211]-v=0 (4.33)

Para que la solucién de este sistema sea no trivial (distinta de v=0), el
determinante de (4.33) tiene que ser igual a cero, es decir:

not
detfo-A1] = |o-A1=0 (4.34)

La ecuacion (4.34) es una ecuacién polinémica de tercer grado en . Siendo el
tensor O simétrico, sus tres soluciones (A, =6, A, =G,,A; =G;)son reales.

Una vez hallado los autovalores y ordenados segtn el criterio 6, 26, 20,4, se

puede obtener el vector propio v’ para cada tensién ©,, resolviendo el
sistema (4.33):

[6-01]v? =0 ie{1,23} (4.35)
que proporciona una solucién no trivial para los autovectores v, ortogonales
entre si, la cual, una vez normalizada, define los tres elementos de la base
correspondientes a las tres direcciones principales.

Observacion 4-11 I

De acuerdo con la interpretacion grafica de las componentes del
tensor de tensiones del apartado 4.3.3, sobre las caras del
paralelepipedo elemental asociado a las direcciones principales de
tension no actian mas que unas tensiones normales que son,
precisamente, las tensiones principales (ver Figura 4-18).
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NOTA

Se define como fensor
isétropo a aquel que es
invariante frente a
cualquier cambio de
base ortogonal. La
expresién mas general
de un tensor isétropo
de segundo orden es

T =01 siendo ¢ un

escalar cualquiera.

4.4.5 Tensién media y presion media

Definicion:

Tension media: Es el valor medio de las tensiones principales

1
G, =§(51 +0,+0;)

Observando la matriz de componentes del tensor de tensiones en las
direcciones principales (4.32), resulta:

o, =%(01 +0, +o3)=%Tr(c) (4.36)

Definicion:

Presion media: Es la tension media cambiada de signo

not

., . — 1
presion media = p=-0,, :—g(cl +0,+0;)

Definicion:

Estado de tension hidrostdtico: Es aquel en el que las tres tensiones
principales son iguales:

6, =0, =0,

0 0
c 0|=01
0 o

U
a
i
S © Q

Observacion 4-12 I
Un estado de tensioén hidrostatico implica que el tensor de tensiones

es isétropo y, por tanto, que su matriz de componentes es la misma

en cualquier sistema de coordenadas cartesianas.

En consecuencia, cualquier direcciéon es direccion principal y el estado
tensional (vector de traccion) es el mismo para cualquier plano.
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NOTA

Este tipo de
descomposicion puede
hacerse con cualquier
tensor de segundo
orden.

4.4.6 Descomposicion del tensor de tensiones en sus partes
esférica y desviadora

El tensor de tensiones 0 puede descomponerse en una parte (0 componente)
esférica O, y una parte desviadora 0":

=0, + O
m Parte (437)
esférica  desviadora
donde la parte esférica se define como:
6, 0 0
defl
Oy = gTr(c)1=Gm 1= 0 o, O (4.38)
0 0 o

m

donde o, es la tensiéon media definida en (4.36). Por la definicién (4.37) la
parte (o componente) desviadora del tensor de tensiones sera:

6, T, Ty g, 0 0
¢=6-0, =T, ©, T,.[-|0 o, 0 (4.39)
1. T, O, 0o 0 o,
resultando:
6,-0, T, « o, Ty Te
o'= o G,-0, N ] (4.40)
T, T. 0.-0,| |t T. O

Observacion 4-13
La parte esférica del tensor de tensiones G, es un tensor isétropo (y

define un estado tensional hidrostatico) y por lo tanto es invariante
frente a un cambio de base ortogonal.

Obsetvacion 4-14
La componente desviadora del tensor es un zdicador de cuanto se

aparta el estado tensional de uno hidrostatico (ver ecuacién (4.39) y la
Observacion 4-13).

Observacion 4-15

Las direcciones principales del tensor de tensiones y de su
componente desviadora coinciden. La demostracion es trivial
teniendo en cuenta que, de la Observacion 4-13, la parte esférica G,

es diagonal en cualquier sistema de coordenadas. En consecuencia, en
la ecuacion (4.39), si 6 diagonaliza en una cierta base, también lo hace

’

o .
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RECORDATORIO

Los invatiantes
tensoriales son
combinaciones
algebraicas escalares de
las componentes de un
tensor, que no cambian
al cambiar la base.

Observacion 4-16 I
La traza del tensor (componente) desviador es nula. Teniendo en
cuenta las ecuaciones (4.30) y (4.39):

Tr(¢’)=Tr(6 -o,,)=Tr(c)-Tr(6,,) =30, —306,, =0

4.4.7 Invariantes tensoriales

Los tres invariantes fundamentales del tensor de tensiones (o znvariantes I) son:

1, =Tr(6)=06;=6,+0G, +0G, (4.41)

1 2
I, =E(G:°'_11 )=_((5102 +0,0; +0,0;) (442)
I, =det(o) (4.43)

Cualquier combinacién de los invariantes I es a su vez otro invariante. As{ se
definen los siguientes znvariantes J :

Jl =11=Gii (444)
1 1 1
J, :E(IIZ +21, ):Ec,jcﬁ =5(0'10) (4.45)
1(, 1 1
J, :5(11 +31, 1, +3, ):ETr(o-c-o)zgc,,-cjkck,- (4.46)

Observacion 4-17
Para un tensor puramente desviador ¢ los correspondientes
invariantes | tresultan ser (ver Observacion 4-16 y las ecuaciones (4.41)

a (4.46)):
':],:
J,=1,=0 Si=h=0
J,=1, =06 =:J,=I,==(¢":06")=—0}0,
Js =l
Jy=l'= (G:-jc'jkc}ﬂ)
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NOTA

Son aplicables aquf los
mismos conceptos y
nociones respecto a
sistemas de
coordenadas curvilineas
ortogonales, explicados
en el apartado 2.15 del
capitulo 2.

4.5 Tensor de tensiones en coordenadas
curvilineas ortogonales

4.5.1 Coordenadas cilindricas

Consideremos un punto en el espacio definido por las coordenadas cilindricas
{r.6,2} (ver Figura 4-19):

x=rcos0
x(7,0,z)=4y=rsind

zZ=2Z

Figura 4-19 — Coordenadas cilindricas

En dicho punto consideraremos la base fisica (ortonormal) {e,,e,,é.} y un
sistema cartesiano de ejes locales {x",y",z"} definido dextrdgiro. En esta base

las componentes del tensor de tensiones son:

Gx' Tx'y' Tx'z' Gr Tre Trz
o=(T,, O, T, |=|Ts Op Te (4.47)
Tx z Tv'z' Gz Trz Tez Gz

dV =rdodrdz

Figura 4-20— Elemento diferencial en coordenadas cilindricas

cuya representacion grafica sobre un paralelepipedo elemental puede verse en
la Figura 4-20, donde se han dibujado las componentes del tensor de tensiones
en las caras vistas. Notese que, ahora, las caras vistas en la figura no coinciden
con las caras positivas, definidas (en el mismo sentido que en el apartado
4.3.3.3) como aquellas cuya normal coincide (en direccion y sentido) con un
vector de la base fisica.
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4.5.2 Coordenadas esféricas

Un punto en el espacio esta definido por las coordenadas esféricas {r,0,0} (ver
Figura 4-21).
Linea coordenadas ¢ B A x=r sin® cos O
x=x(r,0,0)=1y=rsin@sen ¢
z=rcos0

Linea coordenada 0

Figura 4-21— Coordenadas esféricas

Para cada punto consideraremos la base fisica (ortonormal) €,,64,é, | y un
sistema de ejes locales cartesiano{x",y",z"} definido dextrégiro. En esta base

las componentes del tensor de tensiones son:

Gx' Tx'y' Tx'z' Gr Trﬁ Trd)
O=|T,y O, T, |=|Te Oy Tg (4.48)
T, Ty» Oy To Too Oo

La representacion grafica de las componentes del tensor de tensiones en
coordenadas esféricas puede verse en la Figura 4-22, donde se han dibujado las
componentes del tensor de tensiones en las caras vistas.

do 5

Figura 4-22 — Elemento diferencial en coordenadas esféricas



4 Tension 105

4.6 Circulo de Mohr en 3 dimensiones

4.6.1 Interpretacion grafica de estados tensionales

El tensor de tensiones juega un papel tan crucial en la ingenierfa que,
tradicionalmente, se han desarrollado diversos procedimientos, esencialmente
graficos, para su visualizacién e interpretacién. Los mds comunes son los
denominados Crreulos de Mobr.

Sea P un punto arbitrario de un medio continuo y sea o(P) el tensor de

tensiones en dicho punto. Consideremos un plano arbitrario, con normal
unitaria n, que pasa por P (ver Figura 4-23). El vector de traccién en el punto
P correspondiente a dicho plano es t=6-n. Podemos descomponer ahora
dicho vector en sus componentes ©,, normal al plano considerado, y la

componente T, tangente a dicho plano.
Consideremos ahora la componente normal 6, =on, donde 6 es la

componente normal de la tensién sobre el plano, definida de acuerdo con el
criterio de signos del apartado 4.3.3.3:

6 > 0 traccion
6,=6-n (4.49)

¢ < 0 compresion

Consideremos ahora la componente tangencial T,, de la que s6lo nos va a

interesar su médulo:

(4.50)

Figura 4-23 — Descomposicion del vector de traccién

Podemos caracterizar ahora el estado tensional en el punto considerado sobre
el plano de normal n mediante la pareja:

celR

(6,1 — {TeR (4.51)

+

que, a su vez, determina un punto del semiplano (x=0, y=1)e RxR" de la
Figura 4-24. Si consideramos ahora los infinitos planos que pasan por el punto
P (caracterizados por todas las posibles normales n) y obtenemos los

correspondientes valores de la tensién normal G; y tangencial T, y, finalmente,
los representamos en el semiespacio mencionado, obtendremos una nube de
puntos de la que podemos preguntarnos si ocupa todo el semiespacio o estd
limitada a un lugar geométrico determinado. la repuesta a dicha pregunta la
proporciona el analisis que sigue.
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T
(Gljﬁcl) n _>(01711)
. ,,1,) n, —=(0,,1,)
L ] L] . .
[ ]
(Gmrz) ni_>(6i91i)

Figura 4-24 — Lugar geométrico de los puntos (o, 1)

4.6.2 Determinacion de los circulos de Mohr

Consideremos el sistema de ejes cartesianos asociado a las direcciones
principales del tensor de tensiones. En esta base, las componentes del tensor
seran:

c, 0 O
6=(0 o, 0 |cono 20,20, (4.52)
0 0 o,

y el vector de traccion tendra por componentes

o, 0 0 |n o, n
t=c-n=({0 o, O0|n,|=|0,n, (4.53)
0 0 o,]n O, 1y

donde n,,n,,n, son las componentes de la normal n en la base asociada a las
direcciones principales. A la vista de la ecuacién (4.53) la componente normal
de la tensién (0), definida en la ecuacion (4.49), y el médulo del vector de
traccion seran, respectivamente:

n
2 2 2 _
t-n=[(51n1, O,N,, 0'3n3] n, =’c51n1 +0,n;, +0,n; —(5‘ (4.54)
n3
0" =t t=c2n? +02n +0%n’ (4.55)

También podemos relacionar los médulos del vector de traccion y de sus
componentes normal y tangencial mediante:

¢ =|o2n? +02n2 +0inl =0 + 7] (4.56)

donde se ha tenido en cuenta la expresion (4.55). Finalmente, la condicion de
normal unitaria de n se puede expresar en funcién de sus componentes como:

=1 [ 2 0 =1 “57)

Las ecuaciones (4.50), (4.54) y (4.57) se pueden sintetizar en la siguiente
ecuacién matricial:
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ol o) oil|ln| |o7+7
2
6, ©, O.]||ln|= c = A-x=b
| (4.58)
11 1 ||A 1
-~ -
A X b

El sistema (4.58) puede ser interpretado como un sistema lineal con:

a) Una matriz de coeficientes, A(G), definida por el tensor de tensiones en
el punto P (a través de las tensiones principales).

b) Un término independiente, b, definido por las coordenadas de un
cierto punto en el semiespacio ¢ — T (representativas a su vez del estado
tensional sobre un cierto plano)

c) Un vector de incognitas X que determina (mediante las componentes
de la normal n) a qué plano corresponden los valores de o y
7 elegidos.

Observacion 4-18 I
En principio solo seran factibles las soluciones del sistema (4.58)
cuyas componentes X = [”12 NN ]T sean positivas y menores que 1
0<n’ <1
(ver ecuacién (4.57)). =10<n; <1
0<n; <1
Toda pareja (6,T) que conduzca a una solucién X que cumpla este
requisito serd considerado un punto factible del semiespacio 6 -1, el

cual es representativo del estado tensional sobre un plano que pasa por P. El
lugar geométrico de los puntos (6,7T) factibles es la denominada regign

Gctible del semiespacio 0 —T.

Consideremos ahora el objetivo de encontrar la region factible. Mediante
algunas operaciones algebraicas, el sistema (4.58) puede ser reescrito como:

(I) —»o?+1? —(Gl to, )o+olo3

(rmn—o*+1’ —(al +0, )G+6102

- 4 nl =0
(01 _63)
A
(H)—>02+12—(02+a3)0+0203— ni=0
(Gz ‘03) (4.59)
- 4 ni=0
(61 _62)

114:(0'1 —0'2)<c72 —63)(0'1 —0'3)

Consideremos ahora, por ejemplo, la ecuacién (III) del sistema (4.59). Es facil
comprobar que puede escribirse como:

(6—a)2 +7> =R?

a:%(o-l +0'2)

RZJi(Gl —02)2 +(<72 —0'3)(0'l -0, )132

(4.60)
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que corresponde a la ecuaciéon de una semicircunferencia en el semiespacio
6 -1 de centro C; y radio R;:

c, :(;(0'1 +02)0J
k=t 0] 4. 0.6, ~o )t

Los distintos valores de nZe[0,1] determinarin un conjunto de

(4.61)

semicircunferencias concéntricas de centro C; y radios Ry(n;) en el
semiespacio G — T, cuyos puntos ocuparan una cierta regiéon del mismo. Dicha
region vendra delimitada por los valores maximo y minimo de R,(ny).
Observando que el radical de la expresiéon de R, en (4.61) es positivo, estos

valores se obtendran para n; =0 (el radio minimo) y n; =1 (el radio méximo)

. 1
ny=0 = R™ =E(01 _02)
(4.62)
2 max 1
ny =1 = R, :E(Gl +02)—03
El dominio delimitado por ambas semicircunferencias definird una primera
limitacién del dominio factible al indicado en la Figura 4-25.

T

o
|

G6; O & S, c
Figura 4-25 — Primera limitacion del dominio factible

El proceso puede ser ahora repetido para las otras dos ecuaciones (I) y (II) de
(4.59) obteniéndose los siguientes resultados:
w1
len — G _ G
- Ecuacion (I) 1 C, = %(02+03),0 =" 2( 2 =9)

— R™ ——‘G —a \
1 1 1
a

1 PR;W:l(Gl_(%)
- Beuacién (II) : C,= 5(61 +0,)0 |= 2

min
- = —
a, R, 0, —a,|

[ min 1
Ry :E(Gl -0,)

- Beuacién (Ill): C,=|=(c,+0,)0 |=

max
- — = —
a, R 05— as]

N | —
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Para cada caso se tiene, como region factible, una semi-corona definida por los
radios minimo y méaximo. Evidentemente la region factible final tiene que estar
en la interseccion de dichas semi-coronas tal como se indica en la Figura 4-20).

A
T

zona factible

Figura 4-26 — Zona factible

En la Figura 4-27 se muestra la construccion final resultante de los tres semi-
circulos de Mohr pasando por los puntos 6,,6,y ©,.

A
T

o
|

Y 1 o

(6} (¢}

3 2

Figura 4-27— Circulos de Mohr en tres dimensiones

Puede demostrarse, ademas, que todo punto del interior del dominio encerrado
por los circulos de Mohr es factible (en el sentido de que los correspondientes
valores de 6 y T corresponden a estados tensionales sobre un cierto plano que
pasa por el punto P).

La construccion del circulo de Moht es trivial (una vez conocidas las
tres tensiones principales) y resulta de utilidad para discriminar posibles estados
tensionales sobre planos, determinar valores maximos de las tensiones
tangenciales etc.

Ejemplo 4-3 — Las tensiones principales en un cierto punto de un medio continuo son:
o=10 ; 0,=5 ; 0;=2
En un cierto plano, que pasa por dicho punto, las tensiones normal y tangencial son Gy T

respectivamente. Razonar si son posibles los siguientes valores de © y T:
20=10 ; t=1
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boc=5 ;1=4
goc=3 ; t=1

Resolucion:
Dibujando los Cireulos de Mobr para el estado tensional que nos definen y los
puntos pedidos en el semiespacio 6—1T:
T
A Pto. b)

+ Pto.

> O

c=2 c=5 c=10
Solo en la zona sombreada es posible encontrar puntos que representen
estados tensionales (puntos factibles). Se comprueba gue ninguno de los
considerados puede serlo.

NOTA

Este tipo de problemas
se analiza en
profundidad en el
capitulo 7, dedicado a
la Elasticidad
bidimensional.

4.7 Circulo de Mohr en 2 dimensiones

Muchos problemas reales en ingenierfa se asimilan a un estado tensional ideal
bidimensional en el que se conoce (0 se supone) a priori cual es una de las
direcciones principales de tensién. En estos casos, haciendo coincidir el eje
cartesiano X, (o el eje z) con dicha direccién principal (ver Figura 4-28), las
componentes del tensor de tensiones pueden escribirse como:

6, o, O o
6=|0, 0, 0 |=[t, o, O (4.63)
0 0 oy 0 0 o

Consideremos ahora solamente la familia de planos paralelos al ¢je x, (por tanto, la
componente n, de su normal es nula). El correspondiente vector de traccion
tiene la expresion:

L G, o, 0 |fn
t(P,n)=c-n=|t,|=|c, 0, 0 ||n, (4.64)
0 0 0 o 0

z

y su componente ¢, se anula. En las ecuaciones (4.63) y (4.64) las componentes

del tensor de tensiones G, de la normal al plano n y del vector tracciéon t,
asociadas a la direcciébn x;, o bien son conocidas (este es el caso de

G,; O,;,N;0 1), o bien no intervienen en el problema (como es el caso de

G5;). Esta circunstancia sugiere prescindir de la tercera dimension y reducir el
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andlisis a las dos dimensiones asociadas a los ejes X;,Xx, (0 x,y) como se

indica en la Figura 4-28.

xy
V. X,

Figura 4-28 — Reduccion del problema de tres a dos dimensiones

Entonces podemos definir el problema ez ¢/ plano a partir de:
o o o, T,
cs[ " 12:|:|: '}} (4.65)
S Onl [Ty O

A A

4.7.1 Estado tensional sobre un plano dado

Sea un plano (siempre paralelo al eje z) cuya normal unitaria n forma un
angulo 0 con el ¢je X. Se define un vector unitario m en la direccién zangencial
a la traza del plano y en el sentido indicado en la Figura 4-29.

[cos 6:|
n=
sin®

|: sinﬂ]
m-=
—cos0

Figura 4-29 — Estado tensional sobre un plano dado
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NOTA

Se utilizan aqui las
siguientes relaciones
trigonométricas:

sin(29) =2sin6cosO

cos? 0= 1+ cos(26)
2
sin0 = 1- C(;S(Ze)

Observacion 4-19

Tanto la normal n como el vector tangente m y el angulo 6 en la
Figura 4-29 tienen asociados los siguientes seztidos:

e Vector nommal m : hacia el exterior del plano (respecto a la posicion

del punto P)

e Vector tangente m : tiende a girar en sentido horario respecto al punto
P.

e Angulo 0: positivo en el sentido antiborario.

Sea o el tensor de tensiones en el punto con componentes en la base

cartesiana:
Ox Ty 4.67
o= : :
- (4.67)

Utilizando la expresion (4.60), el vector de traccion en el punto sobre el plano
considerado es:

6, T, [[cos® G, cosO+ rxysine
t=0-n= = . (4.68)
Ty O, | sind T,, COS 0+ Gysme
Se definen la tension normal G4 v la tension tangencial T4, sobte el plano de inclinacién

0 (ver Figura 4-29) como:

. ) cos O
Gy =t-n= [(Sx cosO+1,sin6 ; T, cosO+ Gysme] i

sind (4.69)
Gy =0, cos’ 0+1,, 2sinbcosB+G ,sin’0
sin®
To=t-m= [GX cosO+71,,sin0 ; T, cos6+<5ysin9]|: :|
i —cos® (4.70)
Ty =0, sinBcos®—o sinbcosO+1,, [sin29 — cos’ 6]
que pueden reescribirse como:
6,+06, O©,-0,
Gy =— 5 L+ 2 5 ~ cos(20)+ T,,5in(26)
(4.71)
GX - G y .
Ty = T’szn(ZG)— T, cos(20)

4.7.2 Problema directo: diagonalizacién del tensor de tensio-
nes.

El problema directo consiste en, conocidas las componentes del tensor de
tensiones (4.67) en un cierto sistema de ejes x—y, obtener las direcciones y

tensiones principales (ver Figura 4-30).
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NOTA

La tercera direcciéon
principal es la
perpendicular al plano
de andlisis (¢je z o
X ), ver ecuacion

(4.63) y Figura 4-28.

roblema direce,
c y o,
\ 7
y Diagonalizacién /
de ¢
v x
o
PtOblema inverso

Figura 4-30 — Problema directo y problema inverso

Las direcciones principales asociadas a los ejes x” e )" definidas por los
angulos o y m/2+ o (ver Figura 4-30), determinan las inclinaciones de los dos
planos sobre los cuales las tensiones solo tienen componente normal o,
mientras que la componente tangencial T, se anunla. Imponiendo dicha condicion en
la ecuacioén (4.71) se obtiene:

0, —0O
T, = % sin(201)— 1, cos(20)=0 =
’ny
2
T
sin(201) ! . =t v ‘
2
1+ G,—0 4.72)
tg? (201) \/[2 : J +1,,°
c,-0,
cos(20) =+ ! =% 2

1+1tg’ (2a) \/(Gx—(iy ]2 5
DL
2 e

La ecuacién (4.72) proporciona dos soluciones (asociadas a los signos + y -)
T o o
o,y o, =0 +E , que definen las dos direcciones principales (ortogonales) en

el plano de analisis. Las correspondientes tensiones principales se obtendran
substituyendo el angulo 6=0 de la ecuacién (4.72) en la ecuaciéon (4.71)
obteniéndose:

6,+6, ©,-0

G, = > 4 5 Y cos(20)+ Txysin(Zoc) (4.73)
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4.74)

4.7.3 Problema inverso

El problema consiste en, dadas las direcciones y tensiones principales 6,y ©,

en el plano de analisis, obtener las tensiones sobre cualquier plano,
caractetizado por ¢/ dngulo B que forma su normal con la direccion principal

correspondiente a 6, . Como caso particular puede obtenerse las componentes del

tensor de tensiones sobre el rectingulo elemental asociado al sistema de ejes

x—y (ver Figura 4-30).

Figura 4-31- Problema inverso

Considerando ahora el sistema cartesiano x'— ), asociado a las direcciones
principales (ver Figura 4-31), y aplicando la ecuacién (4.71) con 6., =0,, 6, =0,,

T, =0y 8=, se obtiene:

oy = i ;Gz + 7% cos(2B)
6 -6 (4.75)
TB =—1 -2 2 2 S”’l(ZB)

4.7.4 Circulo de Mohr para estados planos (en dos dimensio-
nes)

Consideremos ahora todos los posible planos que pasen por el punto P y los
valores de las tensiones normal y tangencial, G4 y Tq, definidos en la ecuacién
(4.71) para todos los posible valores de 8¢ [0,2n]. Podemos caracterizar ahora

el estado tensional en el punto sobre un plano de inclinacién 6 mediante la
pareja:

ceR

0=0y,T=Ty) —

(4.76)
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que, a su vez, determina un punto (x=0, y=T)e RXR del plano 6—1 de la
Figura 4-32. Para determinar el lugar geométrico de los puntos de dicho plano
que caracterizan todos los posibles estados tensionales, sobre planos que pasen
port el punto de anilisis, se procede como sigue:

Considerando un sistema de referencia que coincida con las direcciones
principales (como en la Figura 4-31) y caracterizando la inclinacién de los
planos por el dngulo B con la tensién principal ©,, de la ecuacién (4.75) se
obtiene:
=179, 61 ~0% cos(2p) = o — 0179 _01 -9 cos(2B)
2 2 2 2
o, -0,

4.77)
sin(2B)

T=

y elevando al cuadrado ambas ecuaciones y sumandolas, queda:

2 2
G_m +12 = 6176, (4.78)
2 2

Se observa que la ecuacién (4.78), que serd valida para cualquier valor del
angulo B, o, lo que es lo mismo, para cualquier plano de orientacion atbitratia
que pase por el punto, corresponde a una circunferencia con centro C y radio
R en el plano 6—1 dados por (ver Figura 4-32):

0, +0 6, —0
C: 1 2,0 R= 1 2 )
(2 J S 4.79)
A‘C
R:GI 02
2
R C= o, +t0, 0
- 2 ’
0, C 0, VG

Figura 4-32 — Circulo de Mohr para estados planos

En consecuencia, el lugar geométrico de los puntos representativos del estado
tensional sobre planos que pasan por P es un circulo (denominado ciulo de
Mohp), cuya construccién queda definida en la Figura 4-32.

La proposicién inversa también es cierta: dado un punto del circulo de
Mohrt, con coordenadas (0, T), existe un plano que pasa por P cuyas tensiones
normal y tangencial son ¢ y T, respectivamente. En efecto, de la ecuacion

(4.77) se puede obtener:

o, +0
c-217%
Oo—a
= sSin

[ |
cos(2B)= = (2[3):(:

)

(4.80)
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ecuaciones que definen de forma tnica el angulo B de la normal a un plano

(con la tensién principal ©,) al que corresponden dichas tensiones. La Figura
4-33 propotciona, ademas, una interpretacion del dngulo 2B sobre el propio

circulo de Moht.

A
T

\J

Figura 4-33 — Interpretacién del angulo 3

4.7.5 Propiedades del circulo de Mohr

a) Para obtener el punto representativo en el circulo de Mobr del estado tensional sobre un
plano cuya normal forma un dngulo B con la direccion principal o, :

Se parte del punto representativo del plano donde actia la direccién principal
6, (punto (6,,0)) y se gira un angulo 2B en el sentido que va desde G, a G

(ver Figura 4-33 y Figura 4-34). Op
A B
‘ Gl
S )
O,
oy | P

Figura 4-34

b) Los puntos representativos en el circnlo de Mobhr de dos planos ortogonales estan
alineados con el centro del cireulo (consecuencia de la propiedad a) para

B, =B, +% , ver Figura 4-35. T A

Oy GAB
@>/ o )
B A T,

Figura 4-35

(6,.7,)
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c) S7 se conoce el estado tensional en dos planos ortogonales se puede dibujar el circulo de
Mobr.

En efecto, por la propiedad b) los puntos representativos de ambos planos
en el plano 6—1 estan alineados con el centro de circulo de Mohr. En
consecuencia, uniendo ambos puntos, la interseccion con el eje ©
proporciona el centro de circulo. Puesto que ademas se conocen dos
puntos de circulo, puede trazarse éste.

d) Dadas las componentes del tensor de tensiones, en una determinada base ortonormal, se
puede dibujar el circulo de Mohr.

Este es un caso particular de la propiedad c), en la que se conocen los
puntos representativos del estado tensional sobre los planos cartesianos
(ver Figura 4-36). Obsérvese en dicha figura como pueden calcularse el
radio y los puntos diametrales del circulo. Obsérvese también que la
aplicacion de la propiedad a), para el punto representativo del plano
perpendicular al eje x, supone moverse en sentido contrario al angulo o
(angulo de 6, con ¢, = - angulo de 6, con 6, =-).

TA (G‘C)

y Py xy G _ GX Txy

N c
2 Ty Oy v
4, T,

Q-

Figura 4-36
4.7.6 El Polo del circulo de Mohr

Teorema: I

En el circulo de Mohr existe un punto denominado pok que tiene las
siguientes propiedades:

o i se une el polo P con otro punto A del circulo de Mobr, se obtiene una recta
que es paralela al plano de cuyo estado tensional es representativo el punto A
(ver Figura 4-37).

e Lainversa también se verifica, es decit, dado un plano cualquiera, si se
traza por el polo P una recta paralela a dicho plano, ésta cortard al cirenlo de

Mobhr en punto B que representa al estado tensional de dicho plano (ver
Figura 4-38).
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NOTA

Obsérvese que, de
acuerdo con el critetio
de signos del circulo de
Mohr, la tension
tangencial sobre el
plano Aes 1= —1_

y

T A
A
J2
\
(O
Figura 4-37
A
T
P
(¢}
B(65,14) ’
AN\%sz‘TB
()
Figura 4-38

Demostracion:

Sea el tensor de tensiones en el punto y su representacion grafica sobre los
planos cartesianos de la ( Figura 4-39, izquierda) denominados plano A (plano
vertical) y plano B (plano horizontal). Sean A y B los correspondientes puntos
en el circulo de Mohr (Figura 4-39, derecha).

1) Suponiendo que se verifica la propiedad a), el polo del circulo de Mohr
podria obtenerse trazando desde el punto A una vertical (paralela al plano
A) y donde corte al circulo de Mohr se encuentra el polo P. También
trazando desde el punto B una recta horizontal (paralela al plano B) donde
corte al circulo de Mohrt, se encontrarfa el polo. Puede verse en la figura
que en ambos casos se obtiene el mismo punto P.

2) Consideremos ahora un plano arbitrario cuya normal forma un angulo®
con la horizontal (ver Figura 4-40; izquierda) y sean G, y Tqlas tensiones
normal y tangencial, respectivamente, segin este plano. Supongamos
ademads que la tensiéon principal mayor o, forma un angulo o con la
tension G,.. Entonces, la tensién 6, formaria un angulo 6-o con la

tensién principal mayor o, .

Figura 4-39
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3) Consideremos el circulo de Mohr y el polo P obtenido en el paso 1) (ver

NOTA
Se utilizan aqui Ias Figura 4-40, derecha). Utilizando la propiedad a).del apartado 4.7.5,
siguientes propiedades podemos obtener el punto C, representativo del circulo de Mohr que
geométricas: corresponde al plano considerado, girando desde el punto M, y en el
2)Un 4ngulo central de mismo sentido, un angulo doble igual a 2(0-a) tal que el angulo MOC es

circunferencia tiene un
valor igual que el arco

2(0—0). Por construccién el angulo AOM es 2a. y el angulo 40C, suma

que abarca. de ambos, es 2(0—-0)+200=208 y el arco abarcado por el mismo
b) Un angulo es AMC =26 . El angulo semiinscrito APC, que abarca el mismo arco
SCMINSCIILO en un una AMC , valdra, por tanto, 0, con lo que queda demostrado que la recta PC es

circunferencia tiene un

valor Ia mitad del arco paralela a la traza del plano considerado. Puesto que dicho plano es cualquiera,

la propiedad queda demostrada.

que abarca.
o A
B P
o C (66 »To )
O\ -7 >
o2 200 N
2(0—a)
Alo,t,)

Figura 4-40

Ejemplo 4-4 — Caleular las tensiones que actiian en el estado 111 =1 + 11:

5
1
1 3
1 \ /
45°  45°
o I T
Estado 1 Estado II Estado II1
Resolucion:

Para poder sumar los dos estados, las tensiones deben actuar sobre los mismos
planos. Como los dos estados presentan planos con orientaciones diferentes,
deberemos buscar las tensiones del Estado 11 existentes sobre los planos dados
en el Estado L. Para ello, representatemos el Cireulo de Mohr del Estado 11:

0=3
3 =
G: 1 \ / ........

Plano b: {

=0
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T Plano horizontal (2,1)
L Polo =T
Plano a(1,0) Plano b(3,0)
c

Plano vertical (2,-1)

Para dibujar el citculo, se representan los planos a y b, ya que se conocen sus
estados tensionales. Ademas, como los puntos correspondientes en el circulo
de Mohr pertenecen al eje de abscisas, definen el didmetro del circulo que
queda, por tanto, determinado.

Se encuentra el polo como la intersecciéon de lineas paralelas a los dos
planos inclinados 45° por los puntos que los representan. Una vez obtenido, se
hace pasar por ¢l una linea horizontal cuya interseccién con el circulo (que al
ser tangente al mismo es el propio polo) determina el punto representativo de
un plano horizontal (2,1). Se repite el procedimiento para un plano vertical
obteniendo el punto (2,-1). Con esta informacion se puede reconstruir el
Estado 1II , ahora sobre planos horizontales y verticales, y sumarlo al Estado 1
para obtener el Estado II1.

© S

Estado 1 Estado II Estado II1

4.7.7 Circulo de Mohr con el criterio de signos de la Mecanica
de Suelos

En la Mecanica de Suelos se suele utilizar un criterio de signos, respecto a las
tensiones normales y tangenciales, que es contrario al utilizado en la Mecanica
de Medios Continuos, ver Figura 4-41. Las diferencias son:
e En la Mecanica de Suelos las tensiones positivas son de signo contrario
(las tensiones normales son positivas cuando son de compresion, y el
sentido de las tensiones tangenciales positivas viene definido por un giro
antihorario respecto al plano).
e El criterio de signos para los angulos es el mismo (angulos positivos
antihorarios).
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Mecinica de Medios Continuos Mecinica de Suelos

Figura 4-41

En consecuencia, si se respeta en ambos casos la ordenacién de las tensiones
principales (0, 20, ), para un mismo estado tensional el orden de las tensiones

principales se invertird en la Mecanica de Suelos respecto a la Mecanica de
Medios Continuos (ver Figura 4-42).

NP

Mecanica de Medios Continuos Mecanica de Suelos

Figura 4-42

Si consideramos las formulas fundamentales (4.75), punto de partida para la
construcciéon y propiedades del circulo de Mohr, para un mismo estado
tensional, utilizando los criterios de signos en ambos casos se tiene:

Mecinica de Medios Continuos: Gy, Ty, G, G, B

'GE =—0
=T (4.81)
Mecanica de Suelos: {6, = -0,
G, =—0,
B"=B+m2
y substituyendo las férmulas (4.81) en las (4.75) se obtiene:
—0p = —%: 29, , 2% *0 cos(2B* —Tc)
2 2 [N B —
—cosp’)
. (4.82)
- TE = _G#—Fclsin@ﬁ* - n)

—sin (ZB* )
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o = c, +0, . G, -0, cos(ZB*)
= (4.83)
7 =01"% sin(ZB*)

y se observa que las férmulas fundamentales (4.83), obtenidas sobre la base de
los criterios de signos de la Mecanica de Suelos, son las mismas que las (4.75),
obtenidas sobre la base de los criterios de signos de la Mecanica de medios
Continuos. Por consiguiente, /a construccion del circulo de Mobr y sus propiedades son
las mismas en ambos casos.

4.8 Circulos de Mohr para casos particula-
res
4.8.1 Estado tensional hidrostatico

Para estados tensionales hidrostaticos, caracterizados por 6, =6, =6, =0, los
circulos de Mohr en tres dimensiones colapsan en un punto (ver Figura 4-43).

Figura 4-43

4.8.2 Circulos de Mohr de un tensor y de su desviador

Los circulos de Mohr en tres dimensiones asociados a un estado tensional y a
su desviador difieren en una traslacion igual a la tensién media (ver Figura

4-44).
0 0 6,=06,+0,’

6= 6,+t+ 6 ;0,=0 o© 0 |[=40,=0,+0,
Parte Parte 0 0 o

esferica  desviadora m 03;=0, +0;
Traslacion
- - =
A
Tmax
Y _
’ c

O, O, o, o, Os o, c,

Figura 4-44
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4.8.3 Circulo de Mohr para un estado plano de corte puro

Definicion:

Estado plano de corte puro: Cuando existen, en el punto, dos planos

ortogonales sobre los que solamente hay tensién tangencial (ver
Figura 4-45, derecha).

El circulo de Mohr cotrespondiente a un estado de corte puro caracterizado por
., . . . . * .,
una tension tangencial T #ene por centro el origen y radio R = ‘T ‘ La demostracién

es inmediata a partir de los criterios de construccion del circulo de Mohr (ver
Figura 4-45, izquierda).

Figura 4-45- Circulo de Mohr para un estado plano de corte puro






5 Ecuaciones de
conservacion-balance

5.1 Postulados de conservacion-balance

La Mecanica de Medios Continuos se asienta en una setie de postulados o
principios generales que se suponen validos siempre, independientemente del
tipo de material y del rango de desplazamientos o de deformaciones. Entre
estos se encuentran los denominados Postulados de conservacion-balance que son los
siguientes:

e Conservacion de la masa.

e Balance del momento cinético (o cantidad de movimiento).

e Balance del momento angular (0 momento de la cantidad de
movimiento).

e Balance de la energfa (o primer principio de la termodinamica).

A estas leyes de conservacién-balance es necesario afiadir una restricciéon (que
no puede se entendida rigurosamente como un postulado de conservacion-
balance) introducida por el :

e Segundo principio de la termodinamica.

5.2 Flujo por transporte de masa o flujo con-
vectivo

En Mecinica de Medios Continuos, se asocia el término conveccidn al movimiento
de la masa del medio que se deriva del movimiento de sus particulas. Puesto que
el medio continuo estd formado por particulas, algunas de cuyas propiedades
estan asociadas a la cantidad de masa (peso especifico, momento cinético,
energfa cinética, etc.), al moverse las particulas y transportarse sus masas se
produce un transporte de dichas propiedades denominado #ransporte convectivo
(ver Figura 5-1).

Sea A una propiedad arbitraria del medio continuo (de caracter
escalar, vectorial o tensorial) y W(x,¢) la cantidad de dicha propiedad por unidad
de masa del medio continuo. Consideremos una superficie de control (fija en el
espacio) S (ver Figura 5-2). Debido al movimiento de las particulas del medio,
éstas atraviesan a lo largo del tiempo dicha superficie y, como consecuencia,



126

5 Ecuaciones de conservacion-balance

existird una cierta cantidad de la propiedad A que, asociada al transporte de
masa, atraviesa la superficie de control S por unidad de tiempo.

F

Figura 5-1

Definicion:
Flujo convectivo: Se define como flujo convectivo (o flujo por transporte
de masa) de una propiedad genérica A a través de una superficie de

control S a la cantidad de A que, debido al transporte de masa,
atraviesa la superficie S por unidad de tiempo.

= s =

atravésde S

Flujo convectivo de A | ot ®. - cantidad de A que atraviesa S
unidad de tiempo

X

Figura 5-2 — Flujo convectivo a través de una superficie de control

Para obtener la expresion matematica del flujo convectivo de A a través de la
superficie S, consideraremos un elemento diferencial de superficie dS vy el
vector de velocidades v de las particulas que en el instante ¢ estin sobre
dS (ver Figura 5-3). En un diferencial de tiempodt, éstas particulas habran
recorrido un trayecto dx = vdt, de forma tal que en el instante de tiempo ¢+ dt
ocuparan una nueva posicion en el espacio. Si se consideran todas las particulas
que han atravesado dS en el intervalo [t,t+dt], éstas ocuparan el cilindro
generado al trasladar la base dS sobre la generatriz dx=vdt, cuyo volumen
viene dado por:
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dh=dx-n=v-ndt

Figura 5-3

dV =dS-dh=v-ndtdS (.1)

Conociendo el volumen (dV') de particulas que atraviesan dS en el intervalo
de tiempo [1,7+ dt], podemos obtener la masa que atraviesa dS en el intervalo
de tiempo [t,7+ dt], multiplicando (5.1) por la densidad:

dm=p dV=pv-ndtdS (5.2)

y, finalmente, puede obtenerse la cantidad de A que atraviesa dS en el
intervalo de tiempo [¢,¢ + dt], multiplicando (5.2) por la funcién ¥ (cantidad de
A por unidad de masa):

Y dn=p¥Yv-ndtdS (5.3)

Dividiendo por dt la expresion (5.3), obtendremos la cantidad de la propiedad
que atraviesa el diferencial de superficie de control dS  por unidad de tiempo:

d Dy =Ldfm =p¥v-n dS (5.4)
Integrando la ecuacién (5.4) sobre la superficie de control S, tendremos la
cantidad de la propiedad A que atraviesa la totalidad de la supetficie S por

unidad de tiempo, es decir, ¢/ flujo convectivo de la propiedad A a través de S :

Flujo convectivo de
Aatravésde S

}—> @ =[p¥v-nds (5.5)
N

Ejemplo 5-1 — Calenlar la magnitud ¥ y el correspondiente flujo convectivo ® g para las

signientes propiedades: a) el volumen, b) la masa, ¢) la cantidad de movimiento, d) la energia
cinética.

1) Sea la propiedad A el volumen de las particulas. Entonces ¥ serd
volumen por unidad de masa (el inverso de la densidad) y:

A=V, Y=, Qszjv-n dS = Caudal
K
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NOTA

Salvo que se indique lo
contrario, cuando se
trate con superficies
cerradas se tomara el
sentido de la normal
n hacia el exterior de la
superficie.
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2) Seala propiedad A la masa. Entonces ¥ sera la masa por unidad de masa
(es decir la unidad):

A=M, ¥=1, ®;=[pv-nds
S

3) Sea la propiedad A la cantidad de movimiento (=masaX velocidad ).
Entonces ¥ sera la velocidad (cantidad de movimiento por unidad de
masa):

A=myv, Y=v, ¢S=Jpv'(v-n)dS
S

(Notese que en este caso ¥ y el flujo convectivo @ tienen caracter vectorial).

4) Sea la propiedad A la energfa cinética:

AE;m v2, ‘Pz%vz, @Szjlpv2~(v.n)ds

Observacion 5-1 I

Para una superficie de control cerrada S =9V, la expresion del flujo
por transporte de masa o flujo convectivo corresponde al flujo neto
saliente, definido como flujo saliente menos el flujo entrante (ver Figura 5-4).

Flujo convectivo neto de A =®,, = Ip‘l’v -n dS
v

Flujo entrante
v-ns0

Flujo saliente
v-n20

1
Figura 5-4 — Flujo convectivo neto a través de una superficie de control
cerrada
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NOTA

u esta relacionado con

_ cantidad de A
unidad de masa
mediante =p ¥ y
tiene el mismo orden
tensorial que la

propiedad A4 .

Observacion 5-2

E/ flujo convectivo de cualguier propiedad a través de una superficie material es
nulo. En efecto, el flujo convectivo esta asociado, por definicion, al
transporte de masa (de particulas) y, por otro lado, una superficie
material estd formada siempre por las mismas particulas y no puede
ser atravesada por ellas. En consecuencia no existe transporte de masa
a través de una superficie material y por lo tanto no existe flujo
convectivo a través de la misma.

Obsetvacion 5-3 I
Flujo no convectivo:

Algunas propiedades pueden transportarse en el seno de un medio
continuo de forma no necesariamente asociada al movimiento de la
masa. Dicha forma de transporte 7o convectivo recibe diversos nombres
(conduccion, difusion, etc. ) dependiendo del problema fisico del que
se trate. Un ejemplo tipico es el flujo de calor por conduccién.

El transporte no convectivo de una propiedad queda caracterizado
por el denominado wector de flujo no convectivo q(X,t) que permite definir

el flyjo (no convectivo) a través de una superficie § de normal
n como:

Flujo no convectivo = jq -ndS
5

5.3 Derivada local y derivada material de
una integral de volumen

Sea A una cierta propiedad (de caricter escalar, vectorial o tensorial) de un
medio continuo y sea Wla cantidad de esta propiedad genérica A por unidad

de volumen:

cantidad de A

,1)= 5.6
Hx1) unidad de volumen .6)

Consideremos un volumen arbitrario ¥ del espacio. En el instante de tiempo

1, la cantidad total Q(r)de la propiedad contenida en este volumen sera:
0(t)=ulx.1)av
J 57

Si ahora quisiéramos calcular el contenido de la propiedad A en otro instante
t+ At , podriamos considerar las siguientes dos situaciones:
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1) Se trata con un volumen de control V , que por lo tanto esta fijo en el
espacio y es atravesado por las particulas a lo largo del tiempo, o
bien,

2) se trata con un volumen material que en el instante de interés f ocupa

el volumen del espacio ¥, =V, aunque ocupa posiciones distintas

en el espacio a lo largo del tiempo.

Para cada caso obtendremos valores distintos de la cantidad O(t+Atf)y
calculando la diferencia entre las cantidades de Q(t+At) y 0(r) cuando
At—0:

Qe +ar)- 0(r) 55

0= fm =

obtendremos dos definiciones distintas de derivadas temporales que dan lugar a
los conceptos de derivada local y derivada material de un integral de volumen.

5.3.1 Derivada local

Definicion: I
Derivada local de una integral de volumen. La derivada local de la integral de

volumen Q(t) = J.u(x, 1) dV es la derivada temporal de Q(f) cuando
4

el volumen V' es un volumen fijo en el espacio (volumen de control),
ver Figura 5-5. Se utilizara la notacion:

Derivada nmot 9

= —|ulx,z) av
local ot ;[

Volumen de control V'

Figura 5-5 — Derivada local de una integral de volumen

La cantidad de la propiedad genérica A en el wlumen de control V' en los
instantes ¢ y t+Ar es:
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Q)= Juls )
(5.9)
Qlr + Ar)= _[u(x,t +At)dV

14

y utilizando el concepto de derivada temporal de 0(r) y las ecuaciones (5.9)

00) = 5 Jux) v = fim 00+ 80)-0()

NOTA /

Noétese que el dominio 1

de mtegaclén no varfa = lim — J.“(x,t + At) av — J],L(X,t) av|=

al considerar que el A=0 At |5, 7 (5.10)

volumen J/ es un

volumen de control, y

= [ lim H(X,f"'Af)_H(Xaf) dv :J. BM(X,Z‘) dv
Vv

por lo tanto fijo en el y A0 At ot
espacio. IU(x,?) Derivada

ot local de

de donde se obtiene la expresiéon matematica de la derivada local de una
integral de volumen:

Derivada local de una J ou(x,
} - = [ul.n)ar =] ) (5.11)

integral de volumen

5.3.2 Derivada material

Definicion:

Derivada material de una integral de volumen. La derivada material de la

integral de volumen Q(t)= Ju(x,t) dV es la derivada temporal de
7,

O(#) cuando el volumen ¥V, es un volumen material (mévil en el
espacio), ver Figura 5-5. Se utilizara la notacion:

Derivada nt ¢

material dt

El contenido Q de una propiedad A en el volumen material en los instantes
de tiempo ¢ y ¢+ At sera:

(5.12)

Vivar
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NOTA

Noétese que ahora los
dominios de
integracion son
diferentes en los

instantes ¢ y f + At -

\1_0[ 1+A

dv, dav,

X,,x,

Y Figura 5-6 — Derivada material de una integral de volumen

La derivada material se expresa matematicamente como:

iy QA1) -Q() _
A0 At

4 (5.13)

ggAt[ Juxt—i—Ath ju dV]

iy 4
0= dtyju(x,t)dV

Vivar

El siguiente paso consiste en hacer unos cambios de variable, adecuados para
cada una de las dos integrales de la ecuacion (5.13), que conduzcan al mismo
dominio de integraciéon. Este cambio de variable viene dado por las ecuaciones
de movimiento x =(X,?), particularizadas para los instantes  y ¢+ At :

=o(X,1) = (dx, dx,dxy ), =|F(X,1) (dX, dX,dX5)
I F2s e, 1 207
v, dav,

(5.14)
X =QX 1 4+A1) o (dy, dxydiy ), =[F(X,t+Ar) (dX, dX,dX ;)
NI AL il Bl
dVr+At dVO

donde se ha tenido en cuenta la identidad dV, =|F(X,t) dV,. Los cambios de

variable de la ecuacién (5.14) introducidos en la ecuacion (5.13) conducen a:

d
 [uxr)av =
dtyfu(x )

~ lim - Jue(X, 1+ Ar) £+ M) [F(X, 1+ Ar) vy = [u(x(X,2) ) [F(X, 1) av,
At—0 At — _ Z
2 (X, r+A7) ). &)
(X, 1+ AL F(X, £+ Ar) — (X, 1) [F (X, ¢ d
- [ MO I SRR
=0 At

(. Fex. o 4

(5.15)

]
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NOTA

Se deshace aqui
cambio de

X, = (p(X’t)

variable

NOTACION

d
= Nulx,t)av
il

denota la derivada
temporal de la integral
sobre el volumen
material [/ (derivada

material de la integral
de volumen)
particularizada en el
instante ¢ en el que dicho
volumen material ocupa el
volumen del espacio |/ .

Finalmente, desarrollando el dltimo integrando de la ecuacién (5.14) y teniendo

, d|F|
en cuenta la igualdad i = ‘F‘ V-v:

d _d _pedn i dF] _
v, A A ‘FTV_J
v
(5.16)
J(dHﬂ,LV-V)F dv, = j(du+uV-v]dV
I\ dr 0 Ha
0 th t
es decir:
d not d du
= ulx,)av] == |ulx,t)dv = (+uV v)dV 5.17
1 | I 517)

Recordando la expresion de la derivada material de una propiedad

du_ o +v-Vu) se tiene finalmente:
dt ot
% Jp(x,t)deJ %+V~Vu+uv~v dv =
S ——
Vv v V() (5.18)

_I?;LdV+£V-(}LV)dV :;iudV+lV-QLv)dV

donde se ha tenido en cuenta la expresiéon de la derivada local (5.11). De la
ecuacion (5.18) se obtiene la expresion para la derivada material de una integral
de volumen:

Derivada material

d d
d integral ->— ,)dV =—|udV+ |V dv
e una integra i VtJ.:L(x ) > ‘V[u i (uv)

de volumen N Ay— (5.19)
Derivada Derivada  Derivada
material local convectiva

Observacion 5-4

El formato de derivada material, como suma de una derivada local y
una derivada convectiva, que aparece al derivar propiedades del medio
continuo (ver capitulo 1, apartado 1.4) aparece también aqui al derivar
integrales en el medio continuo. De nuevo la derivada convectiva esta
asociada a la existencia de velocidad (o de movimiento) en el medio y,
por lo tanto, a la posibilidad del transporte de masa.
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5.4 Conservacion de la masa. Ecuacion de
continuidad

Definicion:
Principio de conservacion de la masa. La masa del medio continuo (y por

tanto la de cualquier volumen material del mismo que se considere) es
siempre la misma.

Sea un volumen material ¥, que en los instantes de tiempo ¢ y ¢+ At ocupa
los volimenes en el espacio V, y V., (ver Figura 5-7). Sea p(x,7) la

descripcion espacial de la densidad. La masa encerrada por el volumen material
V' en los instantes de tiempo ¢ y ¢+ At es:

M()= fp(x,t)dV
Me+A)= [p(x.t+At)aV (5:20)

Vt+At

Por el principio de conservacién de la masa se verificard que

M) =M((t+Ar).

Figura 5-7

5.4.1 Forma espacial del principio de la conservaciéon de la
masa. Ecuacion de la continuidad

La expresiéon matematica del principio de conservaciéon de la masa del volumen
material M(t) es que la derivada material de la integral (5.20) es nula:

4 _ d _
M (t)—E{/[p dv =0 Vvt (5.21)

t



NOTA

Este procedimiento,
que permite pasar de
un expresioén global (o
integral), como la (5.22)
a una expresion local (o
diferencial), como la
(5.24), se denomina en
Mecanica de Medios
Continuos proceso de
localizacion.
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Utilizando la expresion de la derivada material de una integral de volumen
(5.17), la forma integral (o global) espacial de la ecuacién de conservacién de
masa resulta:

Forma global

espacial de la
(5.22)

conservacion

d dp
SL fpar= [ [®Pspv.v|ar=0 vav,cv, w
o Jp J(dt p ) <V,

v
de la masa. @) @)

La expresion (5.22) debe cumplirse no solo para ¥, sino también para todo

volumen matetial parcial, AV, CV, que se considere. En particular, debe
cumplirse para cada uno de los volumenes materiales elementales asociados a
las diferente particulas del medio del medio que ocupan volumenes
diferenciales dV,. Aplicando la ecuacién (5.22) a cada volumen diferencial

dV, =dV(x,t) se obtiene:

(dp+pV~deVzl:cj;+pv~v:|(x,t)dV(x,t)=0 VxeV, Vi =
av(x,0

5.23
§+QV-V=0 VxeV, Vit -29)

Forma local espacial

del .y
€ la conservacion %—FQV'V:O, VXGVZ Yt (524)

de la masa (ecuacion de

continuidad).

que constituye la denominada ecuacidn de continnidad. Utilizando la expresion de
la derivada material de la descripcién espacial de wuna propiedad

% = aa—[t) +v-Vp) y substituyendo en la ecuacién (5.24):
ap ap
§+V'Vp+pV'V=0:>E+V'(pV)=0 (525)
V-pv)
que constituye una expresion alternativa de la ecuacion de continuidad:
Ip
—+V. =0
5 TV-bv)
g—‘t’ + a(;:") =0 ie{l,23) VxelV, Vi (5.26)
a£+ a(pvr) + a(pvy) + a(pvz) — 0
ot dx dy dz

5.4.2 Forma material del principio de la conservaciéon de la
masa.

De la ecuacion (5.22):
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RECORDATORIO

Se considera aqui la
expresion, deducida en
el capitulo 2,

d\F\ F Yy
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RECORDATORIO

Se utlliza aqui la
igualdad,
F(X,0)=1=

[¥l, =1

([ pwvar = [P p LAF gy [ L [ dp dF]dV—
s\ dt s\de TR dt \ \ dt
t t ~_ﬁ,__/
GIFl (5.27)
|
v = [Zp[FX.0)dV, =0 VAV, cV, Vi
'[\F\ dt( PIF)) Jat[p‘ X, 0) av, 0o

"

donde ahora el recinto de integracién es el volumen de la configuracién de
referencia V. Puesto que la ecuacién (5.27) debe cumplirse para todas y cada
una de las partes AV, de V,, puede llevarse a cabo un proceso de localizacion

que conduce a:

%[p‘F‘kX,t):O VXeV, Vi=p|F(Xn=p[F(X) Vi

= p(X.,0)[F|(X,0)=p(X,1)|F|(X.1)=> p,|F|, =p,|F|, = (5.28)
——
ZpolFl,  EpA, -

Forma local material
del principio de la —p,(X)=p,(X)[F (X) VXeV, Vi (5.29)
conservacion de la masa.

5.5 Ecuacion de balance. Teorema del
transporte de Reynolds

Sea A una cierta propiedad genérica (escalar, vectorial o tensorial) de un
medio continuo, y sea W(x,7) la cantidad de esta propiedad A por muidad de
masa. Por consiguiente, pw(x,z) es la cantidad de la propiedad por wnidad de
volumen.

5.5.1 Lema de Reynolds

Consideremos un volumen wmaterial arbitrario de medio continuo que en el

instante ¢ ocupa en el espacio un volumen V, =V . La cantidad de la propiedad

genérica A en el volumen material ¥, en el instante ¢ sera:

o= |pvydV
VJ; ” (5.30)
La variacién a lo largo del tiempo del contenido de la propiedad A en el
volumen material ¥, vendrd dada por la derivada temporal de O(f), que

utilizando la expresiéon (5.17) de la derivada material de una integral de
volumen (con W =py)sera:

Q’(t>=ZtV£V p:, dV—J[ (pW)+pwV V]dV (5.31)
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Utilizando la expresion para la derivada material de un producto de funciones,
agrupando términos y utilizando la ecuacién de continuidad (5.24):

d

— dVv =

a0

j[p‘l’+w+pw v]dV _[[ p+\u(+pV ) ]dV:> (5.32)
=0 (Ec.de
continuida d)
d dy
Lema de Reynolds :— — dV =|p—dV

5.5.2 Teorema de Reynolds

Consideremos el volumen arbitrario V', fijo en el espacio, de la Figura 5-8. La
cantidad de la propiedad A en este volumen de control serd:

o= [pydr (5.34)

La variacién de la cantidad de la propiedad A en el volumen material V,, que
de forma instantanea coincide en el instante ¢ con el volumen de control
V (V,=V), vendra dada por la derivada material de la expresion (5.19) (con
w=py) y la ecuacién (5.11):

jpw V= j pW)dV+JV (Pyv)dr (5.35)

VV

Utilizando el lema de Reynolds (5.33) y el teorema de la divergencia en la
expresion (5.35) se obtiene:

Lema
d Reynolds V/ ( pV/)
— v = —dV = v +|V. v)dV =
szLp"' ! o ! Ey j (P V)
Teorema (5.36)
g dela
vergencia a
= J'MdV+pr/v-ndS
y ot v
expresion (5.36) que puede ser reescrita como:
Teorema del Transporte de Reynolds:
@Ipde = jpd—de - IpwvndV
s, ;o dt (5.37)
Variacion por unidad Variacion debida al Varlacmn debida al
de tiempo del contenido ~ cambio del contenido  flujo convectivo neto
de la propiedad Aenel  delapropiedad A en de'A,saliente por el
volumen de control /. las particulas del contorno oV
interior de V'
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ay cantidad de A generada

dt  u.devolumen / u.detiempo

Flujo neto saliente

Figura 5-8

La forma local del Teorema del transporte de Reynolds puede ser obtenida
localizando en la ecuacion (5.36):

jpd“’dV=ja(gt"’)dV+jV-(pwv)dV VAV cV =
4 V

o (5.38)
dy _opy '
L ="Tr4V. VxelV =
i 5 (PYv) Xe
Forma local 3 (p )
del Teorema de - T\tv =p % -V-(pyv) VxeV (5.39)
transporte de Reynolds

5.6 Expresion general de las ecuaciones de
balance

Considérese una cierta propiedad A de un medio continuo y sea y(x,z) la
cantidad de esta propiedad por unidad de masa. Se supondré, en el caso mas
general, que existe una fuente interna de generacién de la propiedad A y que
dicha propiedad puede transportarse tanto por el movimiento de la masa
(transporte convectivo) como por transporte no convectivo. Para ello se
define:

e Un término fuente k4 (x,¢) (del mismo orden tensorial que la propiedad

A ) que caracteriza la generacion interna de la propiedad:

cantidad de .A generada interiormente

kg (x,0)= (5.40)

unidad de masa/unidad de tiempo

e Un vector j,(x,¢), de flujo no convectivo por unidad de superficie (un

orden tensorial superior al de la propiedad A ) que caracteriza el flujo de la
propiedad debido a mecanismos no convectivos (ver Observacién 5-3).
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Sea ¥ un volumen de control arbitrario (ver Figura 5-9). La variacién por
unidad de tiempo de la cantidad de la propiedad A en el volumen V' sera
debida a:

1) la generacién de la propiedad A por unidad de tiempo debida al término
fuente,

2) el flujo convectivo (neto-entrante) de A a través de dV,

3) el flujo no convectivo (neto-entrante) de A a través de dV :

cantidad de A que se genera en V' debido a fuentes internas

k4 (x,t)dV =
;[ phater) unidad de tiempo

cantidad de A que sale por dV por flujo convectivo

[pyv nds= : .

v unidad de tiempo (5.41)
. cantidad de A que sale por dV por flujo no convectivo

[ia -mds= , _

v unidad de tiempo

Figura 5-9

y la ecuacién que expresa e/ balance de la cantidad de la propiedad A en el volumen de
control V' se esctibe :

Forma
lobal de
& e ijp\pdV =jpkAdV —Jp\uv-ndS —JjA~ndS
la ecuacion oty t P 3
S —; —; (5.42)

de balance Variacion de  Variaciéon Variacion  Variacién
la cantidad de  debida ala debida al flujo debida al flujo
AenVpor  generacion convectivo no-convectivo
unidad de interna entrante entrante

tiempo

Utilizando el teorema de la divergencia y la ecuaciéon (5.11), la ecuacién (5.42)
se puede escribir como:
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d .

Ejpl//dV =_|'p k4 dV—J.V~(pl//V)dV—J.V']A dv =
r v v v (5.43)
d .

J[g(p ¥)+V-(py v)]dV =[(pky=V-ju)dv VAV cV

Vv Vv

y localizando en la ecuaciéon (5.43), se obtiene la forma local espacial de la

ecuacion general de balance:

Forma local espacial de la ecuacion general de balance :
d d .
a*(P‘I’)"‘V'(P\I/V): wa = Pk 4 -V-ia
t dt i .
—_— Nyt Variacion debida Variacion debida
dy Variaciondela 3 [a generacion  al transporte 544
P cantidad de la i : (5.44)
4 interna de las no convectivo
propiedad fuentes
(por unidad de
volumen y de
tiempo)

donde se ha considerado la ecuacion (5.39).

Obsetvacion 5-5

Las expresion (5.42) y, especialmente, la (5.44):

dy .
& ok, -V
P T Pka Ja
pone de manifiesto la contribucién negativa (=V-j ) del flujo no
convectivo, a la variaciéon del contenido de la propiedad por unidad

ay

de volumen y de tiempo pz. Solamente cuando todo el flujo es

convectivo (por transporte de masa) dicha variacion procede
unicamente de la generacion interna de la propiedad :

Ejemplo 5-2 — Si asociamos la propiedad A con la masa ,A=M,

tendremos:

e Elcontenido de A por unidad de masa (masa/unidad de masa) es y=1.

e Fl término fuente de generaciéon de masa es k,, =0, ya que no es posible
generar masa (por el principio de conservacion de la masa).

e Fl vector de flujo no convectivo de masa es j,, =0, ya que no se puede

transportar masa de forma no convectiva.

Entonces la ecuacién (5.44) (balance de la generacién de masa) queda:

dy dp
“Y_%.,v. =0
P o +V-(pv)

que es una de las formas de la ecuacién de continuidad (ver ecuacion (5.26)).
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TERMINOLOGIA

En Mecanica suelen
utilizarse también los
nombtres Mowmento
Cinético o Momentum
para designar la
cantidad de
movimiento.

5.7 Balance de la cantidad de movimiento

Supoéngase un sistema discreto formado por n particulas tal que la particula i
tiene una masa m,, una aceleracién a; y esta
sometida a una fuerza f; (ver Figura 5-9).
La segunda ley de Newton establece que la fuerza que
c . m; actia sobre una particula es igual a la masa de la
° misma por su aceleracion. Utilizando la definicién de

\ a aceleracion como derivada material de la velocidad y
teniendo en cuenta el principio de conservacién de la
masa (la variacién de la masa de la particula es igual a
cero) se tiene:

dv;

d
f=ma =m —=—(m.v, 5.45
1 mlal ml dt dt (mlvl) ( )

Definiendo la cantidad de movimiento de la particnla como el producto de su masa
por su velocidad (m;v;), la ecuacién (5.45) expresa que la fuerza que actia
sobre la particula es igual a la variacién de la cantidad de movimiento de la
misma.

Aplicando, ahora la segunda ley de Newton al sistema discreto formado
por n particulas tendremos:

dv, d dP(t)
R(t)ZZfiZZmiaiZZmi o :E zmivi = 7
%f—*‘,P: (5.40)
cantidad de
movimiento

Notese que, de nuevo, para obtener la ultima expresién de (5.46) se ha
dm;
utilizado el principio de conservaciéon de la masa (% =0). La ecuaciéon (5.46)

expresa que /a resultante R de todas las fuerzas que actiian sobre el sistema discreto de
particulas  es igual a la variacion por unidad de tiempo de la cantidad de movimiento P del
mismo. Este postulado recibe el nombre de Principio del balance de la cantidad de
movimiento.

Observacion 5-6

Si el sistema se encuentra en equilibrtio R=0 y:

dP(t)
dt

R($H)=0 Vi=

=0=>2mivi =P =ctte
i

y se habla entonces de la cnservacidn de la cantidad de movimiento.

5.7.1 Forma global del principio de balance de la cantidad de
movimiento

Estos conceptos, correspondientes a la mecanica clasica, pueden ahora
extenderse a la Mecanica de Medios Continuos, definiendo la cantidad de
movimiento de un volumen material ¥, de medio continuo de masa M como:
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P(t)= f v dM =ijdV (5.47)
M pdV 7,

Definicién:

Principio de balance de la cantidad de movipriento: 1a resultante R(#) de todas

las fuerzas que actian sobre un volumen material del medio continuo
es igual a la variacién por unidad de tiempo de su cantidad de
movimiento:

dP(1)
dt

R(1) =

d
=dtf/|:pvdV

av

pbdV
v,=v
ds e tdS

M Figura 5-10

donde la resultante de todas las fuerzas que actdan en el medio continuo es
(ver Figura 5-10):

R(t):jpbdm jtds
v v (5.48)

— —— —
Fuerzas Fuerzasde
mésicas  superficie

Aplicando la ecuacién del balance de la cantidad de movimiento con la
resultante (5.48) se obtiene la forma integral del balance de la cantidad de
movimiento:

Forma global del principio 4
de balance de la cantidad  ; — Ip bdV + _[t dS=— Jp vdyv (5.49)
v Fl dt V=

de movimiento

5.7.2 Forma local del principio de balance de la cantidad de
movimiento

Aplicando el lema de Reynolds (5.33) a la ecuacién (5.49) (y utilizando el

teorema de la divergencia), se tiene que:
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NOTA

Se identifica asf la
ecuacién de Cauchy
(enunciada, aunque no
deducida, en el capitulo
4) como la forma local
espacial del principio de
balance de la cantidad de
moviniento.

TERMINOLOGIA

En Mecanica suele
utilizarse también el
nombre de Momento
angnlar para designar el
momento de la
cantidad de
movimiento.

NOTA

El producto vectorial
de un vector por si
mismo es nulo

(v;xv,=0)

jtyifvdvzipbdwj&g ds = j p%dVﬂ

aV v,=r
Te((i)é?;na = (5.50)
divergencia
Jn~0 ds = jV~ch
av v
dv

y localizando en la ecuacién (5.51), se obtiene /& forma local espacial del balance de
la cantidad de movimiento, también denominada Ecuacién de Cauchy:

Forma local espacial

del balance de la cantidad
© patanee e Ta cannica —>V-o+pb=p‘;—v=pa VxelV Wi (5.52)
t

de movimiento

(Ecuacién de Cauchy)

5.8 Balance del momento de la cantidad de
movimiento (momento angular)

Consideremos un sistema discreto formado por n particulas tal que para una
particula arbitraria i, su vector posicién es f

r;, su masa es m;, actia sobre ella una ,
fuerza f; y tiene una velocidad v; y una
5-10). El
momento respecto al origen de la fuerza que
actda sobre ésta particula serda M, =r, xf, y

aceleracion  a, (ver

1

Figura

el momento respecto al origen de la cantidad de
movimiento de la particula serd L, =1, Xm;Vv, .

Teniendo en cuenta la segunda ley de
Newton, el momento M, sera:

M (5.53)

M, =r; Xf, =r, Xm; a, =1, Xm, it

Extendiendo el resultado anterior al sistema discreto formado por las
n particulas, tendremos que el momento resultante respecto al origen M, de

las fuerzas que actdan sobre el sistema de particulas es:

Mo(’):zi:rixﬁ' :Z‘rixmia[ :zi:r,- xmi%

d dr; dv,
—Zrixmivizz ’><m[V[+2ri><mi—’ =
dt < ~ dt - dt

——

Ji — (5.54)
MO(Z)=%Zri XMV, =%

Momento
angular £
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La ecuacion (5.54) expresa que e/ momento resultante M, de todas las fuerzas que
actiian sobre el sistema discreto de particunlas es igual a la variacion por unidad de tiempo del
momento de la cantidad de movimiento (0 momento angular) L£= Zri Xm;V, del

1

mismo. Este postulado recibe el nombre de Principio de balance del momento de la
cantidad de movimiento.

Observacion 5-7

Si el sistema se encuentra en equilibrio M, (£) =0 Vi

d dL(t)
M,#)=0 Vi=>—)) rxmyv,=—=
0() dl‘; ivi df

=0:>Zr><mivi =L =ctte

i

y se habla entonces de la cnservacidn del momento angular.

5.8.1 Forma global del principio de balance del momento
angular

El resultado (5.54) puede extenderse a un sistema continuo e infinito de
particulas (el medio continuo, ver Figura 5-11) como sigue:

av

tdS
V.=V d%v

Figura 5-11
El momento angular se define como:
L= erv M :erpvdV
M p dv v
y la version continua del postulado del balance del momento angular es:

(5.55)

Definicion: I
Principio de balance del momento de la cantidad de movimiento o momento
angular: el momento resultante, respecto a un cierto punto O del
espacio, de todas las acciones sobre el medio continuo es igual a la

variaciéon por unidad de tiempo del momento de la cantidad de
movimiento respecto a dicho punto.

dE() _
da

M, (1) =

ijrxpvdV
dty
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Puesto que el momento resultante de las fuerzas que actdan sobre el medio
continuo (momento de las fuerzas masicas y momento de las fuerzas de
superficie) tiene la expresién (ver Figura 5-11):

Mo(t):jrprdV+jrxtdS (5.56)
Vv v

el principio de balance del momento de la cantidad de movimiento queda:

Forma global espacial del J
principio de balance del %j IrxpvdV=fr><pde+ IrxtdS (5.57)
Lyoy v v

momento angular

5.8.2 Forma local espacial del principio de balance del mo-
mento angular

Para obtener la forma local espacial de la ecuacién de balance se procede como
sigue; teniendo en cuenta el Lema de Reynolds en la ecuacion (5.57):

4 erpvdV=i Jp(rxv)dV=
dt 2y a2,

d dr dv dv 5.58)
=[pLaxwv)ar=[pExvyar +[paxyay = [ rxp X av G2
de,(" v) Jp(ﬂ v) Jp(r ) J‘" P

\
———

=0

y desarrollando el dltimo término de la ecuacion (5.57):
noc
er C ds = ern-GdS: Irx[n~6]TdS = J(rxor)-ndS =
a ar ar ar

Teorema (5.59)
Diverg.
= _[(rxoT )-Vav

vV

r simb (Z/T&, 8 a
rxo™)-v] = ()5 == (e, 0, =
o 30, (5.60)

J
€k —O0,, + € X

ox, ox,
—_— m;
) i rxV-o i

Substituyendo ahora la ecuaciéon (5.60) en la (5.59):

:eijijk +(rXVG) i€ {1a293}
—

J.rxtdS:deV+J.(r><V-o)dV
= Qo v v
m;=e; G, i jke{l23}

(5.61)

y substituyendo finalmente las ecuaciones (5.58) y (5.61) en la ecuacién (5.57):
dv
rxp—dV =|rxpbdV+|mdV+ |{xV-c)dV
i P ! p i J( )4 (5.62)

Reordenando términos en la ecuacion (5.62), se obtiene:
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NOTA

Se identifica asf la
simetria del tensor de
tensiones de Cauchy
(enunciada, aunque no
deducida, en el capitulo
4) como la forma local
espacial del principio de
balance del momento
angular.

JrX[V-G+pb—p3’]dV+J‘de:0 =>jm dVv=0 VAV cV
Vv Vv

v

(5.63)

=0
donde se ha tenido en cuenta que el primer integrando es nulo debido a la
ecuacion de Cauchy (5.52) (forma local espacial de la ecuaciéon de balance de la
cantidad de movimiento). Localizando en la ecuacién (5.63) y considerando el
valor de m en la ecuacion (5.61), resulta:

VxeV

=e; 0, =0

m=0
(5.64)

ik k= i\ J 1,2
m ie{l,2,3}}=>e’f"cf" 0 i,j,ke{l23}

i

y particularizando la ecuacién (5.64) para los tres posibles valores del indice i :

i=1: €;0; =€,0y;+e; 05 =0, —0;,=0=0,, =0y,
—_n. _ _ _ _ _ T
[=2: €30 =€y 03 1€;0,; =03 -0,;=0=06;,=6; r=06=0 (5.65)
[ == .
) =1
i=3: €30, =¢€;,0, +e3,0, =0, —0, =0=0), =0,
—= —
Forma local espacial del
principio de balance —so=0" (5.66)
del momento angular

y la forma local del balance del momento de la cantidad de movimiento se
traduce en la simetria del tensor de tensiones de Cauchy.

5.9 Potencia

Definicion:

Potencia: En mecanica clasica, y también en Mecanica de Medios
Continuos, se define la pofencia como un concepto, previo al de
energfa, que puede cuantificarse como la capacidad de realizar #rabajo
por unidad de tiempo. Asi, para un sistema (o medio continuo) se define
la potencia W (t) entrante en el mismo como:

W(t) = Trabajo realizado en el sistema

unidad de tiempo

En algunos casos, no en todos, la potencia W () es una diferencial exacta de
una funcién &£(¢), la cual, en dichos casos, recibe el nombre de Energia.

dE(1)
= (5.67)

En nuestro caso supondremos que existen dos procedimientos por los cuales el
medio continuo absorbe potencia de su exterior y realiza con ella un trabajo
por unidad de tiempo:

W(t) =
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Potencia  mecdnica: mediante el trabajo realizado por las acciones
mecanicas (fuerza masicas y superficiales) que actian sobre el medio.
Potencia calorifica: mediante la entrada de calor en el medio.

5.9.1 Potencia mecanica. Teorema de las fuerzas vivas

Definicion:
Potencia mecanica entrante en el medio continno: trabajo por unidad de
tiempo realizado por todas las fuerzas (masicas y de superficie) que

actuian sobre el mismo.

Consideremos el medio continuo de la Figura 5-12 sometido a la accién de
unas fuerza mdsicas, caracterizadas por el vector de fuerzas masicas b(X,?), y

unas fuerzas superficiales, caracterizadas por el vector de traccion t(x,?) .

= pb~£dV=pb~vdV
dt
——
v
tds
oo e®as=cvas
dr ~a/ a
i v
A+ dt
Figura 5-12
La expresion de la potencia mecanica entrante en el sistema P, es:
P=[pb-vaV+ [ t -vdS=[pb-vdV+ [n-(c-v)dS (5.68)
v 7 no v v ’

Aplicando el teorema de la divergencia al dltimo término de la ecuacién (5.68)

se tiene:
jn~(6- v)dSzjV-(O" v)dV
v V

9 Jo ov,
V'(G'V):aixi(cijvj): Bx.] Vit 0y aTC;:(V‘G)‘V‘Fcil

1

—— O, ——
(V'G)j ’ (l)ji

(5.69)
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RECORDATORIO

El tensor g es
simétrico y el tensor yy

es antisimétrico. En
consecuencia su
producto es nulo

(o:w=0)

NOTA

Se utiliza aqui la
expresion:

i(lv.v):
_lav 1 adv

v v
24t 2 dt

dv
=—-V
dt

NOTACION

2
V'VZ‘V‘ =v?

y teniendo en cuenta la identidad I=v®V =d+w (ver capitulo 2):

o: 1 =0:d+o:w=0:d
S ow
I=d+w =0

Substituyendo la ecuaciéon (5.70) en la (5.69), se obtiene:

=>J'n cvdS _[

vdV+jc ddv

Substituyendo la ecuacién (5.71) en la ecuacion (5.68), la potencia
mecanica entrante en el medio continuo resulta set:

P, =jp b-vdV+ Jt-vdS=J‘pbAVdV+J(V-G)~vdV+JG:ddV=

_j(V c+pb)vdV+jc ddv = jp j: v dV+jo day =
%f—’

I 1
dt L (ivy

_[p (vv) fc ddrv = J'p (; )dV+lc:ddV:>

y aplicando el lema de Reynolds (5.33) a la ecuacién (5.72):

PE:pr-vdV+Jt-vdS:i | lpv2an/+j o:ddV
v v dtl/,sv2 v

Teorema de las fuerzas vivas
Potencia

mecénica ; — P, = pr vdV + It VdS—— J fpvde+J‘0 ddv
entrante

\_ﬂ,__/ ‘*——ﬁ/——/
K=Energia  Potencia
tensional

cinética

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

La ecuaciéon (5.74) constituye la generalizacion a la Mecanica de Medios

Continuos del Teorema de las fuerzas vivas de la Mecanica clasica:

Definicion:

continuo:

Pe='[pb-vdV+ jt-vdS
Vv v

se invierte en:

not
EnergiacinéticalezJ.lp 2dV=>% 4 —pvde
1 A di)2

b) crear potencia tensional:

def
Potencia tensional = _[0' ddV

Teorema de las fuergas vivas: 1a potencia mecanica entrante en el medio

a) modificar la energfa cinética de las particulas del medio continuo:




5 Ecuaciones de conservaciéon-balance 149

Obsetvacion 5-8

A la vista de la ecuacion (5.74), la potencia tensional puede definirse
como aquella parte de la potencia mecanica entrante en el sistema que
no se emplea en hacer variar la energfa cinética. Puede interpretarse
como ¢/ trabajo por wunidad de tiempo (potencia) realizado por las
tensiones en el proceso de deformacién del medio.

En un sélido rigido no hay deformacion ni velocidad de deformacion
(d=0). En consecuencia, las tensiones no realizan trabajo mecanico
y la potencia tensional es nula. En éste caso toda la potencia mecanica
entrante en el sistema se invierte en hacer variar la energfa cinética del
mismo y se recobra le Teorema de las fuerzas vivas de la Mecanica del
sélido rigido.

5.9.2 Potencia calorifica

Definicion:

Potencia calorifica entrante Q, :

e

es la cantidad de calor que entra, por

unidad de tiempo, en el medio continuo.

Dicha entrada de calor puede ser debida a dos causas fundamentales:

2)

b)

la entrada de calor debida al flujo (no comvectivo) de calor a través del
contorno del correspondiente volumen material. Notese que, al tratarse de
un volumen material, el flujo de calor por transporte de masa (convectivo)
es nulo y, por lo tanto, todo el flujo de calor entrante serd no convectivo,

la existencia de fuentes de calor en el interior del medio continuo.

° LF/zy'o de calor no mnpeftz'izo|

Sea q(x,t) la descripcién espacial del vector de flujo no convectivo de

calor por unidad de supetficie. Entonces, el flujo neto no convectivo de
calor a través del contorno del volumen material sera (ver Figura 5-13):

Cantidad de calor saliente

Jq ‘ndS= : -
5 unidad de tiempo

(5.75)

Cantidad de calor entrante

- Iq ‘ndS = - -
5 unidad de tiempo
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Figura 5-13

Observacion 5-9

Un ejemplo tipico de flujo no convectivo es la transmision de calor
por fenémenos de conduccion. 1a conduccion de calor esta gobernada
port la Ley de Fourier, que proporciona el vector de flujo de calor por
conduccién (no convectivo) q(x,#)en funcién de la temperatura

G(X,t):

Ley de Fourier
de conduccion } —  q(x,7)=-K VO(x,7)
del calor

donde K es la conductividad térmica (una propiedad del material).

o [Fuentes internas de calof

En el interior del medio continuo puede generarse (o absorberse) calor
debido a ciertos fenémenos (reacciones quimicas, etc.). Sea r(x,7) una
funcién escalar que describe en forma espacial el calor generado por las
fuentes internas por unidad de masa y unidad de tiempo (ver Figura
5-14). El calor entrante en el sistema, por unidad de tiempo, debido a la
existencia de fuentes internas de calor sera:

oV

X

Figura 5-14
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Calor generado por la fuente interna
unidad de tiempo

Jprav= (5.76)

En consecuencia, el calor total entrante por unidad de tiempo en el medio
continuo (o potencia calorifica Q,) vendra dado como la suma de las

contribuciones del flujo por conducciéon (5.75) y de las fuentes internas (5.76):

Potencia calorifica
entrante en el medio :

} Q.=[prdv-[q-mds G.77)
14 14

y, a la vista de las ecuaciones (5.74) y (5.77), la potencia total entrante en el
medio continuo puede escribirse como:

Potencia total entrante en el sistema :

e

P, +Qe=i j l,ovzdrurjc:danurjpmn/—jq-nazs (5.78)
dr 2 ” s i

5.10 Balance de la energia

5.10.1 Conceptos de termodinamica

Sistema  termodinamico. es una determinada cantidad de materia continua
formada siempre por las mismas particulas (en nuestro caso un volumen
material).

Variables  termodindmicas:  conjunto de variables macroscopicas que
caracterizan el sistema e intervienen en todos los procesos fisicos a
estudiar. Se designaran por ,(x,t) ie f1.2,...,n}.

Variables de estado, independientes o libres: es un subconjunto del grupo de
variables termodindmicas en funcién de las cuales se pueden expresar todas
las demis.

Estados termodindmicos: un estado termodinamico queda definido al asignar
un cierto valor a las variables de estado y, por lo tanto, a todas las variables
termodinamicas. En un hiperespacio (espacio termodinamico) definido por
las variables termodindmicas W, i€{l,2,...,n} (ver Figura 5-15), un

estado termodinamico vendria representado por un punto.

H2 e

Wy
Figura 5-15 — Espacio termodinamico
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NOTA

La descripcion
matematica de una

funcion O, ,--,10,)
de las variables
termodinamicas
mediante una forma
diferencial 8(]) es un

hecho muy comun en
termodinamica de
medios continuos.

®  Procesos termodindmicos: 1a sucesion continua de estados termodinamicos por
los que pasa el sistema entre dos instantes de tiempo ¢, y ¢5 (es un camino
o segmento continuo en el espacio termodinamico, ver Figura 5-16).
A
K,
B
U, B

uy Af

uy' uy H
Figura 5-16 - Proceso termodinamico

o Ciclo cerrado: proceso termodindmico en el que el estado termodinamico
final coincide con el estado termodindmico inicial (todas las variables
termodinamicas recuperan su valor inicial), ver Figura 5-17.

1,

\

Th K,
Figura 5-17 - Ciclo cerrado

o Funciin de estado: toda funcion escalar, vectorial o tensorial ¢, ...1, )de las

variables termodinamicas que se puede escribir unfvocamente en funcién
de las mismas.

Consideremos un espacio termodindmico con variables termodinimicas
},l,-(x,t) ie{l,Z,...,n} y una funcién ¢(W,,....,0,) de dichas variables
termodinamicas definida implicitamente mediante una forma diferencial:

80 = £, (1yseeos b, bty ot £, (o, )b,

Consideremos también un determinado proceso termodinamico 4 — Ben el
espacio de las variable termodindmicas. La ecuacién (5.79) proporciona el valor

(5.79)

not not
de la funcién o(u’,....u°) =0, conocido su valor O(/,...u")=0¢, y el

correspondiente camino (proceso termodinamico ) 4 — B mediante:

0y =0+ 30 (5.80)
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05 =0,+ 80
Ji. 307 ] 30

Hy

Figura 5-18. Funcién no univoca de las variables termodinamicas W,,u,

Sin embargo la ecuaciéon (5.80) no garantiza que el resultado ¢ seca
independiente del camino (proceso termodiniamico) seguido. En términos
matematicos, no garantiza que la funcién ¢:R" — R definida mediante (5.80)

sea unfvoca (ver Figura 5-18) y que, por lo tanto, exista una sola imagen
O(W,,....,1t,,) para cada punto del espacio termodinamico (ver Figura 5-18).

Observacion 5-10

Para que una funciéon (W, ,....4t,, ), descrita implicitamente mediante
una forma diferencial 8¢, sea una fimcidn de estado (es decir univoca),
dicha forma diferencial tiene que set una diferencial exacta 8 =d¢ . En
otras palabras la forma diferencial ¢ tiene que ser integrable.

La condicién necesaria y suficiente para que una forma diferencial
como la (5.79) sea una diferencial exacta es la igualdad de derivadas

cruzadas:
5<I>=f1(u1,-~,un )dH1 +--~+fn(}11»---»un)dlln
afi(pl,...,un) afj(ula“'aun) & 80 =do

= Vi, je {l,..n}

ou; ol

Sila forma diferencial (5.79) es una diferencial exacta, la ecuacion (5.80) queda:
B
05 =0+ do=0, +[A0]] (5.81)

y el valor ¢,es independiente del camino de integraciéon. Diremos entonces
que la funcién ¢ es una funcidn de estado que depende dinicamente de los valores de las

variables de estado y no del proceso termodinamico.
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Observacion 5-11

Si ¢ es una funcion de estado, entonces 8¢ es una diferencial exacta
y la integral a lo largo de todo ciclo cetrado de la diferencial 8¢ serd
nula:

J/30=fo~Lool; =0
0

Ejemplo 5-3 — Determinar si la funcion O\, ,W,) definida a partir de la forma
diferencial 8O =4, dw, + W, dW, puede ser una funcion de estado.

Resolucion:
De acuerdo con la ecuacion (5.79):

¥,

i S g

fr=w Lzl o, oy,
ol

luego OO no es una diferencial exacta (ver Observacién 5-10) y ¢ no es una
funcién de estado.

5.10.2 Primer principio de la termodinamica

La experiencia demuestra que la potencia mecanica (5.74) no es una diferencial
exacta y que, por lo tanto, el trabajo mecéanico desarrollado por el sistema en

un ciclo cerrado no es igual a cero. Lo mismo ocurre con la potencia calorifica
(5.77).

8, =P, dt =P, dt %0

(5.82)
80, =0, dt=§0, dt#0
Sin embargo, existe evidencia experimental de que la suma de la potencia
mecanica mas la potencia calorifica, es decir la potencia total entrante en el
sistema (5.78) (ver Figura 5-19), es efectivamente una diferencial exacta y que,
por lo tanto, puede definirse a partir de ella una funcion de estado € que
corresponderi al concepto de energia:

P dt+0,dt=dE=E(t)= f (P, +Q,)dt + ctte. (5.83)
0
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NOTA

Se dice que una cierta
propiedad es extensiva
si el contenido de la
propiedad en el todo es la
suma del contenido de la
propiedad en cada nna de
las partes. El caracter
extensivo de un
propiedad permite
definir el contenido de
la propiedad por unidad
de masa (valor especifico
de la propiedad) o por
unidad de volumen

(densidad de la propiedad).

P +0,

Figura 5-19

El primer principio de la termodindmica establece los siguientes postulados:

1) Existe una funcion de estado € , denominada energia total del sistema, tal que su
variacién por unidad de tiempo es igual a la suma de la potencia mecanica
mas la potencia calorifica entrantes en el sistema:

£
di = R; + Qe
dt
dé - Pdt + Ot (5.84)
. Y, — —_
Variacion de Trabajo Trabajo
la energia total  yecanico  calorifico

2) Existe otra funcidn de estado U denominada energia interna tal que:

2)

b)

es una propiedad de cardcter extensivo. En este caso se puede definir
una energia interna especifica u(X,t) (o energfa interna por unidad de

masa) tal que:

(5.85)

U=[pudr
V

la variacioén de la energfa total del sistema & es igual a la variacion
de la energfa interna U mas la variacién de la energfa cinética KC:

dE  =dC+  du

Funcién de Funcién de
estado estado

(5.86)

Observacion 5-12

Noétese que, puesto que se ha postulado que la energfa total del
sistema € y la energfa interna U son funciones de estado, d€y
dU en la ecuacion (5.86) son diferenciales exactas. En consecuencia
dIC=dE —dU , en dicha ecuacién, también es diferencial exacta
(puesto que la diferencia entre dos diferenciales exactas también lo es)
y, por tanto, es una funciéon de estado. Se puede pues afirmar que la
ecuacién (5.860) postula indirectamente el caracter de funcién de
estado (y por tanto) de energia de KC.

A partir de la ecuaciéon (5.84) y considerando la ecuacion (5.78), se tiene:
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9 _p g =2 | lpv2dV+jcs:ddV+jprdV—jq-nds
dt dt 2 p 5 5y .
1>
K=|=—pvdV
L2
(5.87)
d€ _dK  du _ i vadV+_[c:ddV+_[prdV—fq~ndS =
dt dt dt dt ) 7 i
@ au
dt dt
Forma global
d
delbalancede > — =— jpudV=_[0‘:ddV+JprdV—_[q-ndS
L dt dt (5.88)
energia interna Vi=v v v v

Observacion 5-13
De la ecuacion (5.88) se desprende que toda variacion, por unidad de

tiempo, de la energfa interna —, Viene producida por:
t

— una generacién de potencia tensional : JG ddV

— una variacion, por unidad de tiempo, del contenido de calor del
medio:

J.prdV—J‘q-ndS
Vv v

Aplicando el lema de Reynolds (5.33) y el teorema de la divergencia a la
ecuacién (5.88) se tiene:

= jpudV jp V= jo ddV+jprdV jV qdV VAV cV (589

Finalmente, localizando en la ecuaciéon (5.89), se obtiene /a forma local espacial del
balance de la energia:

Forma local espacial p

delbalance deenergia t— p ju =o0:d+(pr-V-q) VxeV V¢ (5.90)
t

(ecuacion de la energia)
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NOTA

Sistema termodindmico
aislado: es un sistema
que no puede
intercambiar energia
con el exterior. En un
sentido estricto el Gnico
sistema perfectamente
aislado es el universo,
aunque podemos
pensar en sistemas mas
pequefios quasi-aislados
o aislados de forma
imperfecta.

5.11 Procesos reversibles e irreversibles

El primer principio de la termodindmica conduce a una ecuacién de balance de
la energfa que debe cumplirse para todos los procesos fisicos que se producen
en la realidad:

P+Q,=—="H+

5.91
¢ dt dt dt (91)

En particular, si consideramos un sisterza aislado (un sistema que no puede
intercambiar energfa con el exterior), la variaciéon temporal de la energfa total
. . d€ .
del sistema sera nula (7 =0= la energfa total se conserva) y, por lo tanto, la
t
ecuacion de balance de la energfa (5.91), establecida por el primer principio de

la termodinamica, impone que toda variaciéon de energfa interna 7se tiene
t

que compensar con una variacién igual y de signo contrario de energfa cinética

CZ—K: y viceversa (ver Figura 5-20).
t

4

y |

v
e

Figura 5-20 — Sistema termodindmico aislado

Lo que no dice el primer principio de la termodindmica es si este intercambio
de energfas (cinética e interna) en un sistema aislado puede producirse
indistintamente en cualquier sentido (ﬂ: _dr >0, o bien, M __dx

dt dt dt dt
Es decir, no establece ninguna restriccion que indique si un proceso arbitrario e
imaginario que implique un intercambio de energfa en un determinado sentido
es fisicamente posible o no. Lo unico que establece es la satisfaccion del
balance de energfa (5.91) en el caso de que el proceso se produzca.

<0).

Sin embargo, la experiencia demuestra que, ciertos procesos que podrian ser
imaginados teéricamente, nunca se producen en la realidad. Supongamos, por
ejemplo, el sistema aislado de la Figura 5-21 constituido por:

— una rueda rigida (no deformable) que
gira con velocidad angular o,

— un freno que puede ser aplicado sobre
la rueda en un cierto instante.

Figura 5-21
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NOTA

Al tratarse de un medio
no deformable la
potencia tensional es
nula (ver Observacién
5-8) y toda variacién de
la energfa interna del
sistema derivara de una
variacion de su
contenido de calor (ver
Obsetrvacién 5-13).

Consideremos ahora los siguientes dos procesos:

1) En un cierto instante el freno actda, la velocidad de giro de la rueda, o,
disminuye y por lo tanto disminuye su energia cinética (diC<0). Por otra
parte, debido al rozamiento entre el freno y la rueda, se generara calor
produciéndose un aumento de la energfa interna (dld >0). La experiencia
demuestra que este proceso, en el que aumenta la energfa interna a costa de
disminuir la energfa cinética, puede darse en la realidad y que, por lo tanto,
es un proceso fisicamente factible.

2) Manteniendo el freno sin aplicar, en un cierto instante la rueda aumenta
espontaneamente su velocidad de giro @ y por lo tanto aumenta su energfa
cinética (diC>0). De acuerdo con el primer principio disminuira la energfa
interna del sistema (dlf <0). Sin embargo, la experiencia demuestra que
nunca se produce este aumento (espontineo) de la velocidad de la rueda ni
la consiguiente disminucién de la cantidad de calor del sistema (que se
reflejaria en una disminucién de su temperatura).

La conclusién ante esta observacion es que e/ segundo proceso considerado en el
gemplo no es wun  proceso  fisico factible. Mas generalmente, para el sistema
considerado solo son factibles procesos termodinamicos que tiendan a
aumentar la energfa interna y a disminuir la energfa cinética y no lo contrario.

Concluimos, pues, que solo cuando un determinado proceso fisico es factible el primer
principio es aplicable, y se advierte la necesidad de determinar cuindo un
determinado proceso fisico es factible o si un proceso fisico es factible en una
direccién, en ambas o en ninguna. La respuesta a esta cuestion la proporciona
el segundo principio de la termodindmica.

Las anteriores consideraciones llevan a clasificar, desde un punto de vista
termodinamico, los posibles procesos fisicos en procesos factibles o no factibles y,
ademds, sugieren clasificar los procesos factibles en procesos reversibles y procesos
irreversibles.

Definiciones

Proceso reversible: un proceso termodinamico 4 — B es reversible si es
posible volver desde el estado termodindmico final B al estado
termodinamico inicial 4, por el mismo camino (ver Figura 5-22).

Proceso irreversible: un proceso termodindmico 4 — B es irreversible si
no es posible volver desde el estado termodindmico final B al estado
termodindmico inicial A, por el nusnwo camino (aunque pueda volverse al
mismo por un camino distinto, ver Figura 5-22).




NOTA

Se dice que una cierta
propiedad es intensiva
si el contenido de las
propiedad en el todo no es la
suma del contenido de la
propiedad en cada nna de
las partes. Al contrario
de lo que ocutrre con
propiedades extensivas,
en este €aso no se
puede definir el
contenido de la
propiedad por unidad
de masa (valor especifico
de la propiedad) o por
unidad de volumen
(densidad de la propiedad).
La temperatura es un
ejemplo paradigmatico
de propiedad intensiva.
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Proceso reversible Proceso irreversible

W, A

A A ¥

Al ———a”

I
|
1
|
I
o I
L I

K L,
Figura 5-22 - Procesos reversibles e irreversibles t

En general dentro de un mismo proceso termodinidmico existirin tramos

reversibles y tramos irreversibles.

5.12 Segundo principio de la termodinami-
ca. Entropia

5.12.1 Segundo principio de la termodinamica. Forma global

El segundo principio de la termodinamica establece los siguientes dos

postulados:

1) Existe una funcién de estado denominada femperatura absoluta 0(x,t) que es

intensiva y estrictamente positiva ( 6> 0).

2) Existe una funcién de estado denominada entropia S con las siguientes

caracteristicas:

a) Es una variable extensiva (el contenido de la entropfa en el todo es la
suma del contenido en las partes). Esto implica que existe una entropia

especifica (entropia por unidad de masa) s tal que:

entropia
= S= av
unidad de masa _’[p * (5:92)
b) Se cumple la siguiente desigualdad:

Forma integral
del d

e segunido as _d [ psav=fplar—[L.nas (5.93)
principio de la dt dt vy v 0 59
termodindmica

donde :

— el signo = corresponde a procesos reversibles.

— el signo > corresponde a procesos zrreversibles.

— el signo < no puede darse e indica que el correspondiente proceso

es 1o factible
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5.12.2 Interpretacion fisica del segundo principio de la termodi-
namica
En el apartado 5.9.2 se vio que la magnitud calor en el sistema viene caracterizada
por:
a) un término de fuente (o de generacion de calor por unidad de masa y
de tiempo) (X, t) , definido en el interior del volumen material y
b) el flujo no convectivo (flujo de calor por conduccién) a través del
contorno de la superficie material, definido mediante un vector de flujo
no convectivo por unidad de superficie q(x,?).
Con estos términos puede calcularse la cantidad de calor que entra por unidad
de tiempo en un volumen material V,, que ocupa instantineamente el volumen

del espacio ¥, =V de normal exterior n, como:

0,=[prdav-[qmnas (5.94)
14 av

Consideremos ahora una nueva magnitud definida como calor por unidad de
temperatura absoluta en el sistema. Si O(x,f) es la temperatura absoluta, la

cantidad de dicha magnitud vendra caracterizada por:

.. r . -
a) un término de fuente ° correspondiente a la generacién de calor por
unidad de temperatura absoluta , por unidad de masa y unidad de tiempo, y

b) un vector % de flujo no convectivo de calor por unidad de temperatura

absoluta.
. Término de | Vector de flujo
Magnitud .
fuente no convectivo
Calor q
unidad de tiempo "
Calor / u. de temperatura absoluta r q
unidad de tiempo 6 6

. . r
De forma paralela a la ecuaciéon (5.94) los nuevos términos fuente, o7 vector

de flujo no convectivo, %, permiten calcular la cantidad de calor por unidad de

temperatura absolnta que entra en el volumen material por unidad de tiempo
como:

(Calor/u. de temperatura) que entraen /' J~

r q
—dV — |—-ndS
unidad de tiempo y P 0 BJ;,G (5:95)

Observando ahora la ecuacién (5.95), vemos que el segundo término de la
misma corresponde precisamente a la magnitud definida en la ecuacién (5.93).
Esta circunstancia permite interpretar el segundo principio estableciendo que
la generacion de entropia, por unidad de tienpo, en un medio continuo siempre es mayor o
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dgual que la cantidad de calor por unidad temperatura que entra en el sistema por unidad de
tiempo

Forma global

. das r q
del segundo principio p - — 2 —dV — |=-n dS
gundo princip ar IJ;P ) BJ; 0
Cantidad de la propiedad
"Calor /u. de temperatura absoluta”

que entra en el dominio ¥ por
unidad de tiempo.

de la termodinamica

(5.96)

Consideremos ahora la descomposicion de la entropia total del sistema S en
dos componentes diferenciadas:

S+ entropia generada (producida) interiormente por el medio continno. Su tasa de
. ds"
generacion temporal es o
t

S entropia generada por interaccion del medio continno con su exterior. Su tasa de
- ds"
variacion temporal es o
t

cumpliéndose naturalmente:

ds _ds as?

= +
dt dt dt

(5.97)

Si se establece ahora que la variaciéon temporal de la entropfa generada por
interaccién con el extetior coincide con la de la magnitud calor por unidad de
temperatura absoluta, de la ecuacioén (5.94) puede escribirse:

ds® r q
=[plav- [ nas
7 Jpe ajye n (5.98)

y, teniendo en cuenta las ecuaciones (5.96) a (5.98) la variaciéon por unidad de
tiempo de la entropia generada internamente serd:

as® as ds“)  as
= [p= (5.99)

Obsetvaciéon 5-14

Segin la ecuacién (5.99), la entropia de generacién interna S del
S(i)

sistema (medio continuo) siempre aumenta ( >0). En un

dt

sistema perfectamente aislado (estrictamente hablando, solo la
totalidad del universo lo es) no hay interaccién con el extetior y la
variacion de entropfa por interaccion con el exterior es nula

(e)
(di =0). En este caso, el segundo principio establece que
t
s _ds . , ,
o 20, es decit, que / entropia total de un  sistema perfectamente

aislado ~ siempre  ammenta. Este es el punto de partida de algunas
formulaciones alternativas del segundo principio de la termodinamica.
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5.12.3 Reformulacién del segundo principio de la termodinamica

A la vista de las consideraciones del apartado 5.12.2 podemos reformular el
segundo principio en los siguientes términos:

1)

2)

3)

4)

5)

Existe una funciéon de estado denominada temperatura absoluta tal que
siempre es estrictamente positiva:

0(x,1)>0 (5.100)
Existe una funcién de estado denominada entropia que es una variable

extensiva y que por lo tanto puede definirse en funcién de una entropia
especifica (o entropia por unidad de masa) s(x,f) como:

S@=[psdr (5.101)

La entropfa puede ser de generacién interna, S, o producida por

interaccién con el exterior, S. Ambas componentes de la entropfa son
variables extensivas y su contenido en un volumen material ¥ puede

definirse en funcién de sus respectivos valores especificos s y s

sO=[psPar
v

5.102
g© =_[ps(@)dV (5.102)
® ()
S=50 450 = S_dST dS (5.103)
dt dt dt
y utilizando el Lema de Reynolds (5.33) en las ecuacién (5.103):
ds(l) ® ()
. jp dv = _[p av
) N (5.104)
(e) e
s _d J'ps(”dV:J'p—ds dv
dt dt,., v dt
=

La variacion de entropia externa (generada por interaccién con el exterior)
estd asociada a la variacién de la magnitud calor por unidad de temperatura
absoluta, y se define como:

ds‘® 4 q
—dV — | —-ndS 5.105
Cdr J 0 ajVe (5.105)
La entropia de generacion interna no disminuye nunca. En funcion de la variacién
de su contenido durante un proceso termodinamico se definen las
siguientes situaciones:
) =0 proceso reversible
ds®

dt

20— 4>0 proceso irreversible (5.1006)
<0 proceso no factible



5 Ecuaciones de conservacion-balance 163

5.12.4 Forma local del segundo principio de la termodinamica.
Ecuacion de Clausius-Plank

Utilizando las ecuaciones (5.102) a (5.105), la ecuacién (5.106) se reescribe
como:

dS(i) _dj_dS(e) .
e dt dt

d (i) d r q
— |psVdV =— pst—{ p—dV—|—=-ndl'[=20
aJ = e L

(5.107)

Aplicando el lema de Reynolds (para la primera y segunda integral del término
de la izquierda de la ecuacién (5.107)) vy el teorema de la divergencia (en la
ultima integral), se obtiene:

(i)
des dV:jp@dV— fprar—[v |3 hr|z0 varcr (5.108)
v v v 9 v 0

dt dt

y localizando en la ecuacién (5.108), se llega a la forma local del segundo
principio de la termodinamica o ecuacién de Clausius-Duhem:

Forma local del

segundo principio o
! VxeV

de la termodindmica ; — pdjl :pjs—(p—V(gDZO e (5.109)
t t

(desigualdad de

Clausius - Duhem)

Donde, de nuevo, en la ecuacién (5.109) el signo:
= corresponde a procesos reversibles,
> corresponde a procesos zrveversibles,
< indica que el correspondiente proceso es 7o factible.

La ecuacion (5.109) es susceptible de ser reelaborada como sigue:

q 1 1
v{3|-2v.q-—q-Ve
[e) o 1 o7

s d e | (5.110)
o Vg q- VO3>0
pdt pdt pe o' 4 92q
n;ts-‘([) =9
s<’)=s——+ie —Lq-vex0
P
.5.'15);[1[ ‘S:g:)fnd <51 1 l>

Una formulacién mas fuerte (mas restrictiva) del segundo principio de la
termodinamica postula que la entropfa generada internamente, §©, puede
generarse localmente, s'l(o’za,, o por conduccién térmica, s'é’o)nd, y que ambas

contribuciones a la generacién de entropia deben ser no negativas:
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Generacion interna .
local de entropia : —>s,(;2a, =s'—%+—eV-q20 (5.112)
(desigualdad de Clausius - Plank) P

Generacion interna .

de entropia por -8y, =———q-V020 (5.113)
. po ’

conduccion de calor

Observacion 5-15

La ecuacién (5.113) puede ser interpretada de la siguiente manera:
puesto que la densidad, p, y la temperatura absoluta, 6, son

magnitudes positivas, dicha ecuacién puede escribirse:

que establece que el flujo no convectivo de calor, q, y el gradiente de

temperatura, VO, son vectores que tienen sentidos opuestos (su
producto escalar es negativo). En otras palabras, la ecuacion (5.113) es
la expresién matematica del hecho, experimentalmente contrastado,
de que el calor fluye por conduccion de las partes mids calientes del medio a las muds
frias (ver Figura 5-23), caracterizando como o factibles aquellos
procesos en los que ocurra lo contrario.

Figura 5-23 — Flujo de calor opuesto al gradiente térmico

Observacion 5-16 I

En el contexto de la Ley de Fourier de conduccion del calor:
q=—-KV0 (ver Observacién 5-9) la ecuacién (5.113) puede

escribirse:
qVGSO 2
=-K|Vo|" <0 = K=0
o] =KVl <0 <[ 20)

poniendo de manifiesto la carencia de sentido fisico de valores
negativos de la conductividad térmica K .
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5.12.5 Formas alternativas del segundo principio de la termodi-
namica
En mecanica de medios continuos suelen utilizarse expresiones alternativas de

la ecuaciéon de Clausius-Plank (5.112) combinandola con la forma local de la
ecuacion de balance de la energfa (5.90).

° LEmafz'o'n de Clausins-Plank en funcion de la energia interna mpecﬁm.‘

Una forma usual de expresar la ecuaciéon de Clausius-Plank es hacerlo en
funcién de la energfa interna especifica u(x,t) de la ecuacién (5.85). Esta

expresion se obtiene utilizando la forma local espacial de la ecuacién de
balance de energfa (5.90):

not

p5=pu=c:d+pr—V~q:> pr-V.q=pu-o:d (5.114)

y sustituyéndola en la ecuacién de Clausius-Plank (5.112):

PO S =pO5—[pr-V-ql=pos—pi+c:d=0 (5.115)

Ecuacion de Clausius - Plank
en funcion de la - —pu—-0s)+06:d=20 (5.116)

energia interna

° Efﬂaﬁio’ﬂ de Clausins-Plank en funcion de la energia libre de He/mbo/fz.‘

Otra posibilidad es expresar la ecuaciéon de Clausius-Plank en funcién de la
energfa libre (especifica) de Helmholtz y(x,f) que se define en funcién de la

energfa interna, de la entropia y de la temperatura como:

def

Ve u—s0 (5.117)

Derivando respecto al tiempo la ecuacién (5.117), se obtiene

V=i~ 5058 = ii— 05 = [y + 56 (5.118)

y substituyendo la ecuacion (5.118) en la (5.116), se obtiene la ecuacién de
Clausius-Plank en funcién de la energfa libre de Helmholtz:

POS) . =—Pli—05)+c:d=—p(y+s0)+c:d>0 (5.119)

Ecuacién de Clausius - Plank
en funcion de la — —p(Y+s56)+0:d>0>0 (5.120)

energia libre

Para el caso de deformacién infinitesimal se tiene que d=¢€ (ver capitulo 2,
Observacion 2-22) y substituyendo en la ecuacion (5.120) se obtiene:

Ecuacion de
Clausius - Plank - —p(f+s50)+0:£20 (5.121)

(Deformacion infinitesimal)
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5.13 Ecuaciones de la mecanica de medios

continuos. Ecuaciones constitutivas

Llegados a este punto resulta conveniente resumir el conjunto de ecuaciones
diferenciales (locales) proporcionado por las ecuaciones de conservacién-
balance:

1))

2)

3)

4)

5)

Conservacion de la masa. Ecuacién de continuidad.

@+pV-V=O

dt .
— lecuacion

@+pal:()

dt ox

Balance de la cantidad de movimiento. Ecuacién de Cauchy.

dv
V.o+pb=p—
p pdt

96 . — 3 ecuaciones

dv.
— b =pi e {123
ax, Phi=p— ie{l1,2,3}

Balance del momento angular. Simetria del tensor de tensiones:

oc=0o’ .
— 3 ecuaciones
G =03 5 013=03 ; 03 =0y

Balance de la energia. Primer principio de la termodindmica.

p%zc:d+(pr—v~q)
J — 1 ecuacion

du dq;
p dt gy (pr ax.

1

(5.122)

(5.123)

(5.124)

(5.125)

Segundo principio de la Termodindmica. Desigualdad de Clausius-Plank y del

flujo de calor:

—pli—05)+0:d>0

— 1 restricci6
—p(a —95)+0gdy— 20} restriccion

1

— 1 restriccion
1 00

—q; —20
po* & dx,

(5.126)

que suman un total de § ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP’s) y dos
restricciones.



NOTA
No se

como incognitas las seis
componentes  distintas
del tensor velocidad de
deformaciéon ¢, en las
ecuaciones  (5.125) 'y
(5.126), puesto que se
suponen implicitamente
calculables en funcién
de la velocidad vy

mediante la relacién:
d(v)=V°v

(ver capitulo 2,
apartado 2.13.2)

contabilizan

NOTA

Es frecuente que en las
ecuaciones constitutivas
termo mecanicas
intervengan las
deformaciones, g, que,

sin embargo, no se
contabilizan como
incégnitas adicionales
puesto que se suponen
calculables en funcion
de las ecuaciones del
movimiento que, a su
vez, pueden calcularse
por integracion del
campo de velocidades
=e=¢g(v)
(ver Capitulos 1y 2).
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Haciendo un recuento del numero de incégnitas que intervienen en dichas
ecuaciones se tiene.
p — lincognita
v — 3incdgnitas
0 — 9 incognitas
u — lincognita 19 incognitas
q — 3incdgnitas
0 — lincognita

s — lincognita

Es evidente, por consiguiente, que se necesitaran ecuaciones adicionales para
resolver el problema. Estas ecuaciones, que reciben el nombre genérico de
ecuaciones constitutivas y que son propias del material que constituye el medio
continuo, son:

6) Ley de Fourier de conduccion del calor:

q=-KV6
g = —Kﬁ ie (123} — 3 ecuaciones (5.127)
dx;
7) Ecuaciones constitutivas (propiamente dichas):
Ec. constitutivas .
. > f.(0,&v),0,0)=0 ie{l,.6} — 6ecuaciones
termo - mecanicas :
(5.128)
Ec. constitutiva .
) —s=s5(g(v),0,W) — lecuacion
de la entropia :
donde pw={u,,....,1,} son un conjunto de nuevas variables termodiniamicas

(pnuevas incognitas) introducidas por las ecuaciones constitutivas termo-

mecanicas.

8) Ecuaciones termodinamicas de estado:

Ecuacién caldrica

% = ’e 567
de estado u=g(p.e(v),6.1)

— (1+ p) ecuaciones (5.129)

Ecuaciones

—>F.(p,0,u)=0 ie{l2..
cinéticas de estado /.6.1) ie{l.2..p}

Nos encontramos ahora con un conjunto de (19+ p) ecuaciones y (19+ p)

incognitas que, con las adecuadas condiciones de contorno, definen un
problema matematicamente bien puesto.
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NOTA

Por simplicidad, se ha
supuesto aqui la
simettfa del tensor de
tensiones (5.124) ya
impuesta, eliminando
tal condicion del
conjunto de ecuaciones
y reduciendo el nimero
de incégnitas de @ de

9 a 6 componentes.

Observacion 5-17

Las ecuaciones de continuidad, de Cauchy, de simettfa del tensor de
tensiones, de balance de energfa y las desigualdades del segundo
principio de la termodiniamica (ecuaciones (5.122) a (5.126)) son
validas y generales para todo medio continuo, sea cual sea el material
que lo constituye y para cualquier rango de desplazamientos o de
deformaciones. Por el contratio, las ecuaciones constitutivas (5.127) a
(5.129) son especificas del material o del tipo del medio continuo con
el que se trate (sélido, fluido, gas) y los diferencian entre si.

5.13.1 Problema termo-mecanico desacoplado

Para la resolucion del problema general en Mecanica de Medios Continuos se
ha de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que
involucra las (194 p) ecuaciones y las (19+ p) incégnitas discutidas en el
apartado anterior. Sin embargo, en determinadas circunstancias o bajo ciertas
hipétesis, es posible descomponer el problema general en dos problemas
menores (involucrando cada uno de ellos un nimero menor de ecuaciones e
incognitas), denominados problema mecanico y problema térmico, que se pueden
resolver de forma independiente (desacoplada) entre si.

Como ejemplo, considérese que la distribucion de temperaturas O(x,7) es

conocida @ priori, o no interviene de forma relevante en las ecuaciones
constitutivas termo-mecanicas (5.128), y que, ademids, dichas ecuaciones
constitutivas no involuctan nuevas variables termodindmicas (W={J}). En

este caso consideremos el siguiente conjunto de ecuaciones:

Ec. de continuidad : i{—lt) +pV-v=0 (lec.)

Ec. de Cauchy : V-6+pb= p% (3ec.) p — 10ecuaciones  (5.130)

Ecs. constitutivas

fi(0,e(v))=0 ie{l,..6} (6ec.)

mecanicas :
que involucran a las siguientes incognitas: :

p(x,¢) = lincdgnita
v(x,1) = 3incognitas ; 10 incognitas (5.131)
o(x,¢) = 6 incognitas

El problema definido por las ecuaciones (5.130) y (5.131) constituye el
denominado problema mwecinico que involucra las vatiables (5.131) (denominadas
variables mecdnicas) que, por otra parte, son las de verdadero interés en muchos
problemas de ingenieria.

El problema mecanico constituye, en este caso, un sistema de ecuaciones
diferenciales reducido respecto al problema general y puede resolverse
independientemente del resto de las ecuaciones del mismo.



6 Elasticidad lineal

6.1 Hipétesis de la Teoria de la Elasticidad
Lineal

La Teorfa de la Elasticidad Lineal puede considerarse una simplificaciéon de teorfas
mas generales (Teorfa general de la Elasticidad), pero suficientemente aproximada
para la mayorfa de las aplicaciones en Ingenierfa.

Las hipotesis simplificativas de la  Teorfa de la Elasticidad Lineal son
esencialmente las siguientes:

a) | Deformaciones infinitesimales | (los desplazamientos y sus gradientes son
pequefios, ver capitulo 2):

o Desplagamientos  pequeios: No se diferencian la configuraciéon material
(correspondiente al instante de referencia ¢,) de la espacial (correspondiente
al instante actual ) y, en consecuencia, tampoco se diferencian las
coordenadas espaciales de las materiales, ver Figura 6-1.

x=X+ u = x=X
pory ©.1)

Observacion 6-1

Como consecuencia de la ecuacion (6.1), 7o hay diferencia entre las
descripeiones espacial y material de una propiedad:

x=X= Y(x,) =YX, 1) =T(X,1) =T'(x,1)
y toda referencia a descripciones espaciales y materiales (asi como a

los conceptos asociados, como derivada local, detivada material etc.)
pierden su sentido en elasticidad infinitesimal.

Tampoco se distingue entre los operadores diferenciales Nabla espacial
(V) y Nabla material (V ):

a(.) — a(‘) = V(.) — V(.)

X ox

A pattir de la ecuacion (6.1), puede escribirse:
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ox
== zl .
F X 1 = |F 6.2)

Observacion 6-2

Como consecuencia de la ecuacion (6.2) y de la ecuacién de
conservaciéon de la masa, la densidad en la configuraciéon actual
p, =p(X,t) coincide con la de la configuracién de referencia

Py =p(X,0) (que se supone conocida):

Po =p,[F|=p,

y en consecuencia la densidad no es incdgnita en problemas  de elasticidad lineal.

o Gradientes de los desplazaniientos pequerios:

Como consecuencia no hay distincién entre los tensores material E(X, #)
y espacial e(x,?) de deformacién que colapsan en el tensor de
deformacion infinitesimal €(x, 1) :

E(X,t) =e(x,1) =€(x,t)

£=Vsu=%(u®V+V®u)

6.3)
Cou,
1la”’ +”~’} i, je (1,23}
29

81-]-:5

i

X

Figura 6-1

b) | Excistencia de un estado neutro |

Se admite la existencia de un estado neutro en el que las deformaciones y las
tensiones son nulas. Normalmente, se entiende que el estado neutro se
produce en la configuracién de referencia:

{s(x,t0)=0

o(x,7,)=0 64
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NOTA

La restriccion a
procesos zsotérmicos
desaparece en la teoria
de la termoelasticidad
lineal abordada en el
apartado 6.

Q) | Se considera (en principio) que el proceso de deformacion es isotérmico y adiabiticd

Definiciones:

Procesos  isotérmicos:  aquellos que tienen lugar a temperatura
0(x, t) constante a lo largo del tiempo:

= 0(x,1) = 0(x)

Procesos adiabaticos : aquellos que se producen sin generacion de calor
en todo punto e instante de tiempo:

Calor generado en un dominio V: _[p rdvV — _[q ‘ndS=0 VV
14 av

= pr-V-q=0 Vx ‘v’t‘

Los procesos de deformacion /ntos suelen considerarse adiabaticos.

6.2 Ecuacion constitutiva elastica lineal.
Ley de Hooke generalizada

La ley de Hooke para problemas unidimensionales supone la proporcionalidad
entre la tensiéon, o, y la deformacién, €, a través de la constante de
proporcionalidad denominada médulo de elasticidad E :

c=FE¢ (6.5

En la Teorfa de la Elasticidad esta proporcionalidad se generaliza al caso
multidimensional suponiendo la Znealidad de la relacién entre las componentes
del tensor de tensiones 6 y de deformaciones € en lo que se denomina Ley de
Hooke generalizada:

Ley de Hooke o(x,t) =C:e(x,¢)
- . (6.6)
6, =C,y &y i, je{1,2,3}

generalizada p

que constituye la ecuacion constitutiva para un material eldstico lineal.

El tensor de cuarto orden C (denominado tensor de constantes eldsticas)
tiene en principio 3' =81 componentes. Sin embargo, debido a la simetria de
6 y €, debe presentar ciertas simetrfas ante el intercambio de indices. Estas
son:

Cijkl =C jik . ,
— Simetrias mayores
Ciu = Cy (6.7)

(CW =C Wi = Simetrias menores

y, como consecuencia, el nimero de constantes distintas en el tensor de
constantes elasticas C se reduce a entonces a 21.
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NOTA

Se considera aqui la
identidad, propia del
caso de deformacion
infinitesimal: = ¢

Observacion 6-3

Una caracterfstica esencial del comportamiento elastico (que se
comprueba en la ecuacién (6.5) ) es la dependencia de las tensiones,
en un cierto punto e instante ©O(X,?), (Gnicamente) de las
deformaciones en dicho punto e instante &(X,#) y no de la historia de

deformaciones previa.

6.2.1 Potencial elastico

Considetremos /a energia interna especifica u(x,t) (energia interna/unidad de masa)
v la densidad de energia interna u(x,t) (energia interna/unidad de volumen)
relacionadas por:

u(x,t)=p, u(x,t)

ﬁ
— R 6.8

Jdu_ du_dlpyi) _di o9
dt " 'dr  dt dt

donde se ha tenido en cuenta que p, =p (ver Observacion 6-2). Consideremos
ahora la ecuacién de la energfa (forma local):

P @—d—ﬁ—o‘dw r-V.q=0:¢
P SIS RANAAL
=0 (6.9)
du .
= —=0:¢

dt
donde se ha considerado la naturaleza adiabética del proceso de deformacion
(pr-V-q=0).
La forma global (integral) de la ecuacion de la energfa (6.9) se obtiene
integrando sobre el volumen material ¥ :

au_d . dii .
Forma global —=— udV:leIG:EdV
del n d de dt,L, sdt
e la ecuacion de =
i (6.10)

la Energia en
Elasticidad lineal

U= j 0 (x,0)dV

14

donde U(t) es la energfa interna del volumen material considerado.

Observacion 6-4
La potencia tensional (para el caso de elasticidad lineal) es una
diferencial exacta:

Potencial tensional = IG €dV = ﬂ
5 dt
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Substituyendo ahora le ecuacion (6.6) en la (6.9):

du "t L . 1. .
o =0:£=¢,06, =¢,C ¢, :E(Sij(cijklskl +8ijCijk1£k1):
1. . 1/, )
=5(€ij(cg'/‘k18kl +5kl©k1y‘£t/)=§(€yclyk1€kz +8ij(ci/‘k18kl)= (6.11)
1/, . 1d 1d
:E(Szjcijklekl +Stj'(cy'/clskl):gz(gklcijklgkl):Eg(e:c:s)

donde se han considerado las simetrfas de la ecuaciéon (6.7). Integrando la
ecuacion (6.11) e imponiendo la condicion de que la densidad de energfa
interna u(x,7,) en el estado neutro (para t=t, = €(x,t,)=0)) sea nula:

NOTA ) 1
o condicion u(x,t)= 5 (e(x,1) : C:8(x,1))+ a(x) -
u(x, 1,)=0 puede a(x, t,)=0 Vx (6.12)
introducirse sin pérdida |
de generalidad. = —e(x,7,):C:e(x,1,) +a(x)=a(x)=0 Vx
2——
=0
. . . 1 1
Densidad de energfa interna — 1 (€) = 5 (e:C:¢)= 7€ i Cin€u (6.13)
Derivando la ecuacién (6.13) respecto a € y teniendo de nuevo en cuenta las
simetrias:
9u(e) =1(C:£-:+l e:C =1(C:8+1(C:£=(C:£=0'
o€ 2 2 TC’? 2 2
) 6.14
) 1 1 1 | @19
agij = E(Cijklekl + ESMCM;’/ = E(Cgfklakl + E(Ci/klgkl =Cuey =0y
0u(g) .
oe
Ji(e) (6.15)

o, i je{l23)

q
de .

La ecuacion (6.15) califica a la densidad de energia interna u(€) como un

potencial para las tensiones (que se obtienen por derivacién del mismo)
denominado potencial eldstico:

. . R 1 1
Potencial elastico —» u(e)=—€:C:e=—0:¢
2 g 2

o
dite) (6.16)

e
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NOTA

Un tensor es isotrépo si
mantiene sus
componentes en
cualquier sistema de
coordenadas cartesiano.
La expresion mas
general de un zensor
isotrdpo de cuarto orden es :

C=M®1+2ul
Viyn

RECORDATORIO

El tensor simétrico
unitario de cuarto
orden] (isotr6po) se
define mediante sus
componentes:

1
[I ikl = E[Siksjl + 6;‘15/1(]

6.3 Isotropia — Constantes de Lamé - Ley de
Hooke para elasticidad lineal isétropa

Definicion:

Material isdtropo: Aquel que tiene las mismas propiedades en todas las
direcciones.

Para el caso de un material elastico lineal, las propiedades eldsticas estan
contenidas en el tensor C de propiedades elasticas de las ecuaciones (6.6) o
(6.7). En consecuencia, las componentes de dicho tensor deben ser
independientes de la orientacion del sistema cartesiano en el que se trabaje. Si
consideramos, por ejemplo, los sistemas {x;,x,,X%;}y {x,x,’,x;" } de la Figura
06-2, la ecuacion constitutiva para los dos sistemas se escribe:

{x,x, x50 = [o]=[C]:[¢]
x,x, x5 1= [o] =[C] :[e]

y, para el caso de material is6topo, las componentes de € en ambos sistemas

6.17)

deben ser las mismas (= [c]=][c] ). En consecuencia, la anterior definicién, de
caracter fisico, de isotropfa se traduce en el cardcter isotrgpo, en el sentido
matematico, del tensor de constantes elasticas C :

Tensor de C=M®1+2ul

constantes — (6.18)

elasticas

Cyu =h8;8, + I'L[Sika/l + 8i18_/k] i, j,kle€{1,2,3}

Donde A,u son conocidas como las constantes de Lamé, que caractetizan el

comportamiento elastico del material y que deben ser obtenidas
experimentalmente. X
X3
X2
X
Figura 6-2
Observacion 6-5 I

La condicién de isotropia reduce el numero de constantes elasticas del
material de 21 a 2.
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Substituyendo la ecuacién (6.18) en la (6.6) se obtiene la ecwmacion constitutiva
eldstica lineal isotropa:

1 1
6, =C &, =hd; 8, +210 (58,8 ,€, +-98,0,¢,)
—— 2 -5 270

€ g €€, (6.19)
&j
Ecuacion constitutiva para o=ATr(e)1+2ue
material elastico lineal — (6.20)
isotropo. Ley de Hooke. o, =Ad;e,+2ue; i, je {1,2,3}

6.3.1 Inversion de la ley de Hooke. Médulo de Young.
Coeficiente de Poisson

La ecuacién constitutiva (6.20) proporciona las tensiones en funcién de las
deformaciones. Para obtener su inversa se procede como sigue:
) se obtiene la traza de la ecuacién (6.20):

Tr(o)=2 Tr(e)ﬁ@ +2uTr(e)= 3\ +2u)7r(e)

3
= j)=0, =\, 0. +2uUe. =(3A+2U)e
(1 j) ii ”H?,:L l’l’ i ( H) un (621)
1
=>7Trlg)=7—7——=Tr(c
r() (37\'4_2“) }’( )
b) despejando € de la ecuacién (6.20) y substituyendo la (6.21):
1 1 A 1
e=——ATrEe)M+-—06=—-——Tr(c)1+ —o
2 r(€) 2 210+ 20) r(o) 2 (6.22)

Definiendo ahora unas nuevas propiedades elasticas E  (wddulo de Young) y
V (coeficiente de Poisson):

Modulo de Young : S E= n(3A +2u)
(Médulo de deformacion longitudinal) A+u N
Coeficiente de Poisson : —V= M
2(A+p)
_VE (6.23)
S (1+v)i-2v)
u= E =G — (Modulo de deformacion transversal)
2(1+v)

La ecuacion (6.22) puede reescribirse en funcién de £ y de v dando lugar a /
Ley de Hooke inversa:

Ecuacion constitutiva e=—" Tr(o)1+ I+v o

inversa para material — (6.24)
e ., v 5 1+v e (123
elastico lineal is6tropo €, __EG” Gt Tcij i, je{1,2,3}
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Finalmente, las ecuaciones (6.24) pueden reescribirse utilizando la notaciéon
ingenieril para las componentes de los tensores de tensién de deformacién
como:

g, =%[Gy Vo, +o.)] 7. =é'rxz (6.25)

€. =E[Gz _V(Gx +Gy)] ’sz =Eryz

Ejemplo 6-1 — Para la pieza de la fignra, constituida por una material eldstico lineal
isitropo, con mddulo de Young E y mddulo de deformacion transversal G, se admite el
siguiente estado tensional uniforme:

0,#0 ; o,=0,=1,=1,=1,=0

Obtener las deformaciones ingenieriles.

y

Gx
Figura 6-3
Resolucion:
De las ecuaciones de (6.25) se puede obtenet:
[ 1
€, :Ecx ’ny:E’cxy:()
= = = Gx = = = = 1 =
6,=0,=0= ey——vE T,=1,=1T,=0= sz—Esz—O
o, 1
SZZ_VF :YyZZET’VZ:O

Como consecuencia de dichas deformaciones la pieza se estira en la direccion
Xy se contrae en las direcciones y, z (ver Figura 6-3).

6.4 Ley de Hooke en componentes esféricas
y desviadoras

Consideremos la descomposiciéon de los tensores de tensiones ¢ y de
deformaciones € en su patte esférica y desviadora:

c=§Tr(o) 1+6=0,1+0

| S —
Gm

(6.26)
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1 1 .
e:ETre(s)1+s—§e1+e (6.27)

La deformacién volumétrica e=Tr(g) se obtiene a partir de la traza de la
ecuaciéon (6.24):

_ v I+v _1-2v _3(1-2v)
30,
Gm = %2)6 =Ke
-2v
=1 ar o E (6.29)
K = A+ =u=——"——=Moddulo de deformacion volumétrica
3 3(1-2v)
Substituyendo las ecuaciones (6.26), (6.27) y (6.29)en la (6.24):
s=—£30m1+1+—v[om1+o"]=
E E
:1—2v o 1 1+v :1 1+1+v =
E —
E_.
.1 +v 1+v 1 1
e=—el+eg=—el+—— €=—06 =—06=—o0
E 2u 2G
1
20

Las ecuaciones (6.29) y (6.30) relacionan la parte esférica (caracterizada por la
tensién media ©,, y la deformacion volumétrica e) y la parte desviadora (6y
€') de los tensores de tensién y de deformacion:

c, =Ke — Parte esférica

m

o'=2G¢e’ (6.31)

, ;. — Parte desviadora
0, =2Ge; i, j€ {1,2,3}}

Observacion 6-6
Notese la proporcionalidad tanto entre ¢, y e como entre la

componentes (una auna) Gy y €; (ver Figura 6-4).

K 2G =2u

’

e 8].].

Figura 6-4 Ley de Hooke en componentes esféricas y desviadoras
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RECORDATORIO

Se dice que un tensor
simétrico de cuarto
orden A es definido
positivo si para todo
tensor de segundo
orden x # () se cumple

X:AIX=x;4,,x, >0
y ademas
x:A:x=0&x=0

6.5 Limitaciones en los valores de las
propiedades elasticas

Por consideraciones termodiniamicas puede demostrarse que el tensor de
propiedades elasticas C es definido positivo, y por tanto

e:C:e>0; Ve#0 (6.32)

Observacion 6-7

Como consecuencia de la ecuacion (6.32), el potencial elastico es
siempre nulo o positivo

A

u(e)zéezc:ezo

Obsetvacion 6-8

El potencial elastico presenta un minimo en el estado neutro (para €=0)
(ver Figura 6-5). En efecto, de la ecuacion (6.15):

. .
12(8)=%8:C:£ (5:8”(8):@.8 9%4(e) _c

dk JE®oe

ou(e) 0 11(g) tiene un extremo

= =

e |g (maximo - minimo) en € =0
=
%ule)| - Elextremo es
Je ® de €0 deﬁ?ndo un minimo
positivo
i(e)
€
e=0

Figura 6-5 Potencial elastico

Consideremos la expresiéon del potencial elastico (6.16) y la ecuacién
constitutiva (6.20):
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ﬁ(e)=%e:C:£=%c:e=%[7»Tr(e)1+2ua]:8=

6.33
=lkTr(s)1:s +u£:e=l7»Tr2(e)+us:s ¢33
2 S 2
Tr€)

La expresién (6.33) puede ponerse también en funcién de las componentes
esféricas y desviadoras de la deformacion:

N 1 1
u€)==M7Tr(e) )* +ue:e=—XA e* +ue:e (6.34)
notA £:£=(le1+£'):(le1+e')=1e21:1+26 1:¢" +¢€:¢€'=
La traza de un tensor 3 3 R e
desviador es siempre Ti r(i-:')=0 (6.35)
nula = Tr()=0 1, .,
=3¢ tee

y substituyendo la ecuacion (6.35) en la (6.34):

1 1 1 2
=iulg)=—Ae’+-—pue’ +ucie=—|A+-up’+ue:e
€)=2 Jhe +u 2( 3“} H (6.36)
\_ﬁ/——J
X
i(e)= %Ke2 +UEE=0 (6.37)

Considérese ahora un cierto material elastico lineal isétropo, caracterizado por
un cierto valor de sus propiedades elasticas. La ecuacién (6.37) debe cumplirse
para cualquier proceso de deformacién. Consideremos dos tipos particulares:

1) Un proceso de deformacion puramente esférico:

8(1)=le1 N 1
3 —>u(1)=EKeZZO:>K>O (6.38)

e =0

2)  Un proceso de deformacion puramente desviador:

NOTA 8(2) :8’ ~(2) o
El producto e® =0 —u =ne:e20=p >0 (6.39)

doblemente contraido
de un tensor por ¢él
mismo es siempre
mayor o igual a

Las ecuaciones (6.38) y (6.39) conducen a las siguientes limitaciones en los
valores de las constantes elasticas:

cero E E
rig. K=——7-—<>0 ; =G=—-=>0 .
=X sl.j::)ij >0 3(1—2v) u 2(1+v) (6.40)
2>

La experiencia demuestra que el coeficiente de Poisson V es siempre no negativo y
en consecuencia:
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NOTA

Se denomina aqui sd/ido
elastico lineal a un medio
continuo constituido
por un material que
obedece a la ecuacion
constitutiva elastica
lineal.

NOTA

La simetria de los
tensores de tensién y de
deformacién conlleva
que de las nueve
ecuaciones sélo seis
sean distintas entre si.
Asimismo, al
contabilizar incognitas
solo se consideran las
componentes distintas
de dichos tensores.

E
2(1+v) = E>0

v=0 (6.41)
L>O 1
3(1-2v) = O£v£E

E=>0

6.6 Planteamiento del problema elastico
lineal

Consideremos el sélido elastico lineal de la  Figura 6-6 sometido a unas
acciones caracterizadas por el vector de fuerzas masicas b(x,?) en el interior del
volumen V y el vector de traccién t(x,7) en el contorno 9V . Denominamos
problema eldstico lineal al conjunto de ecuaciones que permiten obtener la
evoluciéon a lo largo del tiempo de los correspondientes desplazamientos
u(x,?), deformaciones €(x,t) y tensiones O(X,?) .

t(x,1)

Acciones iniciales:

0 {b(x,O)

t(x,O)

Acciones en el tiempo ¢:
b(x,t)
t(x,t)

. Figura 6-6— Problema elastico lineal

6.6.1 Ecuaciones de gobierno

El problema elastico lineal viene gobernado por las siguientes ecuaciones:

1) Ecuacion de Canchy (balance de la cantidad de movimiento)

o%u(x, ¢
V- O'(X,t)+ pob(x,t):po 852)
3 ecuaciones 6.42
9o, u, ( ) (6.42)
5 TPy =Py o jell23)
2)  Ecuacion constitutiva (elastica lineal isbtropa):
o(x,1)=ATr(e)1+2ue ; . »
o, =A3,e, +2ue, i, jefi23) (6 ecuaciones) (6.43)
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3) Ecuacion geométrica: (relacion de compatibilidad entre deformaciones
infinitesimales y desplazamientos):

ex. )=V ulx.1)= @®V+V @u)
ol o (Gcaadoney (644
i = U ls 9%y
o270y, ox /
Dichas ecuaciones involucran a las siguientes incognitas:
e u(x,s)  (3incognitas)
o e(x7)  (6incognitas) (6.45)

e o(x,r)  (6incognitas)

Las ecuaciones (6.42) a (6.44) constituyen un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (EDP’s). El sistema esta constituido por 15
ecuaciones diferenciales con las 15 incégnitas (6.45) (del tipo (#)(x, v, z,1)) que

por tanto debe ser resulto en el espacio R*xR, . El problema queda bien
determinado cuando se le provee de las adecuadas condiciones de contorno.

6.6.2 Condiciones de contorno

6.6.2.1 Condiciones de contorno en el espacio
Consideraremos al contorno I'=9V del sélido dividido en tres partes T, , T, y

I',; con las siguientes caracteristicas (ver Figura 6-7)

uc
r,Ur,Ur, =r=ar
r,NT,=I,NI,,=I,,NT,=0

uoc uc

(6.406)
y en funcién de los mismos definiremos las condiciones de contorno en el espacio, es
decir, aquellas que afectan a los argumentos espaciales (x, y,z) de las incognitas

(6.45) del problema:

e Contorno I, : condiciones de contorno en desplazamientos:

u(x,t)=u"(x,1)

) Vxel, V¢ 6.47
u;(x,t)=u; (x,t) i€ {1,2,3}} ( )

o Contorno I'y: condiciones de contorno en tensiones:

NOTA

En r‘uo ciertas

componentes
(componentes 7) tienen
prescrito el
desplazamiento y las
restantes (componentes
) tienen prescrito el
vector traccion.

o(x, 1) n=t"(x,1)

* \v/ EFG Vit .
c,(x,0)-n; =t,(x,1) i,je{l,2,3}} X (6.48)

o Contorno I, : condiciones de contorno mixtas (desplaganmiento-tension)

u,.(x,t)=u:(x,t)

- L joke {123} i#j) Vxel,, Vi 6.49
0‘/k(X,t)'nk=tj(x,t) (@) { poiE)) Xeles ( )
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X

1 Figura 6-7— Condiciones de contorno en el espacio

Ejemplo 6-2 — En la viga de la Figura 6-8 se ejemplifican los diversos tipos de

condiciones de contorno en el espacio.

P

1, =0
F(S *
* 3 t, ==P
ti =O}Fc ) w20
Y {t:zo £ =0 “Nu," =0

Figura 6-8

6.6.2.2 Condiciones de contorno en el tiempo: condiciones
iniciales

En general, en el instante inicial o de referencia, t=0, seran conocidos los

desplazamientos y la velocidad:

u(x,0)=0

au(—(;;,t) n:il(x,O)= Vo (X) vxeV (6:50)
t=0

6.6.3 Problema cuasiestatico

El sistema de ecuaciones (6.42) a (6.50) puede ser visualizado, desde un punto
de vista mecdnico, como un sistema de acciones o datos (las fuerzas mdsicas
b(x,?), el vector de traccién t'(x,), los desplazamientos impuestos u’(x,7) y
las velocidades iniciales v,(x)) que, insertadas en un modelo matematico

constituido por las ecuaciones diferenciales de la seccién 6.6.1 y las condiciones
de contorno del apartado 6.6.2, proporciona la respuesta o soluciéon en forma de
los campos de desplazamientos u(x, ), de deformaciones €(x, )y de tensiones

o(x,1).
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b(x,?)
t'(x,1) MODELO u(x,?)
u*(x’ 1) MATEMATICO: | = &(x,1)
’ EDPs+cc. o(x,1) (6.51)
vo(x)
not
not R as— R p
Acciones = A(x,1): espuestas = R(x,¢)

En el caso mas general, tanto las acciones como las respuestas dependeran del
tiempo (ver Figura 6-9) y el sistema de EDP’s debera ser integrado tanto en las

NOTA

En este caso
(problema general), el variables espaciales como en el tiempo (R* X R, ). Sin embargo, en ciertos casos, el
problema se denomina

Se de espacio de integracién puede ser reducido en la dimension correspondiente al
problema dindmico .

tiempo. Este es el caso de los denominados problemas cuasiestaticos.

Definicion:
Problema eldstico lineal cuasiestitico: Problema elastico lineal en el que la

_ 0%u(x,?)

aceleracion se considera despreciable (a Y
t

=0). Dicha

hipétesis es aceptable siempre que /as acciones se apliguen miny lentamente.
En este caso puede suponerse que la variacion de las acciones A con

el tiempo es lenta (9>A/d¢* =0) vy, debido a la dependencia continua
de los resultados respecto a los datos, la variacién con el tiempo de la

respuesta también es pequefia (0°R/d¢” =0). En consecuencia, la

segunda derivada temporal de la respuesta se considera despreciable

d%u(x,?)
o "

y, en particular,

R(x)

\J

Figura 6-9 — Evolucién de la respuesta con el tiempo

Para el problema cuasiestatico las ecuaciones diferenciales de gobierno quedan
como sigue:
®  Ecuacion de Cauchy:

9%t

ecuacién que se conoce también como ecuacion de equilibrio.

V-G(x,t)+p0b(x,t)=(po 82“("”)}0 (6.52)

o  Ecuacion constitutiva:

o(x,7) = ATr(e(x, )N+ 2u &(x, 1) (6.53)
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®  Ecuacion geométrica:

e(x,1)=Viu(x,1) =%(u QV+Ve®u) (6.54)

que ya no involucran ninguna derivada temporal. El sistema de ecuaciones

diferenciales sélo necesita ser integrado en el espacio (resuelto en R*) con las
condiciones de contorno en el espacio del apartado 6.6.2.1. Por otra parte ¢/
tiempo sélo juega un papel de pardmetro descriptivo de la evolucion de las acciones que
suelen describirse en funcién de denominado factor de carga o pseudo-tiempo Mt):

b(x,A) MODELO u(x,\)
t(x,2) = ( MATEMATICO: ) = e(x,1)
u’(x,2) E.D.P’s+c.c. o(x,\) (6.55)
| SN | —
not not
Acciones = A(x,\),: Respuesta = R(x,A)

En otras palabras, para cada valor de las acciones (caracterizado por un valor
fijo de &) A(x,1") se obtiene una respuesta R(x,X"). Variando el valor de A’

se obtiene una familia de acciones y la correspondiente familia de respuestas.

Ejemplo 6-3 — Aplicacion a un problema tipico de Resistencia de Materiales.

Consideremos la ménsula de la Figura 6-10 con una fuerza F(¢)aplicada en el
extremo. Bajo la hipétesis de problema cuasiestatico, y ante una accion
parametrizada del tipo AF", se puede conocer la respuesta (flecha en el
F'I
3EI
Si M) tiene una evolucién cualquiera con el tempo, ¢/ valor de 8(t) = (M(z))

extremo) O(A) =A

(solucion de la Resistencia de Materiales).

para cada instante de tienspo sélo depende del correspondiente valor de ). .

F=\F"
7 E, I
- F'I?
A (A=A
L ) 3EI
| : .
A1)
A Accion )k Respuesta
Ar=1
*73
6* — F l
3EI
‘ r 1 t

Figura 6-10
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6.7 Resolucion del problema elastico lineal

La resolucién del problema elastico lineal puede hacerse tipicamente con dos
planteamientos distintos:

a) planteamiento en desplaganmientos
b) planteamiento en fensiones.

Sus nombres respectivos provienen de cudl es la incognita primal que se considera
para el problema (desplazamientos o tensiones, respectivamente).

Observacion 6-9 I

En la actualidad el planteamiento en desplazamientos tiene mayor

aplicacion puesto que en €l estan basados la mayoria de los métodos
de resolucion numérica del problema elastico lineal.

6.7.1 Planteamiento en desplazamientos: Ecuaciones de Navier

Consideremos las ecuaciones del problema elastico lineal:

2
V-6+p,b=p, 37‘21 (Ecuacién de Cauchy)
t
o =ATr(e)1+2ue (Ecuacién constitutiva) (6.56)
1
e=V'u= 5 W®V+V®u) (Ecuacion geométrica)

;
I : u=u

u

I t¢=cn } Condiciones de contorno en el espacio | (6.57)

o

uEO)=0 | il 65
1(x,0)= v, ondiciones iniciales (6.58)

El objetivo es plantear un sistema reducido, en el que intervengan como
incégnita sélo el campo de desplazamientos u(x,t). El primer paso consiste en
substituir en (6.506) la ecuacion constitutiva en la ecuacién de Cauchy:

2
V.-6+p,b=V-[ATr(e)1+2pel+p,b=p, g—l; =
t
(6.59)
0%u

lV-[Tr(s)1]+ 2uV-e+p,b=p, EYel
t

La ecuaciéon (6.59) puede ser reclaborada teniendo en cuenta las siguientes
identidades:
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NOTA

Se define el operador
Laplaciano de un vector
y como:

df 9y,
[Vzv]i - axjaxj
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1 0%, 1 du

+

de;, 9

V-¢) 4/_7
woga i)
0 !
2

J (V?u), +——(V u=r=

2 ax ax 587 g
%,_/ %,_/
(V2 u) 6 4% (V'“))i (6.60)
= I:;Vz ] ie{l,2,3}

— Vee=lV(V.w+lvi
2 2

8 0 |ou
(Ell 1/) =a |:ax11 81/:|=

_ 9 (% )_a . :
_Bxi(ax,J o, V-w=lVV-wl ied23 6.61)

Vu (V(V~u))i

V- (Tr@©1)], =

= V-(r@®N=V(V-u)

y substituyendo las ecuaciones (6.60) y (6.61) en la (6.59):

2
AV(V-u)+uV(V-u)+ ;1V2u+p0b=p0?9—;l (6.62)
t
2 82u
Ecuaciones |(A+W)V(V-u)+uViu+p,b=p, 57
de Navier ) . (6.63)
A+ o+ M +Pob; =poii; i€ {1.2,3]

que constituye un sistema de EDP’s de segundo orden en los desplazamientos
u(x,?) (que debe ser, por lo tanto, integrado en R’ xR"), recibiendo el
nombre de ecuaciones de Navier.

Las condiciones de contorno pueden escribirse también en funcién de los
desplazamientos como sigue. Substituyendo la ecuacién constitutiva (6.56) en
la condicién de contorno en I'yde (6.57):

t'=c-n=[ATr@e)1+2ue] n=A(Tr(€))n+2u & -n=
— —
Vu Vsau
1 (6.64)
=7»(V~u)n+2u5(u®V+V®u)~n=
=MV -u)n+p(u®V+VQ®u)-n

y las condiciones de contorno en el espacio (6.57), escritas ahora en funcién de
los desplazamientos, quedan:
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u=u’
. enl,
u;=u; ie {1,2,3}}
MV -u)n+p®V+V®u) n=t . (6.65)
* en o
Mugyng 1, n; +u;, n)=t; i, je{1,2,3}

Las condiciones iniciales (6.58) permanecen inalteradas. Una vez integrado el
sistema (6.63) se dispone del campo de desplazamientos u(x, ). Por derivacién
del mismo y substitucién en las ecuaciones geométricas en (6.50), se obtiene el
campo de deformaciones €&(x,t), y substituyendo finalmente en la ecuacién
constitutiva, se obtiene el campo de tensiones 6(X, ) .

6.7.2 Planteamiento en tensiones: Ecuaciones de Beltrami-
Michell

El método es solamente planteable para el caso cuasiestatico del apartado 6.6.3.
Consideremos entonces las ecuaciones del problema elastico lineal
cuasiestatico:

V.6+p,b=0 (Ecuacién de equilibrio)

\% I+v ) L
e=-% Tr(c)1+ 5 ° (Ecuacién constitutiva inversa) (6.66)

e=Viu= % u®V+V®u) (Ecuacién geométrica)

(6.67)

I:u=u ..
v WS Condiciones de contorno en el
IL:t =0'n

* .
espacio

NOTA

La deduccion de las
ecuaciones de
compatibilidad se llevé
a cabo en el capitulo 3,
apartado 3.3

donde en (6.66) se ha considerado la ecuacién constitutiva inversa (6.24)
(deformaciones en funcién de las tensiones).

El punto de partida del planteamiento en tensiones son las ecuaciones
geométricas en (0.66) de las que, por derivaciones sucesivas, se eliminan los
desplazamientos obteniéndose las ecuaciones de compatibilidad:

€in T ey ~ €y —€pu =0 i, jk,1e {1,2,3} (6.68)

La deduccién de las ecuaciones del problema se hace en los siguientes pasos:

a) Se substituye la ecuacién constitutiva de (6.60) en las ecuaciones de
compatibilidad (6.68).

b) Se substituye en la ecuacion resultante la ecuacién de equilibrio de
(6.66).

El resultado es el siguiente conjunto de ecuaciones:
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Ecuaciones de Beltrami - Michell :

1 % .
VZG!./ + mcll,ij = _Esij (Pob ),1 ~(pob; )’j _(pobj )’i i, je1,2,3} (6.69)

Las ecuaciones (6.69) reciben el nombre de ecwaciones de Beltrami-Michell y
constituyen un sistema de EDP’s de segundo orden en las incognitas 6(x) que

3
deben ser resueltas en R”.

Como condiciones de contorno de dicho sistema se tienen las propias ecuaciones de
equilibrio en (6.60), que al tratarse de un sistema de EDP’s de primer orden
actian como condiciones de contorno del sistema de segundo orden (6.69), y
las condiciones de contorno en T;:

V.o+p,b=0 (Ecuacién de equilibrio) (6.70)

o n=t enl, (Condiciones de contorno en I'y) | (6.71)

NOTA

En el capitulo 3,
apartado 3.4.2, se
proporcioné un
procedimiento analitico
para integrar dichas

ecuaciones geométricas.

Una vez integrado el sistema (6.69) se dispone del campo de tensiones o(x). A

partir de éste, mediante substitucién en las ecuacién constitutiva inversa en
(6.66), se obtienen las deformaciones €(x). Sin embargo, para obtener el

campo de desplazamientos u(x) es necesario integrar las ecuaciones

geométricas con las condiciones de contorno en T, :

e(x)=%(u(x)®V+V®u(x)) xeV 672)

ux)=u'(x) VxerT,

Se trata, por tanto de un segundo sistema de EDP’s de primer orden que hay

que integrar en R?.

Observacion 6-10 I
La necesidad de znzegrar el segundo sistema (6.72) (cuando se plantea el
problema en tensiones) constituye una desventaja (frente al
planteamiento en desplazamientos del apartado 6.7.1) cuando se
utilizan métodos numéricos para resolver el problema elastico lineal.

6.8 Unicidad de la solucion del problema
elastico lineal

Teorema:
u(x, 1)

La solucién R(x,t)=1&(x,t) ¢ del problema elastico lineal (6.42) a
o(x,1)

(6.44) es tnica.
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Demostracion:

Consideremos el problema elastico lineal esquematizado en la Figura 6-11
T
sujeto a las acciones definidas por A(x,t)EI:b(x,t), u*(x, 1), t*(x,t), VO(X):| ,

en los dominios V', I,, Iy y ¥V, respectivamente, (cumpliéndose que

u

r,UT,=avyT,NT, =2).

< Y

Figura 6-11 — Problema elastico lineal

Las posibles soluciones ]R(X,t)E[u(x,t), e(x,1), G(x,t)]T del problema elastico
lineal cuasi-estatico deben verificar las ecuaciones:

Ecuacion de Canchy: V-o+p,b=p, &
at?
Ecuacion constitutiva: o =ATr(e)1+2ue (6.73)
Ecuacion geométrica: e=Viu= % wW®V+V®u)
» I,: u=u’

Cand{czom’y de contorno en el { ' 6.74)
espacio: I':t =0'n
Condiv oy u(x,0)=0

ondiciones iniciales: (x0)=v, (6.75)

La demostracion de la unicidad de la solucién se hace como sigue.
Supondremos que la solucién no es tnica, es decir, que existen dos soluciones
distintas al problema:

u (x,1) u?(x,1)
RYPx9=e"x0} ; RPx0=e?(x,1)
o (x,1) c?(x,1) (6.76)
R(l) £ R(2)

que, por lo tanto, cumplen las ecuaciones (6.73) a (6.75) y son respuestas
T
clasticas a la accién A(x,t)s[b(x,t), u (x0), t(x,0), Vo(x):| . Consideremos

ahora la posible respuesta constituida por la diferencia R® —-RY:
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NOTA

Se aprovecha aqui la
circunstancia de que el
operador nabla

(Vi (o)) esun
operador lineal, es decit:
Vx(a+b)=
=V+a+Vx*b
donde * simboliza
cualquier tipo de
operacion diferencial.
Asimismo el operador

0% (e,1)
ot

operador lineal.

es también un

NOTA

Se aplica aqui la
propiedad de que el
operador C: esun

operador lineal es decir:

C:(a+b)= .
=C:a+C:b

w u?(x,0)—u(x,1) [
R=RPx)-RVx)=1e?(x,1) - eV (x,1) + =1&(x,7)

o?x,n-0Vxn| [(6(x0)

Observamos que la respuesta R cumple las siguientes ecuaciones:

e Ecuacion de Canchy con b =0

V-8(x,0)=V-(6®xn-0V(x1)=

2%u® ou 20’u
= V'G(z) V-G(l) = —_ _— _—
Po ot Po ot p08t2 =
02u® 02u®
—P b+ b
PoD+Pg 3 0D+Pg 3

e Ecnaciin constitutivd

5(x,=0V(x,)-oVx)=C:e? -C:e" =C:([? —eV)=C:¢

o Ecuaciin geométrica

Exn=e® —el) =V5u@ _ VS0 =y [u®) —y0)=v5§

— *
e Condiciones de contorno en T, con u” =0

i=u? —uV=y"-u"=0 Vvt =

u=u
I >4~
[ L
dt

o Condiciones de contorno en Ty con t” =0

r,>&n=(06?-6")n=6® n-cV.n=t" -t =0

° ‘Cmdm'om; iniciales con v, = 0‘

u(x,0)=u?(x,0)—u (x,0)=0
=0 =0

1(x,0)=a? (x,0)-u"(x,0)=0
%_,—/ %,_—/

=V =V
0 0

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)
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NOTA

Se tiene en cuenta aqui
que @ es un tensor
simétricoy

un tensor antisimétrico
con lo que

(NFZQZGUQ;‘] =0

NOTA

Se define aqui: M Z3

Consideremos ahora el calculo de la siguiente integral:

Teorema
_0enT g dela
—0enT, SMu 1verfenc1a (6.84)
~ = ~ ~ A~
[n-@Wds= [@3) - w d = [V-@EWdr=0
14 r,Ur, v

donde se han tenido en cuenta las condiciones (6.81) y (6.82). Operando sobre
el dltimo integrando de la ecuacién (6.84), se obtiene:

oM
poatz 82~
V(&)= (V &) u+6: (Vi) = P 37 A+S: (V'
(6.85)
d(~ ) 96, . _ Qi 8%7.; _ o, ..
»ax,(o-ijuj)zaxiluj—'_o-ij ax; = P, at/ j+o'j,.$: i,je {1,2,3}
. . ~ d’u
donde se ha aplicado la condicién (6.78) (V-6 =p, a—z) Por otra parte:
t
(VE)T:ﬁ®V:;(ﬁ®V+V®ﬁ)+;(ﬁ®V—V®EJ:E+§:>
L N (6.86)
€=Vsu Q=V<u
3:(Vﬁ)r=5:§+6:§=> G: (V) =6:¢
=0
Asimismo puede escribirse :
: e
VU L WL 1AW 1 AV d (1
Poge WP TP TPy TP
(6.87)

p az~.~‘z_p d 1;2
"9 “ar|2

Substituyendo las ecuaciones (6.87) y (6.86) en la (6.85) y ésta en la (6.84) y

. , . .. du ~ <
teniendo en cuenta ademads la definiciéon de la energfa interna d—z J.G:s dv
t
14

de la ecuacion (6.10):

ozjv.(?s-ﬁ)dejpo d (1~2JdV+j6 gd
4 4 d 2 4

=ij1p0?2dV+j8:EdV=0=>
diy 2 J

(6.88)

dK du
di dt
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NOTA

Se aplica aqui el
siguiente teorema del
calculo integral: Si

O(x)=0y
[oxaQ=0=
Q

0(x)=0 Vxe Q

dK . dd _ 4 &, 77
g = (=0 vr20 (6.89)

Obsérvese sin embargo que en el instante inicial #=0 se cumple (ver ecuacion
(6.10), (6.13) y (6.83)):

i =0
1~ 1= .
‘FO:J.EpOV @V =[5P0 Vo Fedr =0 o
v v = ((K+U)|_ =0 (6.90)
‘ —Ju(x 0, OdV—J' e\to C:g_,dV=0
%,—/ V
EC:E =0

y la integracién de la ecuacion (6.89) con la condicién inicial (6.90) lleva a:

K+U=0 Vi20 (6.91)

donde:

~ ol o
IC=JEp0V2dV20 V=0

6.92
25 (6.92)

La comparacién de las ecuaciones (6.92) y (6.91) lleva necesariamente a la

conclusion:
K+U=0 -
- }VI>O:>U(I) jl :C:EdV <0 Vi20 (6.93)
K>0 2

Por otra parte, al ser el tensor constitutivo elastico C definido positivo (ver
ecuacion (0.32)) :

€(x,1):C:E(x,1)=0 VxeV Viz20 =

~ 1 (6.94)
U(=]JE:C:Edr=0 V=0

v
y la comparacién de las ecuaciones (6.94)y (6.93) necesariamente conduce a :

= N o
Un<o :U(t):jle:(::e dv =0 Vt>0 (6.95)
Ui)z0 52
Recurriendo de nuevo a la condicién de definido positivo del tensor C:
L?(r):j1§:<c:5d1/=0 Vi20=8:C:€=0 Vx V>0 (6.96)
14 2 >0

y, necesariamente, de la condicién de definido positivo de C se deduce que

€:C:E=0=8(x,1)=0 =Vx V=0 (6.97)
E(x,t)=g(2)—§(l)=0 = |§@=gW (6.98)

Por otra parte substituyendo la ecuacion (6.98) en la (6.80), se tiene:
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NOTA

Esta solucién puede
obtenerse sin mas que
aplicar la metodologia
de integracion del
campo de
deformaciones del
capitulo 3, apartado
3.4.2.

~ ~ 1 ou, Ou,
ex,1)=VSu=0=>—| —L+—L [=0
(X ) " 2 axj ox.

1

i, je {1,2,3}

(6.99)

La ecuacion (6.99) es un sistema de seis EDP’s homogéneo y de primer orden.
Su integracién conduce a la solucion:

= Qx + ¢
— —_—
rotacion  traslacion
N DI € (6.100)
Q = 63 O - 91 ,E = 22
- ez e1 0 33

donde Q es un tensor antisimétrico (tensor de rotaciéon dependiente de tres
constantes {6,,0,,08,}) y € un vector constante equivalente a una traslacion.

En definitiva, la solucién (6.99) al sistema (6.100) son los desplazamientos
u(x,7) compatibles con una deformacion nula €(x,z)=0 que corresponden a un

desplazamiento de sélido rigido. Las constantes de integracién en Q y € se
determinan  imponiendo  las  condiciones de  contorno  (6.81)
(u(x,t)=0 VxeT,) por lo que, si el movimiento de sélido rigido estd

impedido a través de las restricciones en T, se obtiene Q=0 y ¢=0. En

us

definitiva:
E(X,t) :g}. X+ ¢ N ﬁ(x,t) —u® —uW =0 = u(2) _ u(1) (6.101)
Q=0 ;c=0
Finalmente substituyendo la ecuaciéon (6.98) (€(x,t)=0) en la (6.79), se
obtiene:
3(x,1)=C:8=0=0"-0" = |c®¥=oV (6.102)
Observando las ecuaciones (6.98), (6.101) y (6.102), puede concluirse:
u® =y O
g@ =gV ' SR®=R" (6.103)
c® =g

Luego /la solucion es iinica (c.q.d).

6.9 Principio de Saint-Venant

Es un principio empirico que no tiene una demostracion rigurosa. Supongamos
un solido Q, sometido a un sistema de fuerzas en su contorno caracterizadas

., * . . . ,
por el vector traccion t , ver Figura 6-12. Dichas acciones daran lugar a una
soluciéon o respuesta en desplazamientos, deformaciones y tensiones

T
]R(I)(x,t)s[ua)(x,t), eV (x,1), G(I)(x,t)] . Consideremos ahora una parte

I" del contorno I, (f‘cl"c) de dicho medio, cuya dimensién tipica es 7, y
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RECORDATORIO

Se dice que dos
sistemas de fuerzas ¢

y tU son estdticamente

equivalentes si su
resultante (fuerzas y
momentos) es la
misma.

substituyamos el sistema de acciones en dicho contorno, t', por otro sistema
t" | estaticamente equivalente a " sin modificar las acciones en el resto de T.
Al modificar las acciones, es de suponer que la correspondiente respuesta

T
R<“>(x,t)s[u<“>(x,z), e (x.1), G(”)(x,t)] serd distinta.

Sistema de acciones (1) Sistema de acciones (1I)

ta

1>

\

X
Figura 6-12 — Principio de Saint-Venant
El principio de Saint-Venant establece que, para puntos del dominio Q
suficientemente alejados del contorno I', la solucién en ambos casos es

practicamente la misma, es decir, para un punto P del interior de Q se
cumple:

u?(x,,0)=u"(x,,1)
eV(xp,1)=e™(x,,t) t VP | §>>¢ (6.104)
0" (xp,1)=0"(x,,1)

En otras palabras, si la distancia § del punto considerado a la parte del
contorno en la que se han modificado las acciones es suficientemente grande
comparada con la dimensién ¢ de la zona modificada, la respuesta en dicho
punto es equivalente en ambos casos.

Ejemplo 6-4 — El principio de Saint-Venant es frecuentemente utilizado en la
Resistencia de Materiales y resulta fundamental para la introduccién del
concepto de esfuerzo.

Supongamos una viga (o pieza prismatica) de seccién transversal 4
sometida a una fuerza puntual F de traccion en sus extremos, ver Figura 6-13.
La solucién exacta del problema elastico original (sistema (I) en la figura) es
extremadamente complicada, especialmente en la proximidad de los puntos de
aplicacién de las fuerzas puntuales. Si sustituimos ahora las fuerzas F por un
sistema estaticamente equivalente de tracciones uniformemente distribuidas en
la seccion extrema 6=F/A (sistema (I) en la figura), la solucién elastica del
correspondiente problema es extremadamente simple y coincide (para
coeficiente de Poisson v=0) con la solucion ante esfuerzo axil proporcionada
por la Resistencia de Materiales (distribucién de tensiones uniforme sobre toda
la pieza 6,=F/A). El principio de Saint-Venant permite aproximar la

solucién (I) por la solucién (II) a suficiente distancia (una o dos veces el canto)
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de los extremos de la viga y dimensionar a efectos practicos las caracteristicas
resistentes de la pieza.

SISTEMA DE FUERZAS (I)
/a3 F
- >
Zona con respuesta Zona con misma Zona con respuesta
diferenciada respuesta para diferenciada
ambos sistemas
SISTEMA DE FUERZAS (II)
A
Zona perturbada Zona no perturbada Zona perturbada
Figura 6-13

6.10 Termoelasticidad lineal. Tensiones y
deformaciones térmicas

La principal diferencia de la termoelasticidad lineal, respecto a la elasticidad
lineal tratada hasta aqui, es que deja de suponerse que el proceso de
deformacién es isotérmico (ver apartado 6.1 ). Aqui se incluyen los efectos
térmicos y se considera que la temperatura 8(x,7) evoluciona con el tiempo, es

decir:

0(x,1)#0(x,0)= 0,
6.105
00(x,7) 20 ( )
ot

Sin embargo, sigue manteniéndose la hipétesis de que los procesos son
adiabaticos (lentos) y que, por tanto:

por—V-q=0 (6.106)

6(x,t)=

6.10.1 Ecuacion constitutiva termoelastica lineal
La ley de Hooke (6.6) se generaliza en este caso a:

c=C:e-p6-9,) 10
6, =Chey —B; (0-0,) i, je{123} (€107

donde C es el tensor de constantes elasticas definido en (6.7), 0(x,7) es el
campo de temperaturas, 8,(x)=0(x,0) es la distribucién de temperaturas en el
estado neutro (configuraciéon de referencia) y B es el tensor (simétrico) de
propiedades térmicas:
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NOTA

La expresion mas
general de un zensor
isdtropo de segundo orden

s:B=p1 VP

Tensor de N {B =B (6.108)

propiedades térmicas B, =B, i,jeil23}

Para el caso de material isétropo el tensor C debe ser un tensor de cuarto orden
isétropo y B uno isétropo de segundo orden, es decit:

C=7\.1®1+2},LI
=8, 8, +u[8,8, +8,8,.] i,jk e (1,23}

ljkl

(6.109)

=1
B, =Bd, ije{l23}

donde ahora aparece una sola propiedad térmica B ademds de las constantes
elisticas A y W. Sustituyendo la ecuaciéon (6.109) en la ecuacion constitutiva

not
(6.107) y definiendo (6—8,)= A8, se obtiene:

Ecuacion constitutiva o=ATr(e) 1+2ue—PA6 1
para material termo - — (6.110)
elastico lineal isétropo c, = M—:”S” +2ue; - BA6 5[/. i, je{l,2,3}

6.10.2 Ecuacion constitutiva inversa
La ecuacion (6.110) puede invertirse como sigue:
6=C:e-A0B = £=C':6+A0C":B=C"':6+A0
—
a (6.111)
def

o. = C™' : B — Tensor de coeficientes de dilatacién térmica

donde o es un tensor de segundo orden (simétrico) que involucra seis
propiedades térmicas denominadas coeficzentes de dilatacion térmica. Para el caso
isotrépo, de acuerdo con las ecuaciones (6.110) y (6.24), puede escribirse, tras
una cierta manipulacion algebraica:

\% 1+v
Ecuacién constitutiva |~ _E Tr(oN+ E o+0AB 1

inversa para material +v

o —1E, = c,,8 + G, +0A63, (6.112)
termo - elastico lineal v E
isotropo i, je{1,2,3}

siendo o/ un escalar denominado coeficiente de dilatacion térmica relacionado
con la propiedad térmica B de la ecuacién (6.110) mediante:

Coeficiente de 1-2v
- o

§ (6.113)

dilatacion térmica E

6.10.3 Tensiones y deformaciones térmicas

La comparaciéon de las ecuaciones constitutivas elastica lineal (6.20) vy
termoelastica lineal (6.110) sugiere la siguiente descomposicion:
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o=ATr(e)1+2ue-pPAB1=0c" — ¢’
ont ct

def A1
Tensién no - térmica — ¢" = ATr(e)1+2ue (6114

def
Tension térmica — o' = fAO1

Donde: 6" representa la tension producida en el caso de no existencia de

fenémenos térmicos y 6 es la denominada fensidn térmica o tension correctora
debida al incremento de temperatura.

Una operacién similar puede realizarse con las ecuaciones constitutivas
inversas para el caso elastico lineal y termoelastico lineal de las ecuaciones
(6.24) y (6.112), obteniéndose:

e:—lTr(c)1+1+—vc+ocAe 1=¢" +¢'
E E

r
ent €
X . def v 1+v 6.115
Deformacién no - térmica — £ =— z Tr(c)1+ e c ( )
def

Deformacion térmica — €' = aAB 1

En definitiva, en termoclasticidad lineal pueden realizarse las siguientes
descomposiciones de los tensores de tension y de deformacién:

Total Componente no-térmica Componente térmica
6" =C:¢ c' =A0P (6.116)
6=0" -0 Material isotropo: Material is6tropo:
o =ATr(e)1+2ue o' =B A01
e"=C"':0o e =A0a
Material isotropo: Material isétropo: (6.117)
w Vv T 1 1+v

donde las componentes térmicas aparecen debido a la consideracién de
procesos térmicos. A partit de las ecuaciones (6.116) y (6.117), pueden
obtenerse las siguientes expresiones:

e"=C':0 = 0=C:e”’=C:[€—e’] (6.118)

6" =C:e= e=C':6"=C":[c +0'] (6.119)
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Obsetvacion 6-11

Al contrario de lo que ocurre en elasticidad, en el caso termoelastico
un estado de deformacion nulo en un punto del medio #o zmplica nn estado de
tension nulo. En efecto, para € =0 de la ecuacion (6.116), se obtiene:

e=0>0"=0=>0=-0" =—-PA01+0

‘cz—c’ :—ﬁA01‘

Observacion 6-12 I

Andlogamente, en termoelasticidad wz estado de tension nula en un
punto 7o implica una deformacion nula en dicho punto puesto que de la
ecuacion (6.117) con 6=0:

0=0—¢e"=0=>¢e=¢"=0A0120

Y

6.11 Analogias térmicas

Las analogfas térmicas surgen de la bisqueda de procedimientos de resolucién
del problema zermoeldstico lineal utilizando las estrategias y metodologias de
resolucién desarrolladas en el apartado 6.7 para el problema elistico lineal (sin
consideracién de efectos térmicos).

En este apartado se presentan dos analogias que, por razones de
simplicidad, se restringen al problema cuasi-estatico e isétropo, aunque pueden
ser directamente extrapolables al problema general dinimico y anisétropo.

6.11.1 Primera analogia térmica (analogia de Duhamel-
Newman)

Supongamos el medio continuo de la Figura 6-14 sobre el que actdan unas
fuerzas masicas b(x,?), un incremento de la temperatura A6(x,?), y en cuyo

contornos I,y T se tienen unos desplazamientos impuestos u (x,¢) y un

., * .
vector traccion t 5 respectlvamente.
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t* I,:on=t*

<Y

/ Figura 6-14
X

Las ecuaciones del problema termoelastico lineal (cuasiestatico e is6tropo) son
las siguientes:

V.-6+p,b=0 — ec.deequilibrio
Ecuaciones de gobierno :— {0 =C: € - AB1— ec.constitutiva

e=Vu — ec. geométrica
(6.120)

.
[,:u=u

Condicione s de contorno :— .
I,:0-n=t

NOTA

El campo de
incremento térmico

A G(X, t) se supone
conocido a priori y por
lo tanto independiente
de la respuesta
mecanica del problema.
Esta situacion se
conoce como problema
termomecanico

desacoplado.

que configuran las acciones (datos) A(X,f) y respuestas (incognitas) R(x,#) del

problema:
b(x,t
*((X t)) u(x,?)
. e(x.1)
t(x,1) o(x.1) (6.121)
) " Respuestas=R® (x,¢)
Acciones= AP (x,¢)

Para poder aplicar métodos de resolucion tipicos del problema elastico lineal,
del apartado 6.7 hay que eliminar (al menos aparentemente) el término térmico
de las ecuaciones del problema termoelastico (6.120). Para ello se recurre a la

descomposicion de las tensiones 6=06" —0'y se la substituye en las
ecuaciones (6.120) de la siguiente forma:

a) LEﬂmﬂ'o'ﬂ de eqp/z'/z'bﬁﬂ
6=06" -0 =

V.6=V-¢"-V.- ¢ ' =V-6" -V(320) (6.122)
BAB1
V.6+p,b=0 =
n 1 _ -
V.o +po[b—p0V(BA9)]—0 = |[V-6" +p,b=0| (6.123)
=b

que constituye la ecuaciéon de equilibrio del medio bajo unas psexndo-fuerzas

midsicas f)(x, t) definidas por:
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b(x,#)=b(x,?) - LV(B A0)

0

6.124)
: 1 (A (
b x ) =b (x,1) - IBAD 55
o X
b) Ecuaciin constitutivd
" =C:e=ATr(e)1+2ue| (6.125)
¢) |Ecnaciin geométrica (permanece inalterada)|
e=V'u (6.126)
d) |Condicion de contorno en T,
[ :u=u (6.127)
¢) |Condicion de contorno en T,)
6=06" -0 } nt t *
) =06 ‘n—0 ‘n=t =
o-n=t =|I,: 6" n=t (6.128)
=06" n=t + ¢'-n =t +(BA6)n
BA61n &

donde t7(x,1) es un psendo vector de traccion definido como:

6129

Las ecuaciones (6.122) a (6.129) permiten reescribir el problema original
(6.120) como:

V-6" +p,b=0 —>B:b—LV(BA9)
0

Ecuaciones de gobierno :—<06™ =C:£=ATr(g)1+2ue
e=V'u (6.130)

.
I,:u=u

I[: 6" n=t >t =t +pAbn

Condicione s de contorno :— {
(¢}

que constituye el denominado problema andlogo, que es un problema elastico
lineal que puede ser resuelto con la metodologia indicada para este tipo de
problemas en el apartado 6.7 y que viene caracterizado por las siguientes
acciones-respuestas:

b(x, 1) u(x,?)
u’(x,1) = &(x,1)
E* (X, t) Gnt (X, t) (6.131)
[ — —
Acciones= A (x,f) Respuestas=R(x,¢)
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Observando las acciones y respuestas del problema original (6.121) y del
problema anélogo (6.131), se observa que su diferencia es:

b| [b-b] in(BAe)

AV -ADn={" LU 0 L e Y

t t |t -t —(BAG)n

A6 |0 AB AD

(6.132)

u u 0 0 dof
RYxn-RP(x,n=qer—-q& =4 0 =9 0 =R™W

c c" G-c" —BAG1

_Gl

donde se han tenido en cuenta las ecuaciones (6.129) (" =t" +(BA6)n) y
(6.116) (6=0" —c' =c" —pA61).

Observacion 6-13

Es inmediato comprobar que, en las ecuaciones (6.132), R™ es la

respuesta correspondiente al sistema de acciones A" en el
problema termo elastico (6.120).

La ecuacién (6.132) sugiere que el problema original (I) puede ser visualizado
como la suma (superposicion) de dos problemas o estados:

ESTADO (II) (a tresolver): Estado andlogo eldstico en el que no interviene la
temperatura y que puede ser resuelto mediante procedimientos elisticos.
+

ESTADO (I1l) (trivial): Estado fermoeldstico trivial en el que se conocen sin
necesidad de calculos las respuestas R (x) dadas en (6.132).

Calculado el ESTADO (II) la solucién del problema original termoelastico del
ESTADO (I) se obtiene como:

Solucién del
problema

termoelastico original

u®® =g
—de® =g
¢ =c" -pa61

(6.133)

La sintesis del procedimiento de resolucién del problema termoelastico basado
en la primera analogfa térmica se presenta, como una superposiciéon de estados,
en la Figura 6-15.
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'X/ (I1L) Termoeldstico (trivial)

ESTADO Accién Respuesta
t* f I,:o-n=t"
z g o L\
‘ . b(x, ¢
T u=u ),(X ) ll(X,l‘)
" u (x,1)
. e(x,1)
t (x,7)
AB(x,1) o)
> X,
/ y
x () Termoeldstico (original)
t' =t +(BAO)n [FG:G-nzf*
z Y2 . B:b—LV(BAe)
”E I',:u=u . Po u(x,?)
u (x,7)
E* t* BAe 8(X5 t)
=t +
- ( )n Gnt (x’ t)
y A 9 =0
. ~ 1
cu =0 |b=—V(3A6) u=0
Po
~% €= 0
u =
g T ——(BAO)n o=—(BA6)1
7 AB(x, 1)

Figura 6-15 — 1* Analogfa térmica

6.11.2 Segunda analogia térmica

La segunda analogia se basa en escribir las ecuaciones del problema en funcién

de las deformaciones térmicas &' de la ecuacién (6.117). Consideremos las
ecuaciones del problema termoelastico original escribiendo la ecuacién

constitutiva en forma inversa:
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V-o+p,b=0 — ec. de equilibrio
Ecuaciones 1 o
. —4e8=C" :0+(00AB) 1 — ec.constitutiva inversa
de gobierno '
e=V'u — ec. geométrica (6.134)

.
I' :u=u

u

I,:o-n=t"

Condicione s de contorno :(— {

que configuran las acciones (datos) A(X,?)y respuestas (incognitas) R(x,?) del

problema:

b(x,t

*((X t)) u(x,?)
- (x’t) e(x.1)

X, o(x.1) (6.135)
AB(x,1) _—
e Respuestas=RO (x,¢)
Acciones= AWV (x,t)
Hipétesis:

Supongamos que el coeficiente de dilatacion térmica o(x) y el
incremento térmico AB(X,#) son tales que el campo de deformaciones
térmicas

e'(x,t)=a(x)A0(x,)1
es integrable (cumple las ecuaciones de compatibilidad).

En consecuencia, existe un campo de desplazamientos térmicos w'(x,t) que
cumple:

' (x,1)=(0A0)1=V" ’=%(ut ®V+Veu')

u'(x,1) > 1[8145 +8u; (6.136)

e =(0A0)5, =—
y =(@A9)9, 2| dx; dx,

J i, je{1,2,3}

Observacion 6-14

La solucion u'(x,7) del sistema de ecuaciones diferenciales (6.136)

existe si y s6lo si el campo de deformaciones €'(x,#) cumple las

ecuaciones de compatibilidad (ver capitulo 3). Ademas, dicha solucién
esta determinada salvo un movimiento de sélido rigido caracterizado por un

tensor de rotacion Q" y un vector de desplazamiento ¢’ (ambos
constantes). Es decir, hay una familia de soluciones admisibles de la
forma:

v, H=uxnH+ Q -x + ¢
— ——
rotacion  traslacion

movimiento
de solido rigido

Dicho movimiento de sélido rigido puede ser elegido arbitrariamente
(de la forma mas conveniente para el proceso de resolucion).
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Una vez definidos los desplazamientos térmicos puede realizarse una
descomposicién de los desplazamientos totales en su parte térmica y no-
térmica como sigue:

def
u”(x,0) =u(x,0)—u' (x,1) = (6.137)

Para eliminar el término térmico de las ecuaciones del problema termoelastico
(6.134) se recurre a la  descomposicion de los desplazamientos y de las

deformaciones en su parte térmica y no-térmica (u=u" +u’ y

e==¢€" 4+ ¢&') y se substituye en las ecuaciones (6.134) que se
transforman como sigue:

a) |Ecnacion de equilibrio (permanece inalterada)

V-6+p,b=0 (6.138)

b) LEmaﬂ'a'n mmizﬂtﬂM

e" =C" :6=—XTr(6)1+1+—V0‘ (6.139)
E E

¢) LEmacz'o'ﬂ geomém'c%

e=Vu=V°@"” +u)=V*u” +V’u’' =V’u" +¢'
e = (6.140

e=¢g" +¢'

d) |Condicion de contorno en T, |

u=u =T, :u" =u" —u' (6.141)
u=u" +u’

¢) |Condicion de contorno en T, (permanece inalterada)|

T, : o -n =t (6.142)

Las ecuaciones (6.138) a (6.142) permiten rescribir el problema original (6.134)
como:

_ V-6+p,b=0 — ec. de equilibrio
Ecuaciones ur 1 S
de oobi —€"=C":0o — ec.constitutiva inversa
e gobierno oS o
" =V>u — ec. geométrica

(6.143)

.
[,:u=u —u

Condicione s de contorno :— .
I',:o-n=t

que constituye el problema andlogo elastico lineal caracterizado por las siguientes
acciones-respuestas:
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b(x,1) u”(x,1t)

uw(xH)-u'(xt) = e"(x,1)

t'(x,1) o(x,1) (6.144)
AR

Acciones= A" (x,¢) ReSpuestaS=R(“) (x,)

Observando las acciones y respuestas del problema original (6.135) y del
problema andlogo (6.144), se observa que su diferencia es:

) b 0
u’ u —u’ u' | dr
A(I) X, ! _A(H) X,1) = - . _ ZA(IH)
(x,1) (x,1) ¢ . 0
[AB 0 AB
(6.145)
u u” u’ u' def
R(D(X,t)—R(H)(X,I)Z ebldem L_te L_donn1 :'R(III)
| c 0 0

donde se han tenido en cuenta las ecuaciones (6.117) (e=¢" +¢€') y (6.137)
(u=u" +u').

Observacion 6-15

Es inmediato comprobar que, en las ecuaciones (6.145), R es la

respuesta correspondiente al sistema de acciones A™ en el
problema termo elastico (6.134).

En consecuencia, el problema original (I) puede ser contemplado como la
suma (superposicion) de dos problemas o estados:

ESTADO (II) (a resolver): Estado andlogo eldstico en el que no interviene la

temperatura y que puede ser resuelto mediante procedimientos e/dsticos.
+

ESTADO (III) (trivial): Estado fermoeldstico trivial en el que se conocen sin
necesidad de calculos las respuestas R" (x) dadas en (6.145).

Calculado el ESTADO (II) la solucién del problema original termoelastico del
ESTADO (I) se obtiene como:

Solucion del u =u™ +u
problema —1eV =™ +0A01 (6.146)
termoelastico original |6 =o'

donde u'se conoce del proceso de integracion del campo de deformaciones
térmicas en la ecuacion (6.136). La sintesis del procedimiento de resolucion del
problema termoelastico basado en la segunda analogfa térmica se presenta, como
una superposicion de estados, en la Figura 6-16.
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ESTADO Accioén Respuesta
z
b*((x’ tt)) u(x,)
. e(x1)
t (x,1)
. o(x,1)
/ y AG(X, t)
x (1) Termoeldstico (original)
z
b
. u” (x,7)
u —u
¢ e" (x,1)
g AB<0 o(x,1)
/ y
X (IT) Eldistico (analogo)
z
270 ] e
l?l* j :)‘ &= (0A0)1
1 - c=0
AB(x,1)
x (III) Termoeldstico (trivial)

Figura 6-16 — 2* Analogfa térmica

Ejemplo 6-5 — Resolver mediante la 2* analogia térmica el problema uniaxial de nna viga
empotrada en ambos extremos sobre la cual actria un incremento de temperatura constante
A8 (Fignra 6-17).

Resolucion:

El procedimiento clasico de resolucion en Resistencia de Materiales consiste en
la superposicion (suma) de las siguientes situaciones: 1) Se considera la
estructura inicialmente hiperestatica, 2) se /kbera el extremo derecho para
permitir la expansién térmica, que se produce (al ser la estructura isostatica)
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con tensiones nulas y 3) se recupera el desplazamiento del extremo derecho de la
viga hasta llevarlo nuevamente a cero.

Este procedimiento coincide exactamente con la aplicacién de la 2* analogfa

térmica en la que el campo de desplazamientos térmicos u'viene definido por
la expansion térmica de la pieza con su extremo derecho liberado (Estado I1I).
Dicha expansiéon produce un desplazamiento en dicho extremo de valor
ul,_,=aABl y al recuperar el desplazamiento en dicho extremo se estd

aplicando implicitamente la condicién de contorno

[,:u=u —-u' =-u'
—
0
que corresponde exactamente con el Estado II de la Figura 6-16.
Estado (I) Estado (I1I) I Estado (II)
. [
-1 -1
A8 = A |+ AB=0 |
| |
= = o B -
-~ - > -«
Figura 6-1 ~
igura 6-17 u=—u’

Obsetvacion 6-16

La aplicacion de la 2* analogfa térmica reside fundamentalmente en la
integracion del campo de deformaciones térmicas €'(x,?) para

obtener el campo de desplazamientos térmicos w'(x,?) (ver

Observacion 6-14). De no ser integrables las deformaciones térmicas,
la analogfa no es aplicable. Comparando sus ventajas e inconvenientes
frente a la 1* analogfa, es asimismo recomendable que la integracién

de las deformaciones térmicas sea, ademds de posible, siple de
realizar.

Observacion 6-17 I
El caso particular de:

®  naterial homogéneo (OU(X) = ctte = OL)

®  Jncremento térmico lineal ( AO=ax +by +cz+d)

reviste particular interés. En este caso el producto AB@ es un

polinomio lineal y las deformaciones térmicas € =A80 cumplen

automaticamente las ecuaciones de compatibilidad (6.68) (que son
ecuaciones que solo contienen derivadas de segundo orden) por lo
que puede garantizarse que ¢/ campo de deformaciones térmicas es integrable.
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NOTA

El origen de
coordenadas, y por lo
tanto el origen de la
homotecia, puede ser
elegido arbitrariamente
de la forma mas
conveniente para
simplificar el andlisis.

Observacion 6-18
Para el caso con:
©  aterial honmogéneo (0(X) = ctte.= Q)
®  jncremento térmico contante ( AB = ctte.)
la integracién del campo de deformacion térmica € =ABaL = ctte.
resulta trivial resultando:
u'(x,/)=aAdx+ Q -x+c¢”
\ﬁ__/
movimiento
de solido rigido
donde el movimiento de sélido rigido puede ser elegido
arbitrariamente (ver Observacion 6-14). Haciendo nulo dicho
movimiento la solucién para el desplazamiento térmico resulta ser:

u' (x,1)=0A0x = x+u’ =x+0A0x=(1+aAd)x

con lo que el ESTADO 1II de la 2* analogia (ver Figura 6-16) resulta
ser una homotecia, respecto al origen de coordenadas, de razon (1+ 0AB). Dicha

homotecia es conocida como expansidn térmica libre (ver Figura 6-18).

Figura 6-18

El valor del desplazamiento térmico (asociado a la expansion térmica
libre) en el contorno I, puede ser en este caso determinado de forma
trivial sin necesidad de integrar formalmente las deformaciones térmicas.

6.12 Principio de superposicion en termo-
elasticidad lineal

Consideremos el problema termo elastico lineal de la Figura 6-19 y las
correspondientes ecuaciones de gobierno del problema:
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i . 0’u
Ecuacién de Cauchy: V.-6+p,b=p, W
Ecuacién constitutiva: 0 =ATr(e)1+2ue - BA61T (6.147)
Ce
Ecuacién geométrica: e=Viu= 1 W®V+V®u)
2
Condiciones de contorno en | Tu: u=u" (6.148)
el espacio: I,:t'=cn ’
o ) u(x,0)=0
Condiciones iniciales: . (6.149)
u(x,0)=v,
que definen el conjunto genérico accién-respuesta:
b(x,7)
u*(x,t) u(x,?)
A= (0 b = Rx)=1e(x,1) (6.150)
AB(x, 1) o(x,1)
Yo (x)
I,:on=t*
z
[:u=u
/ '
X Figura 6-19
Observacion 6-19
Los distintos operadores (escalates, vectoriales, y

diferenciales) que intervienen en las ecuaciones de gobierno del
problema (6.147) a (6.149) son lineales, es decir, dados dos escalares

ay b cualesquiera:
V-(e)— lincal = V- (ax+by)=aV-x+bV-y
C:(¢)— lincal = C:lax+by|]=aC:x+bC:y

V¥ (e)— lineal = V¥ (ax+by)=aV x+bV°y

2 2 2 2
J (¢)— lincal _, 97 (ax+by) (ax+by):aa—x+ba y

dt? at? FYERYE

Consideremos ahora dos posibles sistemas de acciones A" y A®:
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b (x,1) | b®(x.1) |
*(1) *(2)
u (x,0) u (x,7)
A=t AP D=1 0 (6.151)
A0 (x,1) AP (x,1)
hvf)l) (x) | hvéz) (x)

y las respectivas respuestas:

u (x.1) u? (x,1)
RY(x)=1eV(x,0) ¢ ; RP(xt)={e?(x,0) (6.152)
o (x,1) o (x.1)
Teorema (Principio de superposicion):
La  solucion (respuesta) al sistema  de acciones

A® =ADAD L ADA G (siendo AL y A? dos escalares cualesquieta)
s RY = \ORD 4 1@ R

En otras palabras: /a solucion del problema termo-elastico lineal ante una
combinacion lineal de distintos sistemas de acciones es la misma combinacion lineal
de las soluciones ante cada uno de ellos.

Demostracion:

Sustituyendo  los  datos AP =APAD +APA® vy la  solucién
R® =AVR® + AP R? en las ecuaciones del problema, y teniendo en cuenta
la linealidad de los distintos operadores (ver Observacion 6-19) se tiene:

a) |Ecuacion de Canch)

V.o ‘o, b® =20V -6" +pbV)+ A2 (V.6? +pb(2)):.
[ — —
92u 02u®
0 atZ 0 atz =
L 2 (AVu® + AP ®) o 9’u? (6.153)
Y ot?
o%u?®

V'0(3)+Po b® =Po PYE
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b) |Ecuacion constitutival

=0
o —(C:e¥ -BadP =20 6" —(C:e" —pAO D 1) |+

- =
A6 —(C:e® -BAOP 1) =0 159
L =0
‘0(3) =C:e® -Bag® 1|
¢) |Ecunaciin geométrical
e® _ySu® =0 (8(1) —VS5a® )+ 1@ (8(2) —V5u® ): 0
=0 =0 (6.155)
£ — v
d) Condicion de contorno en T,
u® -y =20 (““) —u" J+ x‘”(u“) —u'? ): 0
=0 =0 (6.156)
r:u®= u*m
¢) |Condicion de contorno en T
6 n-t" = 7»(”(6<‘> -t )+ A® (6(” -t J= 0
|\ S —— |\ T S ——
=0 =0 (6.157)
NE)
[,: 6% n=t
0 |Condiciones inicialed
19 (x,0)- v =2 @ (x,0)- v’ }+ A2 (@? (x,0)- v )=0
(A —_——— | -
=0 =0 (6.158)

200 (x.0)= v&

En consecuencia R® =APRY + AP R® ={u®,e?® 61" es solucion del

problema elstico bajo las accciones: A® =AVAD +AP AP cqd.
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NOTACION

Se utilizara la notacion
{x}para denotar el

vector en ]R6
construido a partir del
tensor simétrico x.

6.13 Ley de Hooke en funcién de los
k“vectores” de tension y de deformacion

La simetria de los tensores de tensién, 6, y de deformacién, €, hace que, de
sus nueve componentes en un determinado sistema cartesiano, sélo seis sean
distintas. En consecuencia, y por razones de “economia” en la escritura, es
tradicional en ingenierfa trabajar sélo con las seis componentes distintas
introduciendo los denominados “vectores” de tensién y de deformacion. Estos

6 . . y
se construyen en R ordenando de forma sistematica los elementos del #ridngulo
superior de la matriz de componentes del tensor correspondiente:

GX
(¢}
y
Gx Txy sz dof | 5
— _ z 6
6=|1, O, T.| = i6}=1 (R (6.159)
Xy
Xz vz Gz T
Xz
_T)’Z_

Lo mismo ocurre con las deformaciones con la particularidad de que, para
construir el vector de deformacion {e}, se utilizan las deformaciones

tangenciales de cizalladura vy, =2¢,,,y,. =2¢.,y,, =2¢, (ver capitulo 2,
apartado 2.11.4):

8]6
€ ! ! €
€ €. € * ZY’W ZY” y
x X Y notf 1 1 def | €
e=|g, &, &.|=|-V, & V.| = (6.160)
2 2 Vi
exz ayz ez 1 1
Y Y. € Ve
2 Xz 2 vz z
V)= |

Observacion 6-20
Una propiedad interesante de dicha construccion es que el producto
doblemente contraido de los tensores de tension y de deformacion

(6:¢€) se transforma en el producto escalar (en R®) de los vectores de
tension y de deformacion: ({o}{e}):

C:€ = O-'€ = & 0;;=0
Tensores Vectores

de
segundo

orden

como puede comprobarse realizando dichas operaciones a partir de
las definiciones en (6.159) y (6.160).

La ecuacién constitutiva inversa (6.112):

8=—%Tr(6)1+HTVG+aA91 (6.161)
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puede reescribirse ahora en funcién de los vectores de tension y de
deformacién como:

fe}=C"' :{o}+ e}’ (6.162)
donde (ﬁ'l es una matriz inversa de constantes elasticas:
i -V -V 0 0 0
E E E
-V i -V 0 0 0
E E E
-V -V L 0 0 0
~ E E E
C = (6.163)
0 0 0 1 0 0
G
0 0 0 0 1 0
G
0 0 0 0 0 1
L G

y {e} un vector de deformaciones térmicas que se escribe mediante la adecuada
traduccion del tensor de deformaciones térmicas aAB1:

0A8 ]
AB
oA 00 *
. .| oA
€= 0 ard 0 [> {gf= 0 (6.164)
0 oAb

0
L 0 =

Finalmente, la inversién de la ecuacién (6.162) proporciona las ly de Hooke en
funcién de los vectores de tensioén y de deformacion:

Ley de Hooke en funcion
de los vectores de —0= (C(s —¢ ) (6.165)
tension y deformacion

siendo C la matriz de constantes eldsticas:

1-v 1-v
v 0 0 0
1-v 1-v
A 0 0 0
@:& I-=v 1-v 6.166
G+v)i-2v)] 0o o L=2v 0 (6160
2(1-v)
0 0 0 0 1-2v 0
2(1-v)
1-2v
0 0 0 0 =
i 2(1-v)]







7 Elasticidad lineal
plana

7-1 Introduccion

Como se vio en el capitulo 6, desde el punto de vista matematico, el problema
elastico consiste en un sistema de EDP’s que debe ser resuelto en las tres
dimensiones del espacio y en la dimensién asociada al tiempo (R’ xR,). Sin
embargo, existen ciertas situaciones en las que dicho problema puede ser
simplificado, reduciéndose el problema a dos dimensiones espaciales R?,
ademis de, eventualmente, la dimensién temporal (R* xR, ). La posibilidad de
esta simplificacién reside en que, en ciertos casos, la propia geometria y
condiciones de contorno del problema permite identificar una direccidn irrelevante
(asociada a una dimensién del problema) de tal forman que pueden plantearse
a priori soluciones del problema elastico independientes de dicha dimension.

Si se considera un sistema local de coordenadas {x,y,z} en el que dicha
direccion irrelevante (supuesta constante) coincide con la direcciéon z, el
analisis queda reducido al plano {x,y}, y de ahi el nombre elasticidad plana con
el que suele denominarse a estos problemas. A su vez, éstos suelen dividirse en
dos grandes grupos asociados a dos familias de hipétesis simplificativas:

e Problemas de sensidn plana.
e Problemas de deformacion plana.

Por simplicidad consideraremos aqui el caso ésotérmico, aunque no hay ninguna
limitacién intrinseca para la generalizacion de los resultados que van a
obtenerse al caso termoelastico.

7.2 Estado de tension plana

El estado de tensién plana queda caracterizado por las siguientes hipotesis
simplificativas:

1) E/estado tensional es de la forma:

(7.1)
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2) Las tensiones no nulas (es decir, las asociadas al plano x—y ) no dependen de la

variable z :

‘G,ﬁcx(x,y,t) s 0,=0,(x,p1) Txy=1xy(x,y,t)‘ (7.2)

Para analizar bajo que condiciones las anteriores hipétesis resultan razonables,
consideremos un medio elastico plano cuyas dimensiones y forma asociadas al
plano x—y (que denominaremos plano de andlisis) son arbitrarias y tal que la
tercera dimensién (que denominaremos al espesor de la pieza) queda asociada al
eje z (ver Figura 7-1). Supondremos que se dan las siguientes circunstancias
sobre el medio elastico en cuestion:

\yTl/“ SR

/b r"; — | b
/‘ﬂ AW q@?\rzt =0

Figura 7-1— Ejemplo de estado de tension plana
a) El espesor e es mucho menor que la dimensién tipica asociada al
plano de analisis x— y:
e<<L (7.3)
b) Las acciones (fuerzas masicas b(x,t), desplazamientos impuestos

u’(x,7) y vector tracciéon t(x,7)) estin contenidas en el plano de
andlisis x—y (su componente z es nula) y, ademas, no dependen
de la tercera dimensién:

b, (x, 1) u (x, 1)
b=3b,(x,y,t) T,:u = u;(x,y,t)
0 -
t(x, 1) 79
I, =T, Ul UTS t" =41 (x, 1)
0

¢) El vector traccion t"(x,t) solo es distinto de cero sobre el contorno del
espesor de la pieza (contorno T ), mientras que sobre las superficies

laterales Ty y Ty es nulo (ver Figura 7-1).

0
r;UT, :t =40 (7.5)
0
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NOTA

El hecho de que todas
las tensiones no nulas

estén contenidas en el
plano x — y dalugar

al nombre de tension

Pplana.

RECORDATORIO

Las deformaciones
tangenciales ingenieriles
se definen como:

ny = 28xy
’YXZ = 28]CZ
sz = 28)/2

Obsetvacion 7-1

La pieza con geometria y acciones definidas por las ecuaciones (7.3) y
(7.4) y el estado de tension plana, indicado por las ecuaciones (7.1) y
(7.2) y esquematizado en la figura Figura 7-2, resultan compatibles.
En efecto, aplicando las condiciones de contorno I'; sobre la pieza se

obtiene:

o Superficies laterales: Ty y Ty :

0 c, 1, 00 0
n=4 0 6-n=|1, o, 0 0[=|0
+1 0 0 0f=x1 0
o CuantoT,:
n, o, T, Of|n, t.(x,y,1)
n=4n, ox,y,t)n=|1, o, O0f|n, |=1¢.(x,,1)
0 0 0 O0f]oO0 0

<&
A ‘6 GX Xy O

i N c=(t, o, 0
X 0 0 0

Figura 7-2— Estado de tension plana

7.2.1 Campo de deformaciones. Ecuacion constitutiva

Consideremos ahora la ecuacidon constitutiva eldstica lineal:

1 1
sz_lTr(o)1+ﬂc:_lTr(o)1+—c (7.6)
E E E 2G

que aplicada al estado tensional (7.1) y en notacién ingenieril proporciona las
deformaciones como:

1 1 !
g, = E[(sx—v(csy+c52)]:E[c5x—vcsy] Yo = ST
& = %[Gy—V(GX-f-GZ)]:%[Gy_VGx] Ve = éTﬂ:O (77)
.. = gl k-floral v = g0

donde se han tenido en cuenta las condiciones 6, =1, =7, =0. En vista de las

ecuaciones (7.2) y (7.7) puede concluirse que tampoco las deformaciones dependen
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de la coordenada z (= e=¢€(x,y,t)). Asimismo, en la ecuacion (7.7) puede

resolverse la deformacion €, como:

\%
g, =———(g, +¢ 7.8
e tey) &)

En definitiva el tensor de deformaciones para el caso de tension plana resulta:
1
€y E’}/xy 0
e ni)=|2y. e 0 e.=— " (e, +e,) (7.9)
2 ! S E VA
0 0 e,

y la sustitucién de la ecuacion (7.8) en la ecuacién (7.7) conduce, tras algunas
operaciones algebraicas, a:

E
Gx = 2 [£x+vsv]
(1-v7) ]
o, = — e, +ve,] (7.10)
(1-v?)
T - L
v 2(1+v) o

que puede reescribirse como:

o, P I v 0 €,
o, = v 1 0 € = ol=C™" . f¢
Yo1=v? 1-v| |/ o} € (7.17)
T, 00 —| |7y
2
{o} crr e}

7.2.2 Campo de desplazamientos

Las ecuaciones geométricas del problema :
1
e(x,t)=VSu(x,t)=5(u®V+V®u) = (7.12)
pueden descomponerse en dos grupos:

1) Las que no afectan al desplazamiento u, (y que serfan hipotéticamente

integrables en R?, en el dominio x—y):

)

e, (x, 1) = %
alf integracionen R* [ =y (x,,1)

it = = .,

8))()6 y ) ay = {l/ly :ux(xs y’t) (713)

Jdu. du
(x,,1)=2e,, = ot
Yx)( y ) Xy ay ax_
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2) Agquellas en las que interviene el desplazamiento u.:

du, v
e.(x.y.1) = o —al_v(sx+£y)
u
, ’t =2 = X z =0
YXZ (x y ) 8)CZ a?lz + ax (7'14)
Jdu
,y,1)=2 = Y477z
’sz(x y ) 8yz aZ + ay

La observacion de las ecuaciones (7.1) a (7.14) sugiere la consideracién de un
problema eldstico ideal de tension plana reducido a las dos dimensiones del plano de
analisis y caracterizado por las siguientes incognitas:

Sx Gx
u)C
u(x,y,t)z{u } el y.n=1e, v {olxy.0=10, (7.15)
g ny Txy

en el que las incognitas adicionales respecto al problema general, o bien son
nulas, o bien son calculables en funcién de las (7.15), o bien no intervienen en
el problema reducido:

GZ :TXZ :TXZ :’YXZ :YyZ :0
z

e.=— " (e, +e,) (7.16)
I-v 4

u,(x,y,zt)— Nointerviene en el problema

Observacion 7-2

El problema de tension plana es un problema elastico zdeal puesto que
no puede reproducirse exactamente como un caso particular del
problema elastico en tres dimensiones. En efecto, no hay garantia de
que la solucién del problema reducido de tensiéon plana u,(x, y,t),

u,(x,y,t) permita obtener una solucién u,(x,y,zt) para las

ecuaciones geométricas adicionales (7.14).

7.3 Deformacion plana

El estado de deformacion se caracteriza por las siguientes hipotesis
simplificativas:

uo o u(up0)
u=7u, r=qu,(x,,1) (7.17)
u, 0

También en éste caso resulta ilustrativo analizar en qué situaciones dichas
hipétesis resultan plausibles. Consideremos, por ejemplo, un medio elastico
cuya geometrfa y acciones pueden generarse a partit de una seccion
bidimensional (asociada al plano x—y y con las acciones b(x,7), u*(x,f) y
t *(x,¢) contenidas dicho plano) que se traslada sobre una generatriz recta

perpendicular a la misma, asociada al eje z (ver Figura 7-3).
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Figura 7-3— Ejemplo de estado de deformacion plana

Las acciones del problema pueden caracterizarse entonces como:

b, (x,.1) u (%, p,1) . (x, y,1)
b=1b,(v.p.0) T, u’ =dul (1) Tyt =46 (v, 0,0) (7.18)
0 0 0

y en la seccién central (que presenta la simetria respecto al eje z) se cumple

que:

du,
w0 Mg . % (7.19)

oz oz
y, por tanto, el campo de desplazamientos en dicha seccién central es del tipo:

ux (X, y9 t)
u(x, y, 1) =qu, (x, y,1) (7.20)
0

7.3.1 Campos de deformaciones y de tensiones

Al campo de desplazamientos propio del estado de deformacién plana (7.20) le
corresponde el siguiente campo de deformaciones:

ou ou
e, (x,y,0)=—" e (x,y,t)=—==0
’ aax oz
u, ou, Jdu
e, (xyt)=— Lyt =—+—=0
yo2.1) ay Tl oz ox (7.21)
Ju, ou, du, Ju
Wy t)=—+— Sy t)=—+—=0
Yolen)=20m e 2m Wb =2mt
con lo que el tensor de deformaciones tiene la siguiente estructura:
NOTA
Por analogfa con el 1 0
caso de tension plana, €y E Yy
el hecho de que todas 1
las deformaciones no E(X, ¥y, t) S £, 0 (7.22)
nulas estén contenidas 2
enelplano y —y da 0 0 0
lugar al nombre de

deformacion plana.
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Consideremos ahora la ecuacidon constitutiva eldstica lineal:
6=ATr(e)l +2ue =ATr(e)1 +2Ge (7.23)

que aplicada al campo de deformaciones (7.21) proporciona las tensiones como:

GX =}\'(£X +€y)+ zl'l’gx =(A'+2ka +7\'8y T)Cy =GYXy
c, =7L(ex +e, )+ 2ue, =(X+2G)sy + Ag, 1.=Gy,_.=0 (7.24)
cz=k(sx+8y) 1,.=Gy,, =0

En vista de las ecuaciones (7.21) y (7.24), puede concluirse que Zampoco las tensiones
dependen de la coordenada z (= 6 =0(x,y,t)). Por otra parte, en la ecuacion (7.24)

puede resolverse la tensién G, como:

o, = 200+ 10) (cx +c5y):v(0x +c5y) (7.25)
y eltensor de tensiones para el caso de deformacion plana resulta:
o, 7, O
o(x,y,t)=|t, O, c. =V(6x + Gy) (7.26)

0
0 o

z

donde las componentes no nulas del tensor de tensiones (7.26) se escriben:

1-
o,= (A+2G)e, +Ae, = Ed-v) |:£x+ v ey]
’ (I+v)1-2v) 1-v
E(1-v) |: 1% ]
o,= (A+2G)e, + e, = £, + £
y= ), + A, oo & T 1o, & (7.27)
E
= G = _—
Txy J/xy 2(1+V) y,xy
La ecuacion (7.27) puede reescribirse en forma matricial como:
0
Ox Eq v ©
G, = a-v) v 1 0 €, t =
. (I+v)1=2v)|[1-vVv y
D) 0 21(1‘ 2V) ol (7.28)
o} s Ve

(CDAP.

{o1=C"" - fe}

Similarmente a lo que ocurre para el problema de tensioén plana, las ecuaciones
(7.20), (7.21) y (7.26) sugieren la consideracién de un problema elistico de
deformacion plana reducido a las dos dimensiones del plano de analisis x—y y

caracterizado por las siguientes incognitas:

81 GX
ux
u(x,y,t)= {u } felx, v,0) = €, {olx, v, 0)= o, (7.29)
g ny Tx)’

en el que las incognitas adicionales respecto al problema general, o bien son
nulas, o bien son calculables en funcién de las (7.29):
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0
€. =Y =Y, =T, =T, =0 (7.30)

7.4 El problema elastico lineal en
elasticidad bidimensional

A la vista de las ecuaciones de los apartados 7.2 y 7.3 el problema elastico-
lineal para los problemas de tensiéon y deformacién plana queda caracterizado
como sigue (ver Figura 7-4):

e )
fost ‘{r;@,y,z)}
_ b (x, ,1)
/v frer
n . u (x, 1)
Z b w, (x, 1)
X

z
Figura 7-4
a) Ecuaciones:
Ecuacion de Cauchy:
NOTA an a»cxy aZMX
La tercera ecuacion o + P + pbx =p FYR
correspondiente a la Y (7_ 31)
componente z, o bien ot y 00 y 0%u y
no interviene (tension p) + p) +pb y =P 872
plana), o es * y !
idénticamente nula
(deformacién plana) .. L.
Ecuacion constitutiva:
c, €,
{ol=10, ef=1¢, {o}=C {e} (7.32)
Txy ny

dénde la matriz constitutiva C puede escribirse de forma genérica a partir de
las ecuaciones (7.11) y (7.28) como:

Tension E=E
93—
c=—L_|v 1 o 3 F=_"L (7.33)
1-v2 1-v Deformacion 1—v?
00 — -
2 plana v= v
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Ecuaciones geométricas:

€ —aux € —auiy —aux +au7y 7.34
toox Yooy Vo dy  ox (7:34
Condiciones de contorno en el espacio:
. ui=ux X, )t . t;=tx X, )t
I : (x,.1) FG:t:**(y)
uy:uy(x,y,t) ty:ty(x,y,t)
(7.35)
* {Gx Txy} {nx }
t =6'n o= n=
Txy Gy n,V
Condiciones iniciales:
e, =0 0Cen),, = ve(n) (7.36)
b)  Incignitas
€ ! Y
u, x PRE G, T,
u(x, y,1) ={ } enyt)=|, 2 o(x, y,t)s[ ] (7.37)
uy 7’Y £ xy ¥y
2 xy y

Las ecuaciones (7.31) a (7.37) definen un sistema de EDP’s de 8 ecuaciones con 8
incognitas a ser resuelto en el dominio espacio-temporal reducido R* xR, . Una vez
resuelto el problema, pueden calcularse explicitamente:

Tensién plana — ¢, = % (SX +e, )
-V (7.38)

Deformacién plana =06, = v(csx +0 y)

7.5 Problemas asimilables a elasticidad
bidimensional

7.5.1 Tension Plana

Seran tipicamente asimilables a estados de tensién plana aquellos estados
tenso-deformacionales producidos en sélidos con wna dimension sensiblemente
inferior a las otras dos (que configuran el plano de analisis x—y) y con acciones
contenidas en dicho plano. 1a placa cargada en su plano medio y la viga de gran
canto de la Figura 7-5 son tipicos ejemplos de estructuras analizables en estado
de tension plana. Como caso particular, los problemas de flexidn simple y
compuesta en vigas de plano medio, considerados en la Resistencia de Materiales,
pueden ser también asimilados a problemas de tensién plana.
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superficie media

J

Figura 7-5—Placa cargada en su plano medio y viga de gran canto

7.5.2 Deformacion plana

Seran tipicamente asimilables a estados de deformacién plana aquellos sélidos
cuya geomettria puede obtenerse como el resultado del desplazamiento de una
seccion generatriy plana con acciones contenidas en su plano (plano de analisis x—y)
sobre una linea perpendicular a la misma. Ademds, la hipétesis de deformacion
plana €, =vy,, =y, =0 debe ser justificable. Tipicamente, dicha situaciéon se

produce en dos circunstancias:

1) La dimension de la pieza en la direccion z es muy grande (a efectos del analisis
puede considerarse infinita). En este caso toda seccion transversal central
(no cercana a los extremos) puede considerarse de simetria y, por lo tanto,
satisface las condiciones:

)
w=0 ;. Mo . Mg
oz oz
de donde se concluyen las condiciones de partida del estado de deformacién
plana (7.17):

ug | |u (X, ,0)
u=qu, c=4u,(x,y,t)
u 0

z

Ejemplos de este caso los encontramos en las tuberias bajo presién interna
(y/o externa) de la Figura 7-0, el tunel de la Figura 7-7 o la zapata corrida
de la Figura 7-8.

Seccién transversal

Figura 7-6— Tubo bajo presién
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Seccién transversal

Figura 7-7 — Ttnel

Figura 7-8— Zapata corrida

2) La longitud de la pieza en la direccion longitudinal es reducida, pero el desplazamiento
en la direccion z estd impedido en las secciones extremas (ver Figura 7-9).

En este caso la hipétesis de deformaciéon plana (7.17) puede hacerse para
todas las secciones transversales de la pieza

Seccién transversal

Figura 7-9
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7.6 Curvas representativas de los estados
planos de tensién

Hay una importante tradicibn en ingenierfa de representar graficamente la
distribucién de los estados tensionales planos. Para ello se recurre a ciertas familias
de curvas cuyo trazado sobre el plano de andlisis proporciona informacién util sobre
dicho estado tensional.

7.6.1 Lineas isostaticas

Definicion

Lineas isostdticas: son las envolventes del campo vectorial determinado por
las tensiones principales.

Por definicién de envolvente de un campo vectorial, las lineas isostaticas seran,
en cada punto, tangentes a las dos direcciones principales y, por lo tanto, habra
dos familias de lineas isostaticas:

— Isostdticas ©,, tangentes a la tensién principal mayor.

— Isostdticas G,, tangentes a la tensién principal menor

Ademis, puesto que las tensiones principales son ortogonales entre si, ambas
Sfamilias de curvas seran también ortogonales. Las lineas isostaticas informan sobre el
modo en que transcurre sobre el plano de analisis el flujo de tensiones
principales.

Como ejemplo, en la Figura 7-10 se presenta la distribucion de lineas
isostaticas sobre una viga apoyada con carga uniformemente distribuida.

Lineas isostaticas

Figura 7-10

Definiciones:

Punto singular: Punto caracterizado por un estado tensional:

Su circulo de Mohr es u1 punto del eje ¢ (ver Figura 7-11)

Punto neutro: Punto singular caracterizado por un estado tensional:

Su circulo de Mohr es el origen del espacio 6 — 1 (ver Figura 7-11).
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Circulo de Mohr de

un punto neutro

Circulo de Mohr de
un punto singular

o

Figura 7-11

Observaciéon 7-3 I

En un punto singular todas las direcciones son principales (el Polo es
el propio circulo de Mohr (ver Figura 7-11). En consecuencia, en los
puntos singulares las lineas isostaticas suelen perder su regularidad y
pueden cambiar bruscamente de direccion.

7.6.1.1 Ecuacion diferencial de las lineas isostaticas
Considerando la ecuacién genérica de una isostatica y = f(x) y el valor de angulo

formado por la direccion principal 6, con la horizontal (ver Figura 7-12):

o, Isostatica 6,: y=y(x) ‘
1. 2
TX
Y g (x:arctg(dy)
dx
GX
Figura 7-12
21, 2tg 0
tg(20)= —2 = =& )
c,-0, l-tg’a - 2t, 2y
dy ™, 6.0, 1_(3/)2
tgo=—"= 7.39
gu=—"=Y (7.39)
o, —O
(y/)Z + X y y'—1=0

xy

y resolviendo la ecuaciéon de segundo grado de (7.39) en )’, se obtiene la
ecuacién diferencial de las isostaticas:

Ecuacién
(Gx -0

27

xy

diferencialde p —» y'=- (7.40)

las isostaticas
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Conocida la funcién @(x,y) en la ecuaciéon (7.40), puede integrarse dicha

ecuacion para obtener la ecuacion algebraica la familia de isostaticas:
y=f(x)+C (7.41)

El doble signo en la ecuacién (7.40) dara lugar a dos ecuaciones diferenciales
correspondientes a las dos familias ortogonales de isostaticas.

Ejemplo 7-1 — Una placa esti sometida al siguiente estado tensional (ver Figura 7-13):
o,=—x ; 6,=2x"-3x" ; 1,=3x"y ; 1.=1,=0.=0

X

Obtener y dibujar los puntos singulares y la red de isostdticas.

Resolucion:
. . [o.=0,
a) Puntos singulares: se definen segin:
T, =0
0 c, =—x*=0 v
X = =
5 G, =2x>-3xp* =0 4
T,=3xy=0 = ! 2
y =0 = Ox="% = x=0
4 o, =2x* = 3xy* =2x°

Luego el lugar geométrico de los puntos singulares es la recta: [x=0]. Dichos
puntos singulares son ademas puntos neutros (6, =6, =0).

b) Lineas isostdticas: De la ecuacion (7.40):

dy ©,-0, G.-0

r_Yr + X Y \2 + 1

Y w T, B, )

que, para los datos del problema, resulta:
dy x
- = ) 2,2 — C
LN integrando: R !
dy -y xp=C,
de x

pot tanto, /as isostdticas son dos familias de hipérbolas equildteras ortogonales entre si.
Sobre la recta singular de puntos singulares x=0 (que divide a la placa en
dos regiones) las lineas isostaticas cambiaran bruscamente de pendiente. Para
identificar la familia de isostaticas G; tomemos un punto en cada region:
— Punto (1,0) : 6,=0,=-1 ; 6,=0,=42 ; 1,=0
(isostatica o, en la direccion )
— Punto (-1,0): 6,=0,=+1 ; 6,=06,=-2 ; 1,=0

(isostatica o, en la direccion x)

Por tanto, la red de las isostaticas es la indicada en la Figura 7-13.
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..i....:.........

x<0 x>0
(O o, -
6, 7777 o,

Figura 7-13

7.6.2 Lineas isoclinas

Definiciéon

Lineas isoclnas: Tngar geométrico de los puntos del plano de analisis en

los que las tensiones principales forman un determinado angulo con
eleje x.

Por su propia definicién, en todos los puntos de una misma isoclina las
tensiones principales son paralelas entre si, formando un angulo constante 6
(que caracteriza a la isoclina) con el eje x (ver Figura 7-14).

<

Linea isoclina 0: y=g(x)

» X

Figura 7-14— Linea isoclina
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7.6.2.1 Ecuacion de las isoclinas
Para obtener la ecuacién y = f(x) de la isoclina de angulo 0, se establece que la

tension principal ¢, forma un angulo o0=6 con la horizontal, es decir:

Ecuacion
. ZTY
algebraicade} — tg(20)=— " — 742
L G,-G (7.42)
las isoclinas _
9(x,y)

ecuacion algebraica que para cada valor de 6 permite despejar:
y=/(x,0) (7.43)

que constituye la ecuacién de la familia de curvas isoclinas parametrizada en
funcién del angulo 6.

Observacion 7-4

La determinacién de la familia de las isoclinas permite conocer, en
cada punto del medio, la direccién de las tensiones principales y, por
lo tanto, plantear la obtencién de las lineas isostaticas. Puesto que las
isoclinas pueden ser determinadas mediante métodos experimentales
(métodos basados en la fotoelasticidad) proporcionan, indirectamente, un
miétodo para la determinacion experimental de las lineas isostdticas.

7.6.3 Lineas isobaras

Definicién I

Lineas isobaras: lugar geométrico de los puntos del plano de andlisis
con el mismo valor de la tensién principal 6, (o G,)

Por cada punto del plano de analisis pasaran dos familias de curvas isobaras:
una correspondiente a G, y otra a G,. Las lineas isobaras dependen del valor

de 6,, pero no de su direccién (ver Figura 7-15).

.

Linea isobara 6,: y = f(x)

Figura 7-15 — Linea isobara

7.6.3.1 Ecuacion de las isobaras

La ecuacién que proporciona el valor de las tensiones principales (ver capitulo
4) define en forma implicita la ecuacién algebraica de las dos familias de

isobaras y= fi(x,¢;) e y=f,(x,¢,):
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2
o,+0 o,—0
0, = xz : x2 : +va:Ctte:Cl
Ecuacion
. ¢ (x.y)
algebraica de — ! 5
. o,+0 o,-0
las isobaras o,=— 2 N0 412 =crte=c,
2 2 !
¢ (x.y)
{yl =f1(x.¢)
=
)’2 =f2 (X,Cz)

7.6.4 Lineas de maxima tension cortante

(7.44)

Definicion

Lineas de maxima tension cortante (0 tangencial): son las envolventes de las
direcciones que, en cada punto, corresponden a la maxima (en
modulo) tension tangencial.

Observacion 7-5

En cada punto del plano de analisis hay dos planos sobre los cuales
las tensiones tangenciales toman el mismo valor maximo (en médulo)
y sigho contratio T,V T, . Estos planos pueden determinarse con
ayuda del circulo de Moht y forman una dngnlo de 45° con las direcciones
principales (ver Figura 7-16). Por consiguiente sus envolventes (las
lineas de maxima tension cortante) son dos familias de curvas
ortogonales entre si que forman un angulo de 45° con las lineas
isostaticas.

Polo

Figura 7-16— Planos de maxima tensién cortante
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NOTA

Se utiliza aqui la

expresion
trigonométrica:
T
tang(6——)=
g( 2)
1
=—cotf=—
tang 0

7.6.4.1 Ecuacion diferencial de las lineas de maxima tension
tangencial

Sea f el angulo formado por la direccién de 7, con la hotizontal (ver Figura 7-17).

ax

De acuerdo con la Observacion 7-5, se tiene:

1
tang 2o

B=o— g =  tang(2B)=tang(20. - g) —— (7.45)

donde a es el angulo formado por la tensién principal 6, con la horizontal.
En consecuencia, considerando la ecuaciéon genérica de una linea de maxima

27
tension tangencial y = f(x), la ecuacion (7.45) y la relacion tang 200=—"— :
G, -0,
1 o,—-0, 2tang
te(2)=- =00 s ,
tang (2ar) 2t 1—tang” B R _0,-0, 2y
dy not , 2Txy 1—();'
t =2 =
wh=y = (7.46)

41,
= () -—2—y-1=0

x y

y resolviendo la ecuaciéon de segundo grado de (7.46) en ), se obtiene la
ecuacion diferencial de las lineas de maxima tensidén cortante:

Ecuacion diferencial

de las lineas de naxima ; — y'= (7.47)

tension cortante

c S
U | Lineade 1,,: y=yXx)

Y Ty
Gx /”
//

Figura 7-17

Conocida la funcién @(x,y) en la ecuaciéon (7.47), puede integrarse dicha

ecuacion diferencial y obtener la ecuacién algebraica de las dos familias de
curvas ortogonales (correspondientes al doble signo en la ecuacién (7.47)).
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8 Plasticidad

8.1 Introduccion

Los modelos (ecuaciones constitutivas) elastoplasticos se utilizan en Mecanica
de Medios Continuos para representar el comportamiento mecanico de
materiales cuando se sobrepasan ciertos limites en los valores de las tensiones
(o de las deformaciones) y dicho comportamiento deja de ser representable
mediante modelos mas simples como son los elasticos. En este capitulo se van
a estudiar dichos modelos considerando, en todos los casos, que /as
deformaciones son infinitesimales.

A grandes rasgos, la Plasticidad introduce dos grandes modificaciones sobre la
Elasticidad lineal estudiada en los capitulos 6y 7:

1) La pérdida de linealidad (las tensiones ya no son proporcionales a las
deformaciones).

2) La aparicion del concepto de deformacion plistica o permanente. Una parte de la
deformaciéon que se genera durante el proceso de carga no se recupera
durante el proceso de descarga.

8.2 Nociones previas

8.2.1 Invariantes tensionales

Sea © el tensor de tensiones de Cauchy y su matriz de componentes en una
base asociada a los ejes cartesianos {x, y,z} (ver Figura 8-1):

O, Txy Ty
l6],. =|t, o, 7. 8.1
sz Tyz G,

Al tratarse de un tensor simétrico de segundo orden, diagonalizara en una base
ortonormal y todos sus autovalores seran numeros reales. Sea entonces
{x,»",z’} un sistema de ejes cartesianos asociado a la base en el que ©

diagonaliza (autovectores de ©). Su matriz de componentes en dicha base sera:
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c, 0 O
[O-]x'y'z' =0 62 0 (82)
0 0 o

donde o6, 26, >0, , denominadas tensiones principales, son los autovalores de
. . . . r s . . .

y a las direcciones asociadas a los ejes {x',»’,z"} se las denomina direcciones

principales (ver Figura 8-1).

z 1‘ ougomhza% )
A0 m :

o

v

y

Figura 8-1 — Diagonalizacién del tensor de tensiones.

Para obtener las tensiones y las direcciones principales de ¢, hay que resolver
el correspondiente problema de autovalores y autovectores:

EncontrarAy vtalque: 6-v=Av = [6-A1]-v=0 (8.3)

donde A corresponde a los autovalores y v a los autovectores. Condicién
necesaria y suficiente para que el sistema (8.3) tenga solucién es que:

detfo—21]=|c-211/=0 (8.4)

que en componentes resulta:

6,-A T, T,
w O,-A 1, |=0 (8.5)
T, T,. O,—M\

El desarrollo algebraico de la ecuacién (8.5), denominada ecuacidn caracteristica,
corresponde a una ecuacién polinémica de tercer grado en A, que puede
escribirse como:

N —IN I\ —1, =0 (8.6)

donde los coeficientes /,(6;),1,(0;)e;(0;) son unas ciertas funciones de las
componentes 6; del tensor ¢ en el sistema de coordenadas {x,y,z}. Sin
embargo, las soluciones de la ecuacién (8.6), que seran funciéon de los
coeficientes de la misma (/,,1/,,1;), son las tensiones principales que, por otra
parte, son independientes de cual sea el sistema de ejes en el cual se haya
expresado 6. En consecuencia, dichos coeficientes deben de ser invariantes
frente a cualquier cambio de base. Por este motivo, a los coeficientes /,,/,¢ 1,
se les denomina znvariantes I o invariantes fundamentales y su expresion (tras el
correspondiente desarrollo de la ecuacion (8.5)) resulta ser:
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1,=Tr(6)=0,=0,+0, +0,
Invariantes / :— 11, 2%((5:6—112 )= —(o,0, +0,0,4 +(5203) 8.7)

I, =det(6)=0,0,0,

Evidentemente, cualquier funcién escalar de los invariantes sera también un
invariante y, por consiguiente, a partir de los invariantes /, definidos en (8.7)
se pueden definir nuevos invariantes. En particular, definiremos los
denominados snvariantes J :

J,=1,=0; =Tr(6)
InvariantesJ — 4./, %( ) 70 0 ji ;(0‘:6)=%Tr(0‘~6) (8.8)
%( +31,1, +31, )= ;cijcjkcki:%Tr(o-oc)

Observacion 8-1
a) Notesequesi: [, =0 = J, =1, ied,2,3}.

b) Los invariantes J,, i€ {l,2,3}, pueden expresarse de forma
unificada y compacta mediante la expresion:

J, = 1 Tr(c')  ie{l,2,3}
1

8.2.2 Componentes esférica y desviadora del tensor de
tensiones

Dado el tensor de tensiones &, se define / tension media G,, como:

6, =L =176)=1(6,)=1 (0, +0, +3,) 89)

y la presion media p como:

(8.10)

BTl
Il
|
]

3

El tensor de tensiones de Cauchy puede descomponerse en una parte (o
componente) esférica G,y y una parte (o componente) desviadora G

@11

donde la parte esférica del tensor de tensiones se define como:



236

8 Plasticidad

defl
Gesf L= ETV(G)]':GW!]'
c, 0 0 (8.12)
c,=|0 o, 0
0 0 o

0=0-0,,=| 1 G,—G, (8.13)

Los invariantes / y J del tensor desviador 6", que se denominaran invariantes
I' y J', resultan, tras considerar las ecuaciones (8.7), (8.8), (8.9) y (8.13):

1':]1,20

. / RS N S
Invariantes J* — 2=12=—(6:6)=EG,-1-6_,, (8.14)

2

Jy=l = 3 (6,0,0)

Observacion 8-2

Se puede demostrar facilmente que las direcciones principales de ©
coinciden con las de 0, es decir, que ambos tensores diagonalizan en la
misma base. En efecto, si se trabaja en la base asociada a las
direcciones principales de 6, es decir, la base en la que diagonaliza
O, y puesto que O, es un tensor hidrostitico y por lo tanto es

diagonal en cualquier base, entonces ¢° también diagonaliza en la
misma base (ver Figura 8-2).

S

Figura 8-2. Diagonalizacién de las componentes esférica y desviadora
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Observacion 8-3

Se define como #ensidn efectiva o tension uniaxial equivalente G al escalar:

G =+/3J, =\/;6i’jci'j =\/§0":6'

La denominacién tensién uniaxial equivalente se justifica porque su
valor para un estado de tensién uniaxial coincide con dicha tensién
uniaxial (ver Ejemplo 8-1).

Ejemplo 8-1 — Caleular el valor de la tension uniaxial equivalente (o tension efectiva) G
para un estado de tension uniaxial definido por:

s, 0 0
c=[0 0 0
0 00
Resolucion:
a) Tension media: G, = %T r(o) = 63”
o -
0 0
c, 0 0 3
b) Componente esférica: ~ ©,,=( 0 o, 0 |= 0 03” 0
0 0 o
m 0 0 G,
L 3 =
¢) Componente desviadora:
gcu 0 0
G, -0, 0 0 3 .
o =0-0,=| O -6, 0 [=[ 0 =30 0
0 0 -o, 1
0 0 -—-0,
L 3
Tension efectiva: & =\/3G;j(5;j =\/30'5 (ﬂ+ 1 +l) =, 32 o, =0, =
2 2 "9 9 9 23
o =|0,

NOTA

El espacio de tensiones
principales también es
conocido con el
nombre de espacio de
tensiones de Haigh-
Westergaard.

8.3 Espacio de tensiones principales

Consideremos un sistema de ejes cartesianos en R® {x=06,,y=06,,2=0,} de
tal forma que a cada estado tensional, caracterizado por los valores de las tres
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tensiones principales 6, 26, 20,, le corresponde un punto en dicho espacio

al que denonzinaremos espacio de tensiones principales (ver Figura 8-3).

o, ? .
1/+/3 " Eje de tension hidrostatica

n=11/-/3 T/ (6,=0,=0,)
L P,,-(‘Glzﬁi .G5)

1/-/3 = Bisectriz del 1 octante

=/

o
-

0,

G,

Figura 8-3 — Espacio de tensiones principales

Definicion:

Eje de tension bidyostitica: Es el lugar geométrico de los puntos del
espacio de tensiones principales que verifican la condicion
6, =0, =0, (ver Figura 8-3). Los puntos situados sobre el cje de

tension hidrostatica representan estados tensionales hidrostaticos (ver
capitulo 4, apartado 4.4.5).

P(61’62’63)

Eje de tension hidrostatica

&/ (¢} 1= (¢) = [¢) 3
//
//
4

(¢}
! Figura 8-4

Definicion:

Plano octaédrico T1 : Cualquiera de los planos normales al eje de tension
hidrostatica (ver Figura 8-4). La ecuacién de un plano octaédrico es:

6, +0, +0, =ctte

y la normal (unitaria) al mismo es:

1 T
n=—1,1.,1
L
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8.3.1 Tensiones sigma y tau octaedrica
Sea P un punto del espacio de tensiones principales, de coordenadas

(6,,0,,06,) y vector posicion §={01,02,03 }T (ver Figura 8-5).
Consideremos el plano octaédrico Il que pasa por el punto P,y sea 4 la
interseccion del eje de tension hidrostatica con dicho plano.

Gy Figura 8-5

Definiciones:
—  ‘Tension sigma octaidrica: |OAl=~/3 G,

—  Tension fan octaidrica: | AP|=-3 1,,

Observacion 8-4

e o0, informa de la distancia entre el origen O y el plano
octaédrico que pasa por el punto P. El lugar geométrico de los
puntos del espacio de tensiones principales con igual G, es el

plano octaédrico que estd a una distancia 3o, de origen.

e 1, ., informa de la distancia entre el punto P y el ¢je de tension
hidrostatica. Es pues una medida de la distancia que separa el
estado caracterizado por el puntoP de un estado de tensién
hidrostatica. El lugar geométrico de los puntos del espacio de
tensiones principales con igual T, es un cilindro cuyo eje es el

cje de tension hidrostatica y cuyo radio es /371, ,, .

La distancia |OA| se puede calcular como la proyeccién del vector OP sobre

n (la normal unitaria al plano octaédrico):
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1743 5
04 OP n={6,.6,.6,1/-3{="2 (6, +0, +5,)=3 0,
) = (815
1743

‘&|=\/§Goct

Gyt =0, =—- (8.16)

donde se ha tenido en cuenta la definicion (8.9) de la tensiéon media G, .
La distancia ‘E‘ puede calcularse resolviendo el triangulo rectaingulo OAP de
la Figura 8-5:

D _~p:_4 1
‘AP‘2=OP2—OA2=O'12+G§+G32—§(Gl+62+o'3)2 (8.17)

Mediante algunas operaciones algebraicas esta distancia puede expresarse en
funcion del segundo invariante, J;, del tensor de tensiones desviador de la
ecuacion (8.14) como:

— 2 _
AP| =2J,'=|4P|=-/2(J3)"? 2
AP =2 lar =R e - 2 e 818
|AP|=\/§T(M
Expresiones alternativas de t,, en funcién del valor de J; en la ecuacién
(8.14) son:
| | 12
R LR AR RNy
NEY 3
: i ( )z ( )z s (8.19)
Tu=—+|lo,-0,) +lo,-0,) +{o, -0 ]
t 3\/5 l:( 1 2) 2 3 1 3

Observacion 8-5
e Sielestado tensional 6 es puramente esférico :

6=0,,=6,1 @0’=06-0,,=0=J,=0

(un estado esférico queda caracterizado por 7T,, =0 y, por tanto,
pertenece al eje de tension hidrostatica, ver Figura 8-5).

e Siclestado tensional G es puramente deswiador

6=06 &0, =Tr(6)=Tr(c)=0 =

(un estado desviador queda caracterizado por 6,, =0 y pertenece al

plano octaédrico que pasa por el origen).
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Observacion 8-6

Un punto P del espacio de tensiones principales queda univocamente
caractetizado por los tres invariantes 1, =J,,J;,J; (ver Figura 8-6):

— I, (a través de © Z%I ,) caracteriza la distancia al origen

oct

(=3 6,,) del plano octaédrico ITsobre el que esti el punto
(sitta al punto P sobre un cierto plano octaédrico).

— J} caracteriza la distancia del punto al eje de tension hidrostatica
(sitta al punto P sobre un circulo del plano octaédrico con centro
en el eje de tension hidrostética y radio +/3 1,,, =~/2 [J5]"%).

— J} caracteriza la posicién del punto dentro del circulo definiendo
el angulo 6(J3) .

Obsetvacion 8-7

La Figura 8-7 muestra la proyeccion del espacio de tensiones
principales sobre el plano octaédrico IT. En dicha proyeccién puede
observarse la division del espacio de tensiones principales en seis
sectores, caracterizados por las seis posibles ordenaciones distintas de
dichas tensiones y separados por las proyecciones de los planos
bisectores G, =6;, 6,=0, y 6, =0,. La eleccién del criterio
G, >0, 20, reduce automaticamente el dominio de trabajo factible
al sector sombreado en la figura y la interseccion de cualquier
superficie, del tipo f(0,,0,,6;) =0, con el plano IT se reduce a una
curva en dicho sector. Sin embargo, resulta automatico extender dicha
curva a los demas sectores (es decir, dibujar la curva que se obtendria
con la misma funcién f(6,,0,,6;)=0, pero considerando las
distintas ordenaciones de las tensiones principales) sin mas que
aprovechar las condiciones de simettfa respecto a los planos
bisectores. La curva resultante, por lo tanto, presentara tres ejes de
simettia respecto a cada uno de los ejes de la Figura 8-7.
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NOTA

El modelo de friccion
de Coulomb también
recibe el nombre de
modelo de friccion seca.

Figura 8-7 — Proyeccion sobre el plano octaédrico

8.4 Modelos reolégicos de friccion

Los modelos reoljgicos son idealizaciones de modelos mecanicos, construidos
como combinacion de elmentos simples, cuyo comportamiento es facilmente
intuible, y que permiten percibir comportamientos mecanicos mas complejos.
Se utilizaran aqui modelos reoldgicos de friccion para introducir el concepto de
deformacién irrecuperable o permanente y sus consecuencias como paso
previo al analisis de los modelos elastoplasticos.

8.4.1 Elemento elastico (elemento muelle)

El modelo reolégico elastico viene definido por un muelle de constante E (ver
Figura 8-8). El modelo establece que existe proporcionalidad entre la tension y
la deformacion, tanto en carga como en descarga, siendo la constante E, el

factor de proporcionalidad (ver Figura 8-8).

F—o
0—¢

Figura 8-8 — Relacién tension-deformacion para un modelo eldstico

8.4.2 Elemento de friccion

Consideremos un bloque situado sobre una superficie rugosa (ver Figura 8-9),
y sometido a una fuerza de compresion N y a una fuerza horizontal
F (positiva, hacia la derecha, y negativa hacia la izquierda). Sea § el
desplazamiento horizontal del bloque. El modelo de friccion de Coulomb
establece que el médulo de la reaccién R ejercida por la superficie de contacto
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sobre el bloque no puede exceder de un cierto valor limite F, =uN , donde
W=0 es el coeficiente de rozamiento entre el bloque y la superficie. En
consecuencia, mientras el médulo de la fuerza F sea menor que dicho valor
limite, el bloque no se mueve. Una vez alcanzado el valor limite F, =u N, el

bloque empieza a desplazarse en un estado de cuasi-equilibrio (sin producir
accleraciones) y, si se desea permanecer en régimen cuasi-estatico, dicho valor
limite no puede excederse. Estos conceptos pueden expresarse
matematicamente como:

‘F ‘ <UN & 8=0 (Nohaymovimiento)

Fl=pN & 8#0 (Hay movimiento) (8.20)
‘F ‘ >uN (Imposible)
F A
N
)
- F, =uN
F
| — -
8
& —F

4— R

Figura 8-9 — Ley de friccién de Coulomb

El comportamiento del modelo de friccion de Coulomb, en términos de la
relacién fuerza-desplazamiento F —98, estd representado graficamente en la
Figura 8-9, tanto para valores positivos de la fuerza F' (movimiento hacia la
derecha) como para valores negativos (movimiento hacia la izquierda).

Por analogia con el modelo mecanico de friccién, podemos definir el modelo
reologico de friccién de la Figura 8-10 donde ¢ es la tensién (aniloga a la
fuerza F en el modelo de Coulomb) que actia sobre el dispositivo y ¢ la
deformacién que experimenta (andloga al desplazamiento §). Dicho modelo
reolégico dispone de un dispositivo friccional caracterizado por un valor limite
G, (que juega el papel de UN en el modelo de Coulomb) cuyo valor no puede
ser excedido.

o/ <o, > Ae=0
c

% & ‘:{1 . > C 6|=0, >Ae#0
% - B ‘(5‘ >G6, — imposible
\%

Figura 8-10 — Modelo reolégico de friccion

En la Figura 8-11 se presenta la curva tensién-deformacion correspondiente a
dicho modelo reolégico para un ciclo carga-descarga-recarga en el mismo, que
puede ser descompuesta en los siguientes tramos:

— Tramo [0-1: La tensién ¢ aumenta (a traccién) hasta alcanzar el valor
umbral 6=0,. No se produce deformacién.
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—  Tramo : Una vez alcanzado el umbral 6=0,, la tensién no puede

aumentar, aunque si mantenerse constante, con lo que el elemento de
friccion fluye produciéndose una deformacién € que crece indefinidamente
mientras se sostenga la tensioén (proceso de carga).

—  Tramo : En el punto se invierte la tendencia de la tensién que

empieza a disminuir (Ac<O0) y se inicia la descarga (0<0,).
Automaticamente deja de producirse deformacién Ae=0. Esta situacién
se puede prolongar hasta que la tensién se anula (6=0) en el punto 3|
Obsérvese que si el proceso se detiene aqui, nos encontraremos con que se
ha recuperado el estado de tensién inicial pero no el estado de
deformacion, apareciendo una deformacion residual o permanente (¢#0) que
pone en evidencia que, para este modelo, la trayectoria en la curva tension-
deformacién no es la misma en régimen de carga que en régimen de
descarga y (desde el punto de vista termodinamico) el caricter irreversible
del proceso de deformacién.

—  Tramo : Mas alld del punto el signo de la tension se invierte y pasa

a ser de compresion. Sin embargo, puesto que |6/<G,, no se producen

e

cambios en la deformacién (Ae=0).

—  Tramo [4=5]: En el punto se cumple el criterio ‘(5‘ =0, y el modelo

empieza nuevamente a entrar en carga y a fluir a tension constante
6=-0,, produciendo deformacién negativa Ae<0, la cual reduce
progresivamente la deformacion

acumulada. Finalmente, en el c A
punto se ha recuperado el
estado de deformacién inicial, o, p—>—> =
pero no el de tensiéon. Mis alld \
de dicho punto se podria \
proceder a una descarga, con la M
consiguiente disminucién de la €
tensiéon hasta cerrar el ciclo en \
el punto @, O proseguir en -6 J}J
régimen de carga generando,
ahora, deformacién permanente
negativa.

Figura 8-11 — Curva tension-
deformacién en un ciclo de
carga-descarga-recarga

8.4.3 Modelo elastico-friccional

Los elementos reolégicos basicos, elastico y friccional pueden combinarse para
producir un modelo mas complejo, que denominaremos zodelo eldstico-friccional,
mediante la disposicion en serie de un elemento elastico, de parametro E , y de
un elemento de friccién, de parametro 6, que denominaremos /Awite eldstico, tal
como se muestra en la Figura 8-12. Sea ¢ la tensiéon que actda en el modelo y
¢ la deformacién total del mismo. Al estar colocados los dos elementos
basicos en serie, se verificara que la tensién que actia sobre cada uno de ellos
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es la misma. Por otro lado, podemos descomponer la deformaciéon total como
la suma de la deformacién experimentada por el elemento elastico (€) mas la

deformacién experimentada por el dispositivo friccional (¢/), y lo mismo
podra hacerse a nivel incremental:

c=0‘=0"’
e of 9 o1 o
€= % e = E TE Descomposi cion (8.21)
E — aditiva de ’
la deformacidén
Ae=Ae¢ + Ae’

Elemento de friccion

£ /\Elemento elastico
\\/\ Ge
W o

[

Figura 8-12 — Elemento elastico-friccional

Teniendo en cuenta el comportamiento tensién-deformaciéon de cada uno de
los elementos basicos que componen el modelo reolégico, para el modelo
combinado se tendra:

. =Ae/ =0= Ae=Ae’ =

El elemento de friccién no se deforma para tensiones |6/ <G, por lo gue

toda la deformacion serd absorbida por el elemento eldstico.

o=c
Af 0 :E / ‘ ¢
cgmolmaromes Sl

Todo incremento de la deformacién es absorbido por el elemento de
friccién con un incremento de tensién nulo.

Es incompatible con las caracteristicas del elemento de friccion.

En la Figura 8-13 se presenta la curva tension-deformacion para un ciclo carga-
descarga-recarga con el modelo elastico-friccional, que puede ser
descompuesto en los siguientes tramos:

- Tramo [0-1]: ‘(5‘ <0, = Ae/ =0= Ae=Ae® — Es un tramo de carga eldstica.

Al final del mismo, en el punto |1, se tiene €=¢° :%. El valor final o, al

final de este tramo eldstico justifica su denominacion como /Zuzite eldstico.
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o, f
g=—S+eg
— Tramo : ‘G‘ =0, = A’ £0= E — Es un tramo de carga
Ae=Ae’ >0

[friccional en el que no se genera deformacién en el elemento elastico (o se
genera deformacion eldstica) y todo el incremento de deformacién es absorbido
por el elemento friccional.

— Tramo 2-3} o/<o, =Ae/ =0= Ae=Ae® > Fs un tramo de descarga

eldstica. Al final del mismo, en el punto se recobra el estado inicial de
tension nula (6=0). En consecuencia, en dicho punto la deformacion

L. (¢ ., . .
elastica es €° = i =0 y por tanto la deformacion residual o irrecuperable es

e=e’/ #0; es decir, la deformacion generada en el elemento de friccion
durante el tramo de carga friccional no se recupera ante una eventual
relajacion a cero de la tensién. Este hecho permite calificar a /a componente

[riccional de la deformacion e’ como nna deformacion irrecuperable o irreversible.

— Tramo [3-4} ‘G‘<GE:A8f =0=Ae=Ae° > Es un tramo de rearga

eldstica similar al pero con tension de compresion (6 <0). Durante el
mismo no se modifica la componente friccional de la deformacién y el

e

valor final, en el punto |4}, de la deformacioén elastica es €° =—

o, !
- e=——S+¢
— Tramo [4=5 loj=0,=Ae/ 20= E — Es un tramo de recarga

Ae=Ae’ <0
[friccional durante el cual se genera deformacién friccional negativa
(Ae’ <0), por lo que §1 valor ca
total de la deformaciéon de
friccion va diminuyendo hasta
anularse en el punto

e

(caracterizado por e€=¢€°=-—

y €/ =0). Una eventual descarga
elastica  en  dicho  punto
determina la wvuelta al estado

inicial @

Figura 8-13 Curva tensién-deformacion
de un modelo elastico-friccional

8.4.4 Modelo de friccion con endurecimiento

Consideremos el modelo reolégico de la Figura 8-14 compuesto por un
elemento elastico (caracterizado por un pardmetro H’, que denominaremos
mddulo de endurecimiento) y un elemento de friccién (caracterizado por el Jwmite
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eldstico 6,) dispuestos en paralelo. La disposicion en paralelo motiva que ambos

elementos reolbgicos compartan la deformacién, mientras que la tensién total
en el modelo sera igual a la suma de la tensién sobre el elemento de friccién

(c') mas la tensién que pasa por el elemento elastico (67):

{(5 =" +o®?

Ac=Ac" +Ac? (8.22)
e=¢g‘=¢’
c

e

o c
- — P
H e
€

Figura 8-14 — Modelo de friccién con endurecimiento

Analizando por separado el comportamiento de cada elemento se tiene:

a) Elemento de friccion:

‘0“)‘<0e Ae! =Ae=0
o"=0,  Ael=Ae#0 (8.23)
‘G“)‘ >0, imposible

b)  Elemento eldstico:

c? =He =H'e
(8.24)
Ac® =H'Ae® =H'Ae
¢) Combinando las ecuaciones (8.23) y (8.24) se llega a:
O gs—c?® |=lc-H"
0|=o-0?|=|o-He| (8.25)

H'e

De acuerdo con las ecuaciones (8.23) y (8.24) pueden establecerse las siguientes
situaciones para el modelo reolégico:

o ‘o ‘<(58<:>‘6—H8‘<0'e:> A — A — A 0:>
(0) = & = E =

Toda la tensién pasa por el dispositivo friccional y la deformacién es nula.

‘0“)‘20
S T I A TS S
c ‘=c—c5

Todo incremento de tension es absorbido en su totalidad por el elemento
elastico.
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En la Figura 8-15 se presenta la curva tensién-deformaciéon para un ciclo
carga-descarga-recarga con el modelo propuesto y descompuesta en los
siguientes tramos:

Ac'? = EAe=0

1 -
A" =Ac
caracterizado porque toda la tensién es absorbida por el elemento de
friccién. Al final del mismo, en el punto (1, se tiene e=0 y o=0,. El

tramo puede caracterizarse por la condicién |6 - H'e| <0,

— (2)
6=0,+0
—  Tramo : ‘G(l)‘ =0, = ¢ — Es un tramo de carga en el
¢ — 2) _ g7
Ac=Ac" =HAe
que todo el incremento de tensién es absorbido por el elemento elastico.
Globalmente el modelo aumenta su capacidad de resistir la tensién (y se
dice que el modelo endurece)y proporcionalmente al aumento de
deformacion, siendo el factor de proporcionalidad el #ddulo de endurecimiento

H’. Bl tramo puede caracterizarse por la condicién |6 —H'e|=0,.

Ao =Ac
- Tramo [2-3}: ‘6(1)‘<68 =Ae=0= A =0 — Hs un tramo en el que
() =

— Tramo 0-1; ‘0(1)‘<062>A8=0:> Es un tramo

la tensién en el elemento friccional disminuye, con un incremento de
deformacién nulo y manteniéndose constante la tensiéon en el elemento
elastico. Este estado puede proseguir hasta invertirse totalmente la tension

se tiene 6V =—5¢. El tramo

en el elemento friccional. Asi, en el punto

puede caracterizarse por la condicion

— (2)
0=-0,+0 . ., S
- Tramo : o =0,= ¢ ) , La situacion es simétrica
prs Ao =Ac" = H'Ae

respecto al tramo con el elemento elastico disminuyendo la tensién
que soporta, hasta anularse en el punto donde 6" =-0,y 6'? =0. El

tramo puede caracterizarse por la condicién |6—H'e|=06,. Mas alld de

este punto puede relajarse la tension en el elemento de friccion hasta llegar

al estado original 0]
Ge
% |o-He|<o,
TGB

e
3

_Ge \

Figura 8-15 — Curva tension-deformacién de un modelo de friccién

con endurecimiento
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8.4.5 Modelo elastico — friccional con endurecimiento

Combinando ahora un elemento eldstico, de médulo elastico E , en serie con
el modelo friccional, con endurecimiento H’ y limite elastico G,, del apartado

8.4.4, se llega al modelo elastico— friccién con endurecimiento de la Figura

8-16.
c

Bz E
o
H VVVVVVY >

S

A
o
~
A 4

v

A

o)
»|

Figura 8-16 — Modelo elastico-friccional con endurecimiento.

De las ecuaciones de equilibrio de tensiones y de compatibilidad de
deformaciones en el modelo, (ver Figura 8-10), tendremos:

e Descomposi cion
e=¢‘ +¢ .
— aditivade la
Ae=Aef + Ae’ .
deformacion (8.26)

AG =Ac® =Ac’

{0‘=(5€ =c/

donde 6° y o’ representan, respectivamente, las tensiones soportadas por el
elemento elastico y el modelo de friccién con endurecimiento. Combinando
ahora el comportamiento de un elemento elastico (ver Figura 8-8) con el del
modelo de friccién con endurecimiento de la Figura 8-14, se tiene para el
modelo reolégico propuesto:

o Jo-te <o =% 0 Saorad
€ =A¢€

El elemento de friccién con endurecimiento no se deforma y el
incremento de deformacién Ae es absorbido en su totalidad por el
elemento elastico. Se tiene un caso que denominaremos proceso eldstico.

° ‘G—H'ef‘:ce

c>0; Ac>0 Ao Ac = HAe!
PRCESEU S NN
Ao=Ac’ =E Ae’
0<0; Aoc<0
, Ac=EY Ae

o Ae=Aef +Ae’ = LAc+ 1,AG=E+I,{ AG= |4 o H’

E H EH EY =E ;

E+H

El incremento de deformacién es absorbido por los dos elementos del
modelo (el friccional-endurecible y el elastico). La relacién entre el
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incremento de tensién Ac y el incremento de deformacién Ae viene

dada por el wddulo de deformacion eldstico-friccional E ¥ Se trata de un caso
que denominaremos proceso de carga ineldstica.

c>0; Ao<0

b) |o-Ac<0e 6 = A/ =0 = Ae=Ae* = |Ac=E A¢]

0<0; Aoc<0

Todo el incremento de deformacién Ae es absorbido por el elemento
elastico. Se trata de un caso que denominaremos proceso de descarga
elastica.

En la Figura 8-17 se presenta la curva tension deformacion en la que pueden
distinguirse los siguientes tramos:

—  Tramos y : ‘G—H'Ef ‘<Ge :>. Cotresponden a

procesos eldsticos.

6AG>0

—He. |=
—  Tramos y : { °c 8/ ‘ o, = . Corresponden a

procesos de carga ineldstica.

—He.l=
—  Punto : {G & ‘ Gg:>. Cotresponde a un proceso de

6Ac<0

descarga eldstica.

Notese que si H'=0, entonces EY =0, y se recupera el modelo elastico-
friccional de la Figura 8-13.

A
N 2]

G | Eef

e

Carga inelastica u
0

4

Figura 8-17 — Curva tensién-deformaciéon de un modelo elastico-friccional con
endurecimiento
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8.5 Comportamiento fenomenolégico elasto-
plastico

Consideremos una barra de acero de longitud /¢ y secciéon 4 sometida a una
fuerza de tracciéon F en sus extremos. La tensioén en la barra serd 6=F/A4
(ver Figura 8-18) y la deformacién de la misma puede ser estimada como

€ :%’ donde & es el alargamiento de la barra. Sometiendo a dicha pieza a

varios ciclos de carga y descarga se obtiene, tipicamente, una respuesta, en
términos de la curva tension-deformaciéonc — €, como la indicada en la Figura
8-19.

Y4
.
1
6/2 0/2=—¢/
m—m&“ \Q‘L 2
<< = 3—» O0=F/4

Figura 8-18 — Ensayo de traccion uniaxial

Analizando el primer ciclo se observa que, mientras la tensién no supera el
valor o, (denominado /wmite eldstico) en el punto [1, el comportamiento es
elastico lineal caracterizado por el médulo elastico £ (6=FEe) y no existen
deformaciones irrecuperables (durante una eventual descarga se recupera la
deformacién producida durante la carga).

1* descarga 2* descarga

C A (/
w U, —>
P — ;/
—— 7 ///
C,i--- /' /4/;/ g
Vaum/ a/
0 / /Ts]

oy

Figura 8-19 — Ciclos carga-descarga-recarga

Para tensiones superiores a G,, el comportamiento deja de ser elastico y parte

de la deformacién no se recupera ante una eventual reduccién a cero de la
tensién (punto [3)), apareciendo una deformacién remanente denominada

deformacion pldstica €. Sin embargo, durante la rama de descarga el
comportamiento vuelve a ser, al menos de forma aproximada,
incrementalmente elastico (Ac=EAe). Lo mismo ocurre en la posterior
recarga |3 -2}, produciéndose un comportamiento incrementalmente elastico,
hasta que la tensién alcanza, en el punto [2], el miximo valor que habfa
alcanzado durante el proceso de carga. A partit de este punto el
comportamiento deja de nuevo de ser incrementalmente eldstico (como si el
material recordase la maxima tensiéon a la cual habia estado sometido
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NOTA

Este procedimiento se
conoce como
estiramiento en frio y tiene
como fin obtener un
limite elastico aparente
del material superior al
del material virgen

G; >0,

previamente). Un siguiente ciclo carga-descarga-recarga |2-4-5-4| pone de
nuevo de manifiesto que durante el tramo se ha generado mais

deformacién plastica, que aparece en forma de deformacién permanente en el

punto |5, y también mas deformacion elistica €° , entendida como aquella parte de
la deformacion que si se recupera durante el tramo de descarga |4 -5|.
q 8

8.5.1 Efecto Bauschinger

Consideremos una probeta de un material virgen (que no ha sufrido
previamente estados de deformacion inelasticos) sometida a un ensayo de
traccidn uniaxial y otra probeta del mismo material virgen sometida a un ensayo
de compresion uniaxial. Para ciertos materiales (denominados isorresistentes) las
respuestas que se obtienen en ambos ensayos, en términos de la curva tension-
deformacién 6—¢ de la Figura 8-20, son simétricas respecto al origen. Es
decir, que en el ensayo a traccién la respuesta es elastica hasta un valor de
G =0, (linite eldstico a traccion) y en el ensayo a compresion la respuesta es

también elastica hasta un valor de ©=—0, (fimite eldstico a compresidn), siendo el

resto de ambas curvas (para un supuesto régimen de carga monétono) también
simétricas. Diremos en este caso que la curva tension-deformacion del material
virgen es simétrica a traccion y compresion.

upongamos ahora que realizamos un ensayo de compresion sobre una
S g h li yo d i b
probeta que ha estado previamente sometida a una historia de deformaciones plasticas,

por ejemplo a un ciclo de carga-descarga a tracciéon como el [0-1-2-3|en la

Figura 8-19 (estiramiento en frio), y sea 6, > 06, la mixima tensién a la que ha
estado sometido el material durante el proceso de carga. Un hipotético
comportamiento sizéfrico llevarfa a que el material tuviera ahora un
comportamiento eldstico en el rango de tensiones [— o/,o/ ] Sin embargo, en

ciertos casos, el comportamiento elastico a compresiéon termina mucho antes
(ver Figura 8-20). Este es el efecto conocido como efecto Bauschinger o
endurecimiento  cinematico. Obsérvese que la curva tensién-deformacion  del
modelo elastico-friccional de la Figura 8-17 exhibe éste tipo de endurecimiento.

A Curva del material virgen K
(0}

Oy

/ E Curva del material estirado

o
|

y v e

/ . .
/ L Curva sin efecto Bauschinger
/ =O,| /\/
/
/
L

—— Figura 8-20 — Efecto Bauschinger
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NOTA

Hasta cierto punto,
dichos modelos pueden
inspirarse, aunque con
ciertas limitaciones, en
modelos reoldgicos del
tipico elastico-friccional
como los presentados
en el apartado 8.4 .

Observacion 8-8

A la vista del comportamiento fenomenoldgico observado en la
Figura 8-19 y en la Figura 8-20, el comportamiento elastoplastico se
caracteriza por los siguientes hechos:

1) A diferencia del caso elastico, no existe unicidad en la relacion
tensién-deformacién. Un mismo valor de la deformacion puede
corresponder a infinitos valores de la tension y viceversa. El valor
de la tension depende, ademas de la deformacion, de la historia
de carga.

2) No hay una relacion lineal entre la tension y la deformacion. A lo
sumo esta linealidad puede ser incremental en ciertos tramos del
proceso de deformacion.

3) Se producen deformaciones irrecuperables o irreversibles en un
ciclo carga-descarga.

8.6 Teoria incremental de la plasticidad en
una dimension

El comportamiento elastoplastico analizado en al apartado 8.5 puede ser
modelado utilizando modelos matematicos de cierta complejidad. Una de las
aproximaciones mas populares la
constituye la  denominada Teorfa
Incremental de la Plasticidad. Para el
caso de una dimensioén se pretende, en
esencia, aproximar un comportamiento
tension-deformaciéon como el de la
Figura 8-19 mediante aproximaciones a
trozos mediante ramas eclasticas e
inelasticas como las de la Figura 8-21.
La generalizacién a varias dimensiones
requiere la introduccién de conceptos
mas abstractos.

Rama elastoplastica

Rama elastica

Figura 8-21 — Curva uniaxial tension-
deformacién ~ para  un modelo
elastoplastico

8.6.1 Descomposicion aditiva de la deformacién. Variable de
endurecimiento

Se descompone la deformacion total € en la suma de una deformacion elastica
€’ (o deformacién recuperable), que se rige por la ley de Hooke, y una

deformacion plastica €” (o deformacion irrecuperable):
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NOTA

Se utiliza aqui la
funcién signo definida
mediante:

x 20 & sign(x)=+1

x<0 < sign(x)=-1

o e=¢g° +¢e” de=de® + de’
Descomposicion aditiva - 40
de la deformacion ge=9 de = do (8.27)

E E

donde E es el mddulo elastico. Se define ademas la variable de endurecimiento

0(o,e” ) mediante la ecuacién de evolucion:

do = sign(c) de”
do=0
o

Variable de endurecimiento o0 — (8.28)

0

e’=0

Obsetrvacion 8-9

Noétese que la variable de endurecimiento o, es siempre positiva, de
acuerdo con su definicién en la ecuacién (8.28) y que, tomando

médulos en la expresion do. = sign(c) de” , se llega a:

dov=|do| =|sign(c)|de”| = do.=|de” |
——
=1

Luego, para un proceso monotono creciente de la deformacion
b
plastica ambas variables coinciden:

de? 20:>(1=ij‘d£”‘=_[;pde" =g?

Sin embatgo, si el proceso no es mondétono creciente la deformacion
plastica puede disminuir y su valor ya no coincide con el de la variable
de endurecimiento o .

8.6.2 Dominio elastico. Funcion de fluencia. Superficie de
fluencia

Se define como dominio eldstico en el espacio de tensiones al interior del dominio
encerrado por la superficie F(c,0)=0:

Dominio eléstico — B, ={ce R | F(c,0)<0}

(8.29)

donde a la funcién F(o,0):RxR, >R se la denomina funcion de fluencia
pldstica.

Se define como dominio eldstico inicial Eg al dominio elastico correspondiente a

una deformacion plastica nula (e’ =o=0):

Dominio eldstico inicial - EY ={5e R | F(6.0)<0} (8.30)

Un requerimiento adicional al dominio elastico inicial es que contenga al estado
de tension nula:
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0e B = F(0,0)<0

y ello se consigue definiendo la funcién de fluencia plastica mediante:

Funcion de fluencia plastica — F(c,01)=|0| — 6, (0t)

(8.31)

(8.32)

donde 6 ,(0)>0 es la denominada zension de fluencia. El valor inicial (para

0=0) de la tensién de fluencia es el limite elastico o, (ver Figura 8-22). A la

funcién 6 ,(a):R, >R, se la denomina ky de endurecimiento.

AOC

H'= Parametro de o
endurecimiento

o

1l
o]

Espacio de tensiones

admisibles  _ o,

—G ()

Figura 8-22. Ley de endurecimiento y espacio de tensiones admisibles

Se define la superficie de fluencia como el contorno del dominio elastico:

Superficie de fluencia — JE, ={c€ R | F(c,0.)=|c] -6,(0)= 0f]

(8.33)

El dominio elistico E, junto con su contorno dE, determinan el espacio

(dominio) de tensiones admisibles E, :

Espacio de
tensiones {— B, =E, UdE, ={oe R | F(o,0)=lo—0 (o)< 0}
admisibles

(8.34)

y se postula que todo estado tensional factible (admisible) debe pertenecer al
espacio de tensiones admisibles E;. De acuerdo con las definiciones del

dominio elastico en (8.29), de la superficie de fluencia (8.33) y del espacio de

tensiones admisibles (8.34), puede establecerse lo siguiente:

o en el dominio elastico
F(o,0)<0 &0l <o () {

(ceEy)

¢ en la superf. de fluencia
{(Ge dE,)
F(o,0)>0 & o] >0, (a) < estado tensional no admisible

F(o,a)=0&|o|=0 (o)

(8.35)
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Obsetrvacion 8-10

Notese en la ecuacion (8.34) la dependencia del espacio de tensiones
admisibles con la variable de endurecimiento o. El dominio
admisible evoluciona con la tensién de fluencia 6 , (o) de la forma:

B, =[-0, (@), 0, (0)] (ver Figura 8-22).

8.6.3 Ecuacion constitutiva

Para caracterizar la respuesta del material se definen las siguientes situaciones:

o Régimen eldstico:

cek, = (8.36)

o Régimen elastoplistico en descarga:

cedE,

= |do=Eds
N S T 87

o Régimen elastoplistico en carga plistica:
cedE,
= |do=E% de
o] 839

donde E? es el denominado mddulo de deformacion elastoplistico.

Observacion 8-11

La situacién c€ dE, y dF(c,0)>0no puede darse, puesto que si
o€ dE, = (de la ecuacion (8.33)) F(o,0)=|0 -6 ,(0t)=0.

Si ademis dF (c,0) > 0=

F(0+do, 0+ do)=F(o,0)+ dF(c,0) >0
=0 >0

y, de acuerdo con la ecuacion (8.35) el estado tensional © + dG seria
no admisible.

8.6.4 Ley de endurecimiento. Parametro de endurecimiento

La ley de endurecimiento proporciona la evolucién de la tensién de fluencia
plastica 6 (a) con el parametro de endurecimiento o (ver Figura 8-22).

Aunque dicha ley de endurecimiento puede ser mas general, es frecuente (y
muchas veces suficiente) considerar una ley de endurecimiento Zreal del tipo:

6,=0,+H o :‘dcf(a):H’da‘ (8.39)

donde H'recibe el nombre de pardmetro de endurecimiento.
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NOTA

Se utiliza aqui 1a
propiedad:

dx )
— =S1gn(x
dx &

8.6.5 Moddulo de deformacion elastoplastico

El valor del médulo de deformacién elastoplastico E? de la ecuacién (8.38)
puede calcularse como sigue. Considerando el régimen elastoplastico en carga
plastica, de la ecuacion (8.38):
cedE, :>F(G,OL)E‘G‘ _Gf(a)=0}=>
dF(c,a)=0 (8.40)
d|o —do ; (o) =0= sign(c)do—H'd o=0

donde se ha tenido en cuenta la ecuacidén (8.39). Considerando ahora la

ecuacion (8.28) (do.= sign(c) de”) y substituyendo en la ecuacién (8.40):

, 1
sign(c)do — H' sign(c)de’ =0= de? = I do (8.41)

Considerando ahora la descomposicion aditiva de la deformacion (8.27) y la
ecuaciéon (8.41):

de=de’ +de?
det = do o de=Ldo+ 1,dcs= L 1, do =
E E E H
1
de”:?dc | (8.42)
do=E? de
do= ! de = H’
i_;’_ 1 Eep:E ;
E H’ E+H

8.6.6 Curva tension-deformacién uniaxial

Con la ecuacién constitutiva definida por las ecuaciones (8.36) a (8.38),
podemos obtener la correspondiente curva tensién-deformacion para un
proceso uniaxial de carga-descarga-recarga (ver Figura 8-22) en el que
podemos observar los siguientes tramos:

— Tramo [0-1f ‘G‘<Ge =o0eE, = Régmen elistico. De acuerdo con la
ecuacion (8.36), do=Ede y el comportamiento es elastico-lineal

definiendo una rama eléstica del diagrama tensién-deformacion.

F(o,00)=|o|—-0,(0))=0=cedE
— Tramo m: (0,01 ‘ ‘ r(@) ° = Régmen elastoplistico
dF(c,0)=0

en carga pldstica. De acuerdo con la ecuacién (8.38), do=E? de definiendo
una rama elastoplastica.

— Tramo 2-3-2} F(c,0)=|o|-0,(0)<0=0€E; = Régmen elistico.
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De acuerdo con la ecuaciéon (8.36), do=Ede y el comportamiento es

elastico-lineal definiendo una rama elastica.

cA A% F(o,0)=0

1 E o, (o) »
. |----- = ’//ﬁ ,,,,,,,,, M/iT

| f
,/Ei lT F(o,00)<0
7" J/J | ;

I .

=
[v]
N
~
Yo
(=]

-0

e

-0,(0)

Figura 8-23 — Diagrama tensién-deformacién uniaxial correspondiente a la
teorfa incremental de la plasticidad

Observacion 8-12 I

En el punto |2 de la Figura 8-23 pueden diferenciarse los siguientes
dos procesos:

{F(O‘, o) = |(5| -0,()=0=0¢ I, — Descarga elastica por la

dF(c,0)<0=>
rama |2 -3/,
F(c,0)=|0|-06,(0) =0=0ce dE
(6,0 | | 7 (@) € ™Mo —> Carga plastica por la rama
dF(c,0)=0

2-4,

Observacion 8-13

Notese que s6lo se genera deformacion plastica durante el proceso de
carga plastica sobre la rama elastoplastica (ver Figura 8-24).




8 Plasticidad 259

o 4 Rama elastoplastica (ﬁ

Or < @
ep, .
G, [ E .
E ]
T Rama elastica
e’ €’ £
T

Figura 8-24. Generacién de deformacioén plastica en la rama elastoplastica

Obsetvacion 8-14

Notese la similitud del diagrama tensién deformacion de la Figura
8-23 con el obtenido con el modelo reoldgico elastico-friccional con
endurecimiento en el apartado 8.4.5 (Figura 8-17). La deformacion de

friccion €’ en dicho modelo es equivalente a la deformacién plastica

€’ en la teorfa incremental de la plasticidad.

NOTA

El caso de plasticidad
con ablandamiento por
deformacién presenta
una problematica
especifica, respecto a la
unicidad de la solucién
del problema
elastoplastico, que
queda fuera del alcance
de este texto.

Observacion 8-15

El pardmetro de endurecimiento H’ juega un papel fundamental en

la definicién de la pendiente E? de la rama elastoplastica. De
acuerdo con la ecuacion (8.42):

Hl

E? =E .
E+H

y, en funcién del valor de H’, pueden definirse las siguientes
situaciones (ver Figura 8-25):

H'>0= E? >0 —> Plasticidad con endureciniento por deformacion. El caso
limite H'=o0o= E” = E recobra el comportamiento elastico lineal.
H'=0= E? =0 —> Plasticidad perfecta.

H'<0= E? <0— Plasticidad con ablandamiento por deformacion. El
caso limite se encuentraen H' =—E = E? =—oco.

€ €
Figura 8-25
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8.7 Plasticidad en tres dimensiones

La teorfa incremental de la plasticidad, planteada en una dimensién en el
apartado 8.6 , puede generalizarse al caso de un estado tensional multiaxial (tres
dimensiones) utilizando los mismos ingredientes, es decir:

1. Descomposicion aditiva de la deformacion:

Descomposicion aditiva e=¢g‘ +¢&’ de=de° +de”
- = (8.43)

de la deformacion e=C":06 |de°=C7"':do

donde C™' es ahora el tensor de propiedades elasticas definido en el capitulo 6.

2. Variable de endurecimiento o. y regla de flujo (ecuaciones de evolucion):

_ ., 0G(o,0)
Regla de flujo — § " =A (8.44)
do=A oe[0,)

donde A recibe el nombre de multiplicador plistico y G(o,) el de funcion de
potencial plastico.

3. Funcion de fluencia. Dominio eldstico y superficie de fluencia.

Funcién de fluencia . {F (0,0)=¢(0) -0 ()

plastica 6,()=0,+H "o (ley de endurecimiento)
Dominio elastico —>E, ={o| F(o,0)<0}
Dominio elastico inicial —»E¢ ={c | F(c,0)<0} (8.45)

Superficie de fluencia —JdE; ={o | F(c,0)=0}
Espacio de tensiones
admisibles

} —E,=E;UdE, ={6 | F(o,a)<0}

donde ¢(c)=0recibe el nombre de Zension uniaxial equivalente, G, es el limite
elastico obtenido en un ensayo uniaxial del material (una propiedad del mismo)
y 6 ,() es la tension de fluencia. El pardametro de endurecimiento H” juega el
mismo papel que en el caso uniaxial y determina la expansién o contraccion del
dominio elastico Eg, en el espacio de tensiones, a medida que crece o.. En

consecuencia:

e H’> (= Expansion de [E 5 con o — Plasticidad con endurecimiento

¢ H’< 0= Contraccion de Econ o — Plasticidad con ablandamiento (5.46)

¢ H’=0= Dominio elastico constante (E; = Eg- ) — Plasticidad perfecta
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4. Condiciones de carga-descarga (condiciones de Kuhn-Tucker) y de consistencia:

Condicione s de
—->A20 ; F(o,0)<0 ; AF(o,0)=0
carga - descarga 847
Condicién de (847)
] . > F(0,0)=0= A-dF(c,0)=0
consistencia

Las condiciones de carga-descarga y de consistencia son un ingrediente
adicional, respecto al caso unidimensional, que permiten obtener, tras alguna
manipulacién algebraica adicional, el multiplicador plastico A en la ecuacién
(8.44).

8.7.1 Ecuacion constitutiva

De forma similar al caso uniaxial, la ecuacién constitutiva distingue entre las
siguientes situaciones:

o Régmen eldstico:
cel, = (8.48)

o Régimen elastoplistico en descarga:

JE
e <ol 8.49)

dF (o,00)<0

o Régmen elastopldstico en carga plistica:

ccdE,

= |do=C*? .de .
dF(o,0)= 0} (8.50)
donde C%es el denominado tensor constitutivo elastopldstico que, tras algunas
operaciones algebraicas teniendo en cuenta las ecuaciones (8.43) a (8.47), se
escribe:

C:g—G®g—F:C
ep —_ (o] (o]
C?(c,0)=C —OF 3G
H+—:C:—
00 00
8.51
0G OJF ®>1
" 95 9o, "M
(Cijilz(cijk]_ anq & aG i9j5k5l5p3anase{la293}
H,+ TS
Js,, " do,,

8.8 Superficies de fluencia. Criterios de fallo

Un ingrediente fundamental de la teorfa de la plasticidad es la existencia de un

dominio elastico inicial EY (ver Figura 8-26) que puede escribirse de la forma:
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NOTA

El hecho de que la
superficie de fluencia,
entendida como un
ingrediente adicional de
la ecuacién constitutiva
sea independiente del
sistema de referencia,
caracteriza un
comportamiento
elastoplastico isotrépo.

>

E? ={o | F(c)=¢(c)-0c, <0} (8.52)

y que determina un dominio en el espacio de tensiones delimitado por la

superficie de fluencia inicial E)Eg :

B’ ={5 | F(6)=0(c)-0, =0} (8.53)
A O;

JE ={o | ¢(0)=0.}

={o| ¢0)<oc,.}

o,

Figura 8-26

Puesto que el dominio elastico inicial contiene el origen del espacio de
tensiones (6=0), todo proceso de carga en cualquier punto del medio incluira

un régimen elastico (mientras la trayectoria de tensiones permanezca en el

interior de E?

o> ver Figura 8-20) que terminard en el instante en que dicha

trayectoria alcance la superficie de fluencia JEY. La superficie de fluencia
inicial ejerce entonces un papel indicador del instante de fa/o (entendido como
fin del comportamiento elastico) independientemente del posible
comportamiento post-fallo (comportamiento plastico) que se inicie mas alla de
dicho instante. De ahi la importancia de la superficie de fluencia inicial y el
interés de formular las ecuaciones matematicas que la determinan de forma
adecuada para los distintos materiales de interés en la ingenierfa.

Con el fin de hacer la superficie de fluencia independiente del sistema de
referencia (material isétropo), aunque se formule en el espacio de tensiones
principales, su ecuacién matematica suele plantearse en funcién de los
invariantes tensionales:

F(6)=F(I,, J,, J}) (8.54)

y, puesto que se adopta el criterio 6, 26, 20,, su definicién sélo afectara al
primer del espacio de principales, extendiéndose
automaticamente, por las condiciones de simetria (ver Observacién 8-7), a los
restantes sectores de la Figura 8-7.

sector tensiones

8.8.1 Criterio de von Mises

En el criterio de von Mises se define la superficie de fluencia mediante:

Criterio de Von Mises — F(6) =6(6)—0, =43/, —0, =0 (8.55)
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donde 6(6)=-/3J, es la fension efectiva (ver Observacion (8.3)). Una expresion

alternativa se obtiene considerando las ecuaciones (8.18) y (8.19) y
substituyéndolas en la ecuacién (8.55), obteniéndose:

b

V2

F(o)= [(01 -0, )2 +(o, — 0o, )2 +(0, — o, )2]1/2 -0,=0 (8.56)

La representacion grafica de la superficie de fluencia de von Mises puede verse
enla Figura 8-27.

isién dej
coservadae

Figura 8-27 — Criterio de von Mises

Observacion 8-16

La ecuacién (8.55) pone de manifiesto la unica dependencia de la
supetficie de fluencia de von Mises del segundo invariante del tensor
de tensiones J;. En consecuencia, todo los puntos de la superficie
vendrin caractetizados por un mismo valor de J3, lo que define un
cilindro cuyo eje es el eje de tension hidrostatica.

Observacion 8-17 I

El criterio de von Mises es adecuado como criterio de fallo o de
rotura en metales, en los que, tipicamente, estados de tension
hidrostatica (tanto de traccién como de compresién) tienen un
comportamiento elastico y la rotura se produce debido a la presencia
de componentes desviadoras de la tension.
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Ejemplo 8-2 — Obtener la expresion del criterio de von Mises para un caso de tension
uniaxial.

Resolucion:
Para un caso de tensién uniaxial, caracterizado por el estado tensional:

9 ()

-7 T

s, 0 O
c=(0 0 0

0 00
y substituyen en la ecuacién (8.55):

resulta ser (ver Ejemplo 8-1) 6 =0,

F(0)=36(0)-o0, =lo,|-0,
y el dominio elastico inicial queda caracterizado, de la misma forma que para el
caso de plasticidad unidimensional del apartado 8.6.2 por la condicion:

‘F(o)<0=>|cu|<ce

Ejemplo 8-3 — Obtener la expresion del criterio de von Mises par un estado tensional
tipico de flexcion compuesta en vigas.

Resolucion: QI M
Ty
&R i
—
X

El estado tensional para un caso de flexion compuesta resulta set:

EO'X Ty 0
c, 1, 0 3
1 p 1 1
c=|7 0 0| »0,=-0,= 6=6--0,1=| 71 -—0c 0
Xy 3 X 3 X Xy 3 X
0 0 0 1
0 0 —-—0,
3

’ 1 ’ ’ 1(4 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2
J,=—0:0==| -0, +—0,+—0,+7T, +T,, |[=-0, +7T
22 2(9 9" 9 R B o

G=43J; =0, +31}, = F(6)<0=G<0, =
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6., =4/0; +31}, <0,

donde la tensién de comparicién G, =4/c> +3T§y , que puede entenderse

como un escalar de comparaciéon frente al limite elastico uniaxial G,, es

frecuentemente utilizada en las normas de disefio de estructuras metalicas.

8.8.2 Criterio de Tresca o de la maxima tensién tangencial

El criterio de Tresca, se conoce también como criterio de la maxima tension cortante,
y establece que el dominio elastico finaliza, para un cierto punto del medio,
cuando la maxima tensién tangencial actuante en cualquiera de los planos que
pasan por el punto, T, , alcanza la mitad del limite eldstico uniaxial G,:

max >

0, -0 (6}
Ty =% =% (8.57)
2 2
En la Figura 8-28 se esquematiza la situacion de fallo en términos de circulo de
Mohr en tres dimensiones. En un proceso de carga en el que dicho circulo va
creciendo desde el origen, el comportamiento elastico termina cuando el
citculo de radio T, se hace tangente a la recta 1=71,_, =0,/2.

AT

W“Wxxxxxxxﬂmxm
Zona de plastificacion

- A
v .
O3 G, G, Y
Figura 8-28

Es evidente que, a la vista de la ecuaciéon (8.57), el criterio de Tresca puede
escribirse como:

Criterio de Tresca = F(6)=(0, —6,)—0, =0 (8.58)

Obsetvacion 8-18
Puede comprobarse que el criterio de Tresca se escribe de forma
unfvoca como una funcién de J, y J; v que no depende del primer

invariante /,:

Criterio de Tresca — F(6)=(0, —=0,)— 0, =F(J,,J;)
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En la Figura 8-29 se presenta la correspondiente superficie de fluencia en el
espacio de tensiones principales, que resulta ser un prisma hexaédrico con eje
el eje de tension hidrostatica.

. . iy Visién de/
Eje de tension hidrostatica Dservada

Figura 8-29 — Criterio de Tresca

Observacion 8-19 I

Al no depender del primer invariante de tensiones (y por tanto de la
tensién G, , ver ecuacion (8.10)), la superficie de fluencia del critetio

oct >
de Tresca no depende de la distancia del origen al plano octaédrico
que pasa por el punto (ver Observacion 8-4), por lo que si un punto
del espacio de tensiones, caracterizado por sus invariantes
(1,,J5,J3%), esta sobre dicha supetficie de fluencia, también lo estaran
todos los puntos del espacio de tensiones con los mismos valores de
(J5,J3) . Esta circunstancia cualifica a la superficie de fluencia como
una superficie prismatica cuyo eje es el eje de tensioén hidrostatica. Por
otra parte, la dependencia de los dos invariantes (J;,J3), impide que,
como ocurre con el caso de la superficie de von Mises, se trate de una
superficie cilindrica. En definitiva, las condiciones de simetria
establecen que la superficie del criterio de Tresca sea un prisma
hexagonal inscrito en el cilindro de von Mises (ver Figura 8-29).

Ejemplo 8-4 — Obtener la expresion del criterio de Tresca para un caso de tension

uniaxial.
Resolucion:
Para un caso de tensién uniaxial, caracterizado por el estado tensional:
Acu O,
- fo S —
s, 0 0
c=[0 0 0
0 00
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0, =0
a) GuZO l_Ou}ﬁF(Gl7027c3):(Gl_03)_Ge:Gu_Ge:Gu_G
3=

0,

b) o,<0 s }:>F((51,02,03)=(c51 -0;)-06,=-0, -0, =|0,|-0C
37 Mu

y el dominio elastico inicial queda caracterizado, de la misma forma que para el

caso de plasticidad unidimensional del apartado 8.6.2, por la condicién:

‘F(c) <0=lo,

Observacion 8-20

El criterio de Ttresca se utiliza para modelar el comportamiento de los

metales de forma similar al caso del criterio de von Mises (ver
Observacion 8-17).

8.8.3 Criterio de Mohr-Coulomb

El criterio de Mohr-Coulomb puede considerarse una generalizaciéon del
criterio de Tresca, en el que la maxima tension tangencial resistida depende del
propio estado tensional en el punto (ver Figura 8-30). La linea de fallo, en el
espacio del circulo de Mohr, es una recta caracterizada por la cohesién ¢ y el
angulo de rozamiento interno ¢, considerados propiedades del material:

T=c-otge (8.59)

El fin del comportamiento elastico (fallo) en un proceso de carga creciente, se
produce cuando un primer punto del circulo de Mohr (correspondiente a un
cierto plano) alcanza la mencionada linea de fallo.

AT
¢ - cohesién

R \\\\\\\\\\\ \\\\\\ o - dngulo de

Zona de plastificacién rozamiento

\ inret‘ﬂn

Figura 8-30 — Criterio de Mohr—Coulomb

T=c—0otgd

ay

La tension tangencial en dicho plano, T, sera tanto menor cuanto mayor sea la
tension normal en el mismo G vy, en este caso, resulta evidente que el
comportamiento de este modelo a tracciéon sera muy distinto del
comportamiento a compresion. Tal como se ve en la Figura 8-30, la linea de
fallo corta al eje de las tensiones normales en el lado positivo de las mismas,
limitando de esta manera la capacidad del material de resistir tracciones.
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Para obtener la expresion matematica de la superficie de fluencia,
consideremos un estado tensional para el cual se produce el inicio de la
plastificacién. En este caso, el circulo de Mohr definido por las tensiones
principales mayor y menor, serd tangente a la linea de fallo (ver Figura 8-31) en
el punto 4, verificindose:

o,-0
7, =Rcos¢=%cos¢

R=21"%
2 GA=L+O-3+Rsen¢=dl+63+01_cy3 sen ¢ (8.60)
2 2 2
y substituyendo la ecuacién (8.60) en la (8.59), se tiene:
T,=c—-0o,tg¢p = T,+0,tgp—-c=0 =
= 0-1;63005¢+|:0-‘ -12-0-3 + 8170 sen¢:|tg¢—c=0 = (8.61)
= (o, —63)+(0'1 +G3)sen¢—2(zcos¢=0
Criterio de S F(o) = )+ (0, + 0, )send —2 6=0 8.62
=(0, -0 O, +0,)sen¢ —2ccos¢ = .
Mohr - Coulomb b b 863

Figura 8-31

Obsetrvacion 8-21

La ecuacién F(6)=(0, —0,)+ (0, +0,)seng —2ccosp =0 (lineal
en 0,,0,) define un plano el espacio de tensiones principales
restringido al sector 0, 20, = 0,. La extension, por simetrizacion, a
los otros seis sectores (ver Observacion 8-7) define seis planos que
constituyen una piramide, de longitud indefinida, cuyo eje es el eje de
presiéon hidrostatica (ver la Figura 8-32). La distancia del vértice de la

piramide al origen del espacio de tensiones es d = J3ccotg .

Observacion 8-22

La particulatizaciéon ¢=0 y c¢=0,/2 en el criterio de Mohr-
Coulomb recobra el critetio de Tresca (ver ecuaciones (8.58) y (8.62)).
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Vision dey

servade
%

\/gccotq)

5, o

Figura 8-32 — Criterio de Mohr-Coulomb

Observacion 8-23

En Mecanica de Suelos, el criterio de signos de las tensiones
normales es el contrario que en Mecanica de Medios Continuos
(o0=-0, ver capitulo 4) = 0, =-0,y = 0, =-06,, por lo que el
criterio de Mohr-Coulomb de la ecuacién (8.62) se escribe:

| F(o)=(0, —0,)-(0, +0,)sen ¢ —2ccos ¢

y las correspondientes representaciones graficas se presentan en la
Figura 8-33 y Figura 8-34.

AT

o u\n\\\\m
\\\Q Zona de plasuﬁcacmn

¢ - cohesion

- angulo de
rozamiento interno

T=c+0tgo

Q

a

a
=\

Figura 8-34 — Criterio de Mohr-Coulomb en Mecanica de suelos
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Observacion 8-24

Tras algunas operaciones algebraicas, el critetio de Mohr-Coulomb
puede escribirse en funcién de los tres invariantes tensionales:

Criterio de

S F(o)=F,,J,,J,
Mohr - Coulomb © (£1:2,75)

Observacion 8-25

El criterio de Mohr-Coulomb resulta especialmente adecuado para
matetiales friccionales (hormigon, rocas y suelos) caracterizados por
exhibir sustanciales diferencias entre los limites elasticos uniaxiales a
traccioén y a compresion.

8.8.4 Criterio de Drucker-Prager

La superficie de fluencia que define el criterio de Drucker-Prager viene dada
por la expresion:

Criterio d '
riterio de —>F(G)E30€Gm+(Jz)”2_B=0 (8.63)

Drucker - Prager

donde:
o= 2sind
V3 (3 - sind)

6c cos o,+0,+0, I
p= B0 5, 2T O
V3 (3 - sing)

3 30 (8.64)

siendo ¢ y ¢, la cohesién y angulo de rozamiento interno, respectivamente,
que son considerados propiedades del material. Teniendo en cuenta las

1
expresiones  (8.16) (o, = ?‘ =0,,) v (818 (1, = \E (217, el criterio
puede escribirse:
/2 3 :
F(G)E(X11+(J2) _B:3(X’Goct+\/;T()ct_B:'7:(11’J2‘»‘):O (865>

Visién dey
coservadg

Drucker-
j Prager

Moht-
Coulomb

\/gccot(])

o, G,

Figura 8-35 — Criterio de Drucker-Prager
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Observacion 8-26

La independencia del tercer invariante, J;, establece que si un
determinado punto del espacio de tensiones esta sobre la superficie de
fluencia, todos los demas puntos con el mismo valor de los
invariantes /,,J, también estaran sobre aquella, independientemente

del valor del tercer invariante J;. Puesto que valores constantes de
dichos invariantes corresponden a puntos del plano octaédrico
situados a la misma distancia del eje de tensiéon hidrostatica (ver
Figura 8-6), puede concluirse que la superficie de fluencia serd una
superficie de revolucion alrededor de dicho eje. Ademas, al ser lineal
la relacién entre G, v T,,cn la ecuacion (8.65), se tratard de una
superficie conica cuyo eje es el eje de tension hidrostatica (ver Figura
8-5 y Figura 8-35)). La distancia del vértice del cono al origen del

espacio de tensiones resulta ser d =+/3 ccotd. Puede comprobarse

también que la superficie de Drucker-Prager tiene seminscrita una
supetficie de Mohr-Coulomb con los mismos valores de cohesion, ¢,
y angulo de rozamiento interno, ¢.

Observacion 8-27

La situacién del vértice del cono de Drucker-Prager en el lado
positivo del eje de tensién hidrostatica establece una limitacion del
rango de comportamiento elastico para estados de tension
hidrostatica de traccién (mientras que no hay limitacion en el limite
elastico para el caso de compresion hidrostatica). Esta situacion, que
también se produce en el criterio de Moht-Coulomb, es caracteristica
de las materiales cohesivos-friccionales (hormigén, rocas y suclos)
para los que resultan especialmente adecuados ambos criterios.

Observacion 8-28

En Mecanica del suelo, donde el criterio de signos para las
tensiones normales se invierte, la superficie de fluencia de

Drucker-Prager serfa la indicada en la Figura 8-30:
isién dep

Figura 8-36
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Observacion 8-29

La particularizaciéon ¢=0 y c¢=0,/2 en el criterio de Drucker-

Prager recobra el criterio de von Mises (ver ecuaciones (8.55), (8.63) y

(8.64)).




9 Ecuaciones
constitutivas en fluidos

9.1 Concepto de presion

En Mecanica de Medios Continuos se utilizan diversos conceptos de presion
(presion hidrostatica, presion media y presion termodindmica) que, en general, no
son coincidentes.

9.1.1 Presion hidrostatica

Principio de Pascal:

En un fluido en reposo el estado tensional sobre cualquier plano que
pase por un punto es el mismo y viene caracterizado por una tensiéon
normal de compresion.

De acuerdo con el principio de Pascal el estado tensional de un fluido en
reposo esta caracterizado por un tensor de tensiones de la forma:

c=-p,1
6, =—pd; 1,je{l,2,3}

7

©.1)

donde p, es la denominada presidn hidrostatica (ver Figura 9-1).

Po
Do = presion hidrostatica
Py
-
P
X Figura 9-1 — Estado tensional en un fluido en reposo
Definicion: I

Presion hidrostatica:

Tensién normal de compresion, constante sobte cualquier plano, que
actda sobre un fluido en reposo.
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T

Figura 9-2

Obsetvaciéon 9-1

El tensor de tensiones para un fluido en reposo es un tensor esférico y
su representacion en el plano de Mohr corresponde a un punto (ver
Figura 9-2). En consecuencia, cualquier direcciéon es principal y el
estado tensional constituye lo que en el capitulo 4 (ver apartado 4.8)
fue denominado estado tensional hidrostatico.

9.1.2 Presién media

Definiciones
Tension media:

Se define la tensiéon media ©,, como:

m

1 1
(¢ = —Tr (6 )= —0
3 () 3

Presién media:

Se define la presion media p como la tensiéon media cambiada de

signo:

of . 1
p = presion media=-c,, = —gTr(c)= -=0;

Observaciéon 9-2

Para un fluido en reposo, la presién media p coincide con la presion
hidrostatica p, :

1 _
c=-p,1=0, =§(_3po)=_po =P=P

En general, para un fluido en movimiento la presién media y la

Eresién hidrostatica no coinciden. I

Observacion 9-3

La traza del tensor de tensiones de Cauchy es un invariante del tensor
de tensiones. En consecuencia, la tension media y la presion media
seran también invariantes del tensor de tensiones, y por lo tanto, su
valor no dependera del sistema de coordenadas cartesiano adoptado.
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9.1.3 Presion termodinamica. Ecuacion cinética de estado

En las ecuaciones constitutivas de fluidos o gases interviene una nueva variable
termodinamica de presién que se denomina presidn tfermodindmica y se denota
como p.

Definicion

Presion termodindmica:

Aquella variable de presion que interviene en las ecuaciones
constitutivas de los fluidos y gases y que esta relacionada con la
densidad p y la temperatura absoluta 6 mediante la denominada

ecuacion cinética de estado, F(p,p,0)=0.

Ejemplo 9-1

Un ejemplo tipico de ecuacion cinética de estado es la Ley de los gases:
F(p,p.6)=p—-pRO=0= p=pRO
donde p es la presion termodinamica y R es la constante universal de los

gases.

Observacion 9-4

Para un fluido en reposo, la presion hidrostatica, la presion media y la
presion termodinamica, coinciden:

fluido en reposo = p, =p=p.

En general, para un fluido en movimiento, la presiéon termodindmica
p sera distinta de la presion media p y de la presion hidrostatica p, .

Obsetvacion 9-5

Fluido barotripico: Se dice que un fluido es barotrépico cuando en la
ecuaciéon cinética de estado no interviene la temperatura:
Fluido barotropico = F(p,p)=0= p=f(p)= p=g(p)

Observacion 9-6

Fluido incompresible. Un caso particular de fluido barotrépico es el
fluido incompresible, caracterizado por tener densidad constante
(p(x,t) =k =ctte). En este caso la ecuacién cinética de estado puede

escribirse:

F(p,p,0)=p—k=0
y no depende ni de la presion ni de la temperatura.
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9.2 Ecuaciones constitutivas en mecanica

de fluidos

Consideraremos a continuacion el conjunto de ecuaciones, denominadas
genéricamente ecuaciones constitutivas, que es necesario afadir a las ecuaciones de
conservacion/balance para la formulaciéon de un problema de mecédnica de
fluidos (ver Capitulo 6, apartado 5.13). Estas ecuaciones pueden agruparse
como sigue:

)

b)

d)

LEfﬂd[iOﬂ€f constitutivas z‘ermamecdm'ms{

Expresan el tensor de tensiones de Cauchy en funcién de otras variables
termodindmicas, tipicamente la presion termodinamica p, el tensor

velocidad de deformacién d (que implicitamente se puede considerar una
funcién de la velocidad d(v)=V?®v), la densidad p y la temperatura
absoluta 0:

Ecuaciones constitutivas )
o —06=-pl+£(d,p,0)| (6 ecuaciones) (9.2)
termomecanicas

\Ecuacion constitutiva de la entropid

Una ecuacién algebraica que proporciona la entropfa especifica s en
funcién de la velocidad de deformacion, la densidad y la temperatura:

Ecuacion constitutiva

} —s=s(d,p,0) (1 ecuacién) 9.3)

de la entropia

\Ecuaciones constitutivas de tipo “termodinimico” o ecuaciones de estadd

Son tipicamente la ecuacion caldrica de estado, que define la energia interna
especifica u, y la ecuacion cinética de estado, que proporciona una ecuacion
para la presioén termodindmica:

Ecuacién calérica de estado — u = g(p,0) )
(2 ecuaciones) (9.4)

Ecuacién cinética de estado — F(p, p,0)=0

(Ecuaciones constitutivas de tipo “térmico’)

La mas comun es la denominada Ley de Fourier, que establece el flujo de
calor por conduccién q como:

q=-k-V6

Ley de Fourier — g =k, 839 ie{1,2,3) (3 ccuaciones) 9.5)
X .
J

donde k es el tensor (de segundo orden y simétrico) de conductividad
térmica, que es una propiedad del fluido. Para el caso isétropo, el tensor de
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NOTA

No se consideran aquf
las posibles
dependencias de la
temperatura en la
ecuacion constitutiva.

conductividad térmica es un tensor esférico k=k1 y depende del
parametro escalar K que es la conductividad térmica del fluido.

9.3 Ecuaciones constitutivas (mecanicas)
en fluidos viscosos

LLas ecuaciones constitutivas termomecanicas para un fluido viscoso pueden
escribirse en general (ver ecuacion (9.2)) como:

0= _p1+f(dapse)
o, =—pd; +f,(d,p,0) i,je{1,2,3}

9.6)

donde f es una funcién tensorial simétrica. Segtn el caracter de la funcion f
se obtienen los siguientes modelos de fluidos:

a) Fluidos de Stokes o stokesianos: la funcion f es una funcién no lineal
de sus argumentos.
b) Fluidos newtonianos: la funcién f es una funcidon /lnea/ de sus
argumentos.
©) Fluidos perfectos: 1a funcién f es idénticamente nula. En este caso la
ecuacion constitutiva mecanica es: 6=—pl.
En lo que sigue se consideraran Gnicamente los casos de fluidos newtonianos y de
fluidos perfectos.

Observacion 9-7 I

La hipotesis de fluido perfecto es muy frecuente en Ingenierfa
Hidraulica, donde el fluido con el que se trata es el agua.

9.4 Ecuaciones constitutivas (mecanicas)
en fluidos newtonianos

La ecuacién constitutiva mecanica para los fluidos Newtonianos puede
escribirse como:

{c:—p1+C:d 9
o, =—pd; +Cy,d, i, je{l,23} ©-7

donde C es un tensor constitutivo (de viscosidad) constante de cuarto orden.
Como resultado de le ecuaciéon (9.7) se obtiene una dependencia lineal del
tensor de tensiones ¢ con la velocidad de deformaciéon d. Para un fluide
newtoniano isétropo, el tensor constitutivo € es un tensor zdtropo de cuarto
orden.

{C =1 ®1+2ul
9.8)

Ciju =A0;8y +H(5ik6j1 + 8i16jk) i, j,k,le{1,2,3}
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Observacion 9-8

Notese el paralelismo que puede establecerse entre las ecuaciones
constitutivas mecanicas de un fluido newtoniano y las de un sélido
elastico lineal (ver capitulo 0):

Fluido Newtoniano Sdlido Eldstico Lineal
c=-p1+C:d c=C:¢
Sy =10, +Cppydyy S, =Ciiritu

Substituyendo la ecuacién (9.8) en la ecuacién constitutiva mecanica (9.
obtiene:

6=—p1+ (M ®1+2ul):d=—pl+ATr(d)L+2ud

o=—-pl+ATr(d)1+2ud

G, =—pd; +Ad;0,; +2ud; i, je{l,2,3}

Ecuacion constitutiva
para un fluido {

Newtoniano Isétropo

7), se

(9.9)

(9.10)

Observacion 9-9

Los dos parametros A y W corresponden fisicamente a viscosidades
entendidas como propiedades del material. En el caso mas general,
pueden no ser constantes y depender de otras variables
termodinamicas:

=1(p.0) n=p(.0)

Un tipico ejemplo lo constituye una dependencia de la viscosidad con

—a,(6-6,)

la temperatura del tipo W(B@)=p e , que establece que la

viscosidad del fluido disminuye a medida que aumenta la temperatura
(ver Figura 9-3).

Mo

Figura 9-3

9.4.1 Relacion entre la presion termodinamica y la presién
media.

En general la presién termodinamica, p, v la presiéon media, p, en un fluido

newtoniano en movimiento, seran distintas aunque estén relacionadas entre si.

A partir de la ecuacién constitutiva (mecanica) de un fluido newtoniano
puede obtenerse:

(9.10)
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NOTA

La condicién de Stokes
se supone en ciertos
casos porque los
resultados que se
obtienen con ello
concuerdan con la
observacion
experimental.

o=-pl+ATr(d)1+2ud=
Tr(c)=—pTr(1)+ ATr(d)Tr(1)+ 2uTr(d)=-3p + BA + 2W)Tr(d)=
——
—3p (9.11)

p:ﬁ+(7L+§u)Tr(d):ﬁ+J<Tr(d):

—_——

X

donde K =A+ %M es la denominada viscosidad volumétrica del fluido.

Viscosidad volumétrica — K =A+ % n (9.12)

Utilizando la ecuacién de continuidad (conservacion de la masa), se tiene:

dp 1 dp
——+oV:-v=0oV . v=——"F 9.13
a PV VST 013
Considerando ademas la relacion:
Tr(d)=d, = 3“’ =V.v (9.14)

i

y substituyendo en la ecuacién (9.11), se llega a:

_ _ Xdp
=p+KV-v=p-—"-"2F 9.15
p=p p o di ( )

que relaciona la presién media y la presion termodinamica.

Observacion 9-10 I

De acuerdo con la ecuacion (9.15), la presion termodiniamica y la
presién media, en un fluido newtoniano, coincidirdn en los siguientes
€asos:

o Fluido en reposo > v=0= p=p=p,
L . dp _
o Fluido incompresible = o =0=>p=p

o Fluido con viscosidad volumitrica K nula (condicion de Stokes):

3€=O:>7»=—§u:>p=ﬁ
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NOTA

Se utiliza aqui la
propiedad de que la
traza de todo tensor
desviador es nula.

9.4.2 Ecuacion constitutiva en componentes esféricas y
desviadoras

)

De la ecuacién (9.15) se tiene:

p=p-KV-v=p-KTr(d) (9.16)
b)

Utilizando la descomposicion del tensor de tensiones de 6 y del tensor
velocidad de deformacién d en sus componentes esférica y desviadora, y
substituyendo en la ecuacién constitutiva (9.10):

0'=1Tr(c)1+c’=—131+c’=—p1+kTr(d)1+2ud

3—=

_3p

o'=(p-p)1+ATrd1+2ud=— X Tr(d)1+ATr(d)1 +2ud =)

— N

—:KTI"(d) 7¥+%P-

2 1 , = (9.17)
=—§MTr(d)1+2Md=2M d—gTr(d)l =2ud

N ———
d/

donde se han tenido en cuenta las ecuaciones (9.16) y (9.12) (K =A+ %u)

9.4.3 Potencia tensional, potencia recuperable y potencia
disipativa

Utilizando de nuevo la descomposicién del tensor de tensiones y del tensor
velocidad de deformacién, en sus componentes esférica y desviadora, se tiene:

c=-pl+o’ , d:%Tr(d)1+d’ (9.18)

y substituyendo en la expresion de la densidad de potencia tensional (por
unidad de volumen) ¢:d, se obtiene:

c:d=(-pl+0o): (% Tr(d)l+d)=

=—1§Tr(d);:’;+o’:d’—ﬁ 1:d’ +1Tr(d) o:1 = 9.19)
3 3 Trd)=0 >  Tr©@)=0

= pTr(d)+0:d’
y substituyendo las ecuaciones (9.16) y (9.17) en la ecuacién (9.19):
p=p—fKV~Vzp—UCTr(d)}:>
o'=2ud’
c:d=—[p-KTr(d)] Tr(d)+2u d":d’ =

(9.20)
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c:d= - pTr(d) + X Tr*(d)+2ud":d" =W, +2W,
T
potencia recuperable  potencia disipativa ©.21)
Wy b
Densidad de potencia recuperable — W, =—pTr(d) 0.2
Densidad de potencia disipativa ~ — 2W, =K 7r*(d)+2ud’:d’ ©.22)

Asociados a los conceptos de potencia recuperable y potencia disipativa
aparecen los de las partes recuperable, G, y disipativa, G, del tensor de
tensiones definidas como:

o=—pl+ATr(d)1+2ud = 023
Oy o) ’

Utilizando dicha notacién, pueden reescribirse las expresiones de las
densidades de la potencia recuperable, de la potencia disipativa y de la potencia
total como:

W, =—pTr(d)=-pl:d=0, :d
W, =K Tr*(d)+2ud:d" =6, :d (9.24)

6:d=(0,+0,):d=0,:d+0,:d=W, +2W

Observacion 9-11
Para un fluido incompresible, la potencia recuperable es nula. En

efecto por ser el fluido incompresible %= 0 y por la ecuacién de

0=Tr(d) =Wy=—pTr(d)=0

continuidad V-v=———
p

t_

Obsetvacion 9-12 I

Utilizando la descomposicion de la potencia tensional (9.24), el
Teorema de las Fuerzas Vivas puede escribirse como:

e

p:%Jr-[o;dd[/:%JrJ'cR:ddV+_[cD:ddV
a 5 ar 5 v

P, =%+jWRdV+J2WDdV
) )

que indica que la potencia mecanica entrante en el fluido P, se

e

invierte en modificar la energfa cinética K, y en crear potencia
recuperable y potencia disipativa.
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9.4.4 Consideraciones termodinamicas

1) Puede demostrarse que, bajo condiciones muy generales, la potencia
recuperable especifica (por unidad de masa) es una diferencial exacta:

7WR:BGR: = (925)

En este caso el trabajo recuperable, por unidad de masa, realizado en un ciclo
cerrado sera nulo (ver Figura 9-4):

B=4 B=4

B=4
1
W, dt = jBoR:ddt: [ dG=G,, -G, =0 (9.26)
A A

A ey Il

1
p
lo que justifica la denominacion de pofencia recuperable para W .

plA

4=8 Ko
Figura 9-4

2) Por otro lado, el 2° principio de la termodindmica permite demostrar que la
potencia disipativa 2}, de la ecuacién (9.24) es siempre no negativa:

W,>0  2W,=0ed=0 9.27)

y que, por tanto, en un ciclo cerrado el trabajo por unidad de masa realizado

por las tensiones disipativas, no serd, en general, nulo:
B

1

{ p Spiddi>0 9.28)
2W5>0

lo que justifica la denominacién de pofencia disipativa (no-recuperable) para 2W,.

La potencia disipativa es responsable del fenémeno de disipacidn (o de pérdida

de energfa) en los fluidos.

Ejemplo 9-2 — Justificar por qué un fluido newtoniano incompresible en movimiento, al
que no se proporciona potencia (trabajo por unidad de tiempo) desde el exterior, tiende a
reducir su velocidad hasta detenerse.

Resolucion

Al ser el fluido incompresible la potencia recuperable es nula (ver Obsetrvacién
9-11). Ademas, se sabe que la potencia disipativa 2W,, es siempre positiva (ver
ecuacion (9.27)). Finalmente, aplicando el teorema de las fuerzas vivas (ver
Observacion 9-12) se tiene:

0=Pe=ﬁ+jWRdV+j2WDdV=> ax _d lpvzarr/=—j2WDdI/<o
dt V:6 4 dt dty 2 7 ;6'

y por tanto el fluido pierde (disipa) energfa cinética y la velocidad de sus
particulas disminuye.
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9.4.5 Limitaciones en los valores de las viscosidades

Se ha visto que, por consideraciones termodinamicas, la potencia disipativa
2W, de la ecuacion (9.24) es siempre no negativa:

2w, =% 1 (@) + 2ud": 20| 9.29)

Esta restriccién termodindmica introduce unas limitaciones sobre los valores
admisibles de los parametros de viscosidad K, A y p del fluido. En efecto,

dado un cierto fluido dicha restriccion debe de verificarse para todos los
posible movimientos (es decir campos de velocidades v) del mismo y, por lo
tanto, para cualquier valor arbitrario del tensor velocidad de deformacion

d=V?(v). Consideremos, en particular, los dos siguientes casos:

a) E/ tensor velocidad de deformacion d es un tensor puramente esférico.

En este caso se tendra

Tr(d)#0; d'=0=2W, =KTr*(d)=0= 3<=x+§uzo (9.30)

de manera que unicamente serdn factibles valores no negativos de la
viscosidad volumétrica X .

b) E/ tensor velocidad de deformacion Q es un tensor puramente desviador.

En la Figura 9-5 se presenta esquematicamente uno de estos flujos. En este
caso, de la ecuacion (9.29) se tendra:
Tr(d)=0, d'#0=2W,=2ud":d'=2pd}d;20=

Ny (9.31)
>0

\ p¥

v(x,y)=9 0 d=|—

Figura 9-5






10 NMlecanica de
fluidos

10.1 Ecuaciones del problema de mecanica
de fluidos

Un fluido es un caso particular de medio continuo que se caracteriza por las
ecuaciones constitutivas que le son propias. En consecuencia, el problema de
mecanica de fluidos vendra gobernado por las siguientes ecuaciones:

a) [Ecuaciones de conservacion/balance]

1) Ecuacion de continuidad:
% +pV-v=0 (1 ecuacion) (10.1)

2)  Ecuacion de balance de la cantidad de momento:
av .
V.-6+pb=p = (3 ecuaciones) (10.2)
3)  Ecuacion de balance de energia:
du Iy
pz =c:d+pr-V.q (1 ecuacién) (10.3)

4)  Restricciones impuestas por el segundo principio de la termodinamica:

Desigualdad de ( du  ds

. P 06— |[+0:d=>0
Clausius - Plank dt dt

Desigua?dad dela N —Lq V>0
conduccion de calor po’

(10.4)

b) |[Ecuaciones constitutivas|

5)  Ecuacion constitutiva termomecdnica:
o=—pl+ATr(d)1+2ud (6 ecuaciones) (10.5)
6) Ecuacion constitutiva de la entropia

s=s(d,p,0) (1 ecuacién) (10.6)



286

10 Mecanica de fluidos

NOTA

Noétese que el tensor
velocidad de
deformacién d no se

ha considerado como
incognita, al
consideratlo
implicitamente como
una funcién de la
velocidad vy .

7Y Ecuacion de conduccion del calor

q=-kVe (3 ecuaciones) (10.7)

¢) |[Ecuaciones termodinamicas de estadol

8) Ecuacion caldrica de estado:
u=u(p,0) (1 ecuacion) (10.8)
9)  Ecnacion cinética de estado:
F(p, p,8)=0 (1 ecuacion) (10.9)
Las incégnitas del problema que aparecen en las ecuaciones de gobierno son:
p — lincognita
v — 3incognitas
0 — 6 incognitas
u — lincdgnita o
. — 17 incognitas (10.10)
q — 3incdgnitas
0 — lincognita
s — lincognita

p — lincognita

Se tiene en total un sistema de 17 EDP’s con 17 incégnitas que, en general,
debera ser resuelto conjuntamente, es decir, de forma acoplada. Sin embargo,
como ya se comentd en el capitulo 5 (apartado 5.13.1), bajo ciertas hipdtesis o
situaciones, es posible plantear un sistema de ecuaciones mds reducido,
denominado problema mecanico, y resolver de forma desacoplada para un
nimero mas reducido de incognitas (variables mecanicas).

Consideremos el caso de un fluido barotripico que se caracteriza porque la
temperatura no interviene en la ecuacién cinética de estado, resultando:
Ecuaci6n cinética

F = =
de estado = Fp,p)=0=p=p(p) (10.11)

que establece que la densidad puede ser
descrita mediante, unicamente, la presion AP
termodinamica  (ver  Figura  10-1).
Suponiendo ademds que la temperatura no
interviene en la ecuacién constitutiva Po
termomecanica (10.5), podemos definir las

ecuaciones de  gobierno del problema  mecanico P
(desacoplado) de un fluido newtoniano como: -
Figura 10-1
1) Ecuacion de continuidad:
dp .,
—+pV-v=0 (1 ecuacion) (10.12)

dt
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2)  Ecuacion de Canchy:
dv .
V-6+pb=p = (3 ecuaciones) (10.13)

3)  Ecuacion constitutiva mecanica:
o=-pl1+ATr(d)+2ud (6 ecuaciones) (10.14)
4)  Ecnacidn cinética de estado:

p=p(p) (1 ecuacién) (10.15)
Las incégnitas del problema que aparecen en las anteriores ecuaciones son:

p — lincognita
v — 3incognitas o
. — 11incognitas (10.106)

0 — 6 incognitas

p — lincognita
Se tiene entonces un sistema reducido de 11 ecuaciones con 11 incégnitas
(problema mecanico), que puede ser resuelto de forma desacoplada del resto
del problema (problema térmico).

10.2 Hidrostatica. Fluidos en reposo

Consideremos a continuacién los siguientes casos particulares en funcién de la
velocidad del fluido:

a) IVelocidad uniforme: v(x,¢) = V(t)l

En este caso, la descripcion espacial de la velocidad no depende del punto
y es funcién tnicamente del tiempo. Entonces:

d:VSV:%[V®V+V®v]:0 (10.17)

Considerando ademas la ecuacién constitutiva (10.14):

o=—pl+ATrd)+2u d = 10.18)

lo que indica que el estado tensional es hidrostatico (ver Figura 10-2).
Ademas la presién media p y la presion termodindmica p coinciden:

Tr(6)=-3p=-3p= (10.19)

T

Figura 10-2



288

10 Mecanica de fluidos

b) [Velocidad uniforme y estacionaria: v(x,?) = ctte.]

dv_odv
a=—=—+v-Vv=0 . »
dt ot = Hidrostatica (10.20)

o=-p,1 = p=p=p,

Este es el caso mas general de la hudrostitica, que viene caracterizado por
una aceleracién nula (velocidad de cada particula constante, aunque no
necesariamente nula) y las tres presiones (termodindmica p, media p, ¢

hidrostatica p,) coincidentes.

[Fluido en reposo: v(x,?) = ctte.= 0)

Un caso particular de la hidrostitica es el de un fluido en reposo con
velocidad nula

10.2.1 Ecuaciones de la hidrostatica

El problema hidrostatico viene gobernado por las siguientes ecuaciones:

1.

[Ecuacién constitutivay

c=-p,1
Gij =_p06ij iaje {13293}

(10.21)

donde p, es la presion hidrostatica.

2.

Observacion 10-1

Principio de Pascal En un fluido en reposo la presion es la misma en
todas las direcciones.

Este postulado, clasico de la Mecanica de Fluidos, queda garantizado
por la estructura esférica del tensor de tensiones en la ecuaciéon (10.21)
que garantiza que todas las direcciones son principales (ver Figura
10-3).

Figura 10-3

0

[Ecuacion de continuidad]

@+ V-v=0 d
ar P = 7‘: =0= P(X.1)=p, (X) = ctre| (10.22)

v=ctte=>V-v=0
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y la densidad de una misma particula no varia con el tiempo.

3. [Ecuacién de Cauchy]

V-6+p b=p% (10.23)

Substituyendo la ecuacién (10.21) (6=-p,1) y (10.22) (p=p,) en la ecuacién
(10.23):

V-6=V-(-p,)=-Vp,

¥, 9 p = (10.24)
Vool =0 =9 (5 )= vy ] jell2s ‘
[V-ol, > ax,.( P6S;) > Vo], je{l23}
Ecuacién fundamentalﬁ _Vﬁ 0 +Pob=0 1025
de la hidrostatica —870+p0b,.=0 ie{l,2,3} (10.25)

10.2.2 Fuerza gravitatoria. Distribucion triangular de presién

Consideremos como caso particular, por otra parte muy frecuente, aquél en el
bl bl
que las fuerzas masicas b(x,#) son las fuerzas gravitatorias (supuestas

constantes en el espacio y en el tiempo, y orientadas en direccién contraria el
eje x5, tal como se muestra en la Figura 10-4).

[

X5, 2

XY

X, X

Puesto que la aceleracién es nula (ver ecuacion (10.20)) el problema es
cuasiestatico y siendo las acciones b(x,f)=ctte independientes del tiempo

también lo son las respuestas y, en particular, la presién hidrostitica. En
consecuencia:

Po(X%,1)=py(X)=py(x,¥,2) (10.26)

y la ecuacién (10.25) puede ser integrada como sigue:

[ Op,(x,,2)

_%Tyz():po(x,y,z)zpo(y’z)
dpy(y,z

_poa(;})ZO:po(y,Z)EPo(z) (1027
dp,(z

) g 0 py=pugnC
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Para un caso como el indicado en la Figura 10-5, donde la presion en la
supetficie (cota z =h)es considerada nula, la solucién (10.26) queda:

Pol._, =0=>—pygh+C=0=C=pygh= |py=pyg(h—z) (10.28)

que corresponde a una distribucién triangular de presion, tal como se muestra
en la Figura 10-5.

— = 0
z A P p atm

Zf_»

— > AAA A A A AL
y Fﬂ
pogh\/

x
Figura 10-5 — Distribucién de la presién sobre una presa de gravedad

10.2.3 Principio de Arquimedes

Principio de Arquimedes: I

1) Todo cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empuje hacia arriba igual
al peso del volumen del fluido desalojado.

El clasico Principio puede ser complementado con:

2)  La resultante de dicho empuje pasa por el centro de gravedad del volumen del
Sfluido desalojado.

Para la demostracion del principio de Arquimedes, consideremos las
situaciones de la Figura 10-6. Por un lado, en la Figura 10-6 a) se presenta un
solido de volumen V' y densidad p en el interior de un fluido de densidad p,,.
El sélido no estd necesariamente en equilibrio, aunque su velocidad y aceleracion se
suponen lo suficientemente pequefias para asegurar un estado hidrostatico en
el fluido. Por otro parte, en la Figura 10-6 b), se presenta el mismo fluido sin la
presencia del sélido, con lo que el volumen ocupado por el mismo en la Figura
10-6 a) es ocupado por idéntico volumen de fluido.

1) Distribucion de presion y tension en el fluido:

Utilizando la ecuacidon fundamental de la hidrostatica (10.25), con las fuerzas
gravitatorias actuando en la direccién contraria al eje z, se tiene la situacién
correspondiente a las ecuaciones (10.26) y (10.27) con lo que serda valido el
resultado (10.28) para ambos casos a) y b) de la Figura 10-6:

Po(2)=p,g (h—z2)

10.2
o=-p,1 (1029
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Noétese que la presion hidrostatica y el estado tensional en el fluido, para puntos
homologos del fluido en las casos casos a) y b) de la Figura 10-6, seran los

mismos. )
2 p
= o dn,
= : desalojado
h
z
C @) Figura 10-6

2)  Ewmpuje sobre el solido sumergido:

El vector traccién sobre los puntos del contorno del sélido sumergido en la
Figura 10-6 a)sera:

t=6-n=-p,1-n=-p;n (10.30)

y la resultante R de las fuerzas que el fluido ejerce sobre el sélido:

R= [tdS= |- pynds (10.31)

v v

Noétese ahora que, al tratarse de la misma distribucion de presion hidrostatica,
dicha resultante serd la misma que se obtendria en el caso b) para las fuerzas
que el resto del fluido ejerce sobre e/ wvolumen de fluido desalojado, con la
particularidad de que, al manejar en dicho caso una distribucién espacialmente
continua de la presién p, puede aplicarse el teorema de la divergencia
(teorema de Stokes) en la ecuacién (10.30) resultando:

R= [-pmdS=[-Vp,av (10.32)

v v

y substituyendo la ecuacion (10.25) en la (10.32):

R=[-Vp, dV =[-pbdV ==[pbdV =Wé, =Eé,
Vv

vV 4

(10.33)

We,

donde E es el empuje hacia arriba sobre el sélido sumergido y W es el peso
del volumen del fluido desalojado (ver Figura 10-6 b)).

Es decir:

Empuje hacia arriba = peso del volumen del fluido desalojado
E W

(10.34)

con lo que queda demostrada la primera parte del teorema de Arquimedes.
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Sin pérdida de
generalidad, puede
suponerse el origen del
sistema de ejes
cartesianos situado en

G.
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3) Recta de aplicacion del empuje:

Consideremos ahora el momento M§ del empuje E con respecto al centro de
gravedad, G, del volumen de fluido desalojado (ver Figura 10-7):

Volumen
de fluido
desalojado
Figura 10-7
Teorema
dela
diivergencia
M¢ = jxx(—pon)ds = jxx(—pOV)dV=—jxpr0dV
14 4 14
G )
[ME ]i = _Jegkajpo”kds = _J.7<eijkxjp0 )dV =
v % ox;
3 (10.35)
X ap
=—|e, —Lp.dV—|e,x —2dV=—|e,5,p,dV —
I_[ ijk axk Py l ijk /axk .l[ ik 9 jk Po
€ =0
dp, ap, .
—le,x,. —dV=—|e,x, —dV ie{l,2,3
J ik axk _’[ ik axk { }

y sustituyendo la ecuaciéon fundamental de la hidrostatica (10.25) (Vp, =p,b),
en la ecuacién (10.35), resulta finalmente:

M =—[(xxVp,)dV ==[(xxp,b)dV =-M]; =0
Vv 14

-

M3

donde My, es el momento del peso del fluido desalojado respecto a su centro

(10.36)

de gravedad G, el cual, por definicién de centro de gravedad, es nulo. En
consecuencia el momento del empuje E respecto al centro de gravedad del volumen de
[fluido desalojado es también nulo y puede concluirse que la recta de aplicacién del
empuje pasa por dicho centro de gravedad, tal como establece la segunda parte
del Principio de Arquimedes.

Ejemplo 10-1 — Aplicacion al estudio de equilibrio de silidos en flotacion. Equilibrio
estable e inestable.

Consideremos un medio en flotacién, en equilibrio, y las dos siguientes

situaciones:

a) E/ centro de gravedad del sélido (centro de carena) estd por debajo del centro de gravedad
del fluido desalojado (centro de empuje), ver Figura 10-8:
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En este caso, cualquier perturbacion (inclinacion) tiende a crear un momento
M =Wd de sentido recuperador hacia el estado de equilibrio inicial. Se trata de
equilibrio en flotacion estable.

Centro de gravedad _
del fluido desalojado | n 4\Wd— recuperador
%W *E f perturbaciér% ﬁ# /:

Centro de gravedad
del solido

Figura 10-8. Equilibrio en flotacién estable

b) E/ centro de gravedad del solido (centro de carena) estd por encima del centro de gravedad
del fluido desalojado (centro de empuje) (ver Figura 10-9):

En este caso, cualquier perturbacion (inclinaciéon) tiende a crear un momento
de sentido volcador M =Wd que aleja al sélido flotante del estado de
equilibrio inicial. Se trata de eguilibrio en flotacion inestable.

Centro de gravedad Wd = volcador
del solido +

%W |W f_ perturbaciér% m A
-t £ T 3}

Centro de gravedad

del fluido desalojado ¥ -

Figura 10-9. Equilibrio en flotacién inestable

La colocaciéon de masas pesantes (lastres) en la quilla de los barcos responde a la
busqueda de una mejora en la estabilidad en flotacién de los mismos.

10.3 Dinamica de fluidos: fluidos perfectos
barotrépicos

En el caso mas comun, la velocidad no es ni uniforme ni estacionaria
(v=v(x,t)), por lo que, en general, la aceleracion no sera nula (a(x,?)#0).
Tampoco seran nulos, por consiguiente, ni la divergencia de la velocidad

not
(V-v=#0) ni el tensor gradiente de la velocidad (V® v =Vv==0).
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NOTA

No hay que confundir
un estado tensional del
tipo hidrostatico
(tensor de tensiones
esférico) con un
régimen de movimiento
hidrostitico (velocidad
nula o uniforme)

Definicion:
Fluido perfecto:

Fluido newtoniano caracterizado porque las viscosidades A y W (ver

ecuacion (10.14)) son nulas.

o=—-pl+ATr(d)+2ud
=0=—pl
o -

. V.6=-Vp (10.37)
6:d=-pl:d=-pTr(d)

y el estado tensional para un fluido perfecto es del tipo hidrostatico.

Definicion: I
Fluido barotripico:

La temperatura no interviene en la ecuacion cinética de estado (10.9).

F(p,p,0)=F(p,p)=0=p=p(p)

10.3.1 Ecuaciones del problema

Teniendo en cuenta las hipétesis de fluido perfecto y barotropico, las
ecuaciones de la dinamica de fluidos devienen:

a) [Problema mecanicol

1) Ecuacion de continuidad:

% +pV-v=0 (1 ecuacion) (10.38)

2)  Balance de la cantidad de movimiento (ecuacion de Euler):

-Vp+pb=p % (3 ecuaciones) (10.39)

3)  Ecuacion cinética de estado:

p=p(p) (1 ecuacién) (10.40)

Se trata de un problema con cinco ecuaciones y cinco incognitas (p,V, p) que
puede resolverse de forma desacoplada del problema térmico.

b) [Problema térmico|

1) Ley de Fourier
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q=-kV0 = V.q=—kV-(V8)=—k V20 (3 ecuaciones) (10.41)

2)  Ecuacidn de la energia

du -
pg =1VJ+PF+k \ALC) (1 ecuacién) (10.42)
c:d -Vq

3) Ecnacion caldrica de estado

u=u(p,0) (1 ecuacion) (10.43)

Se trata de un problema de cinco ecuaciones con cinco incdgnitas
(q(x,1),0(x,t), u(x,t)) que puede calcularse wuna vez resuelto el problema mecdnico y

conocido el campo de velocidades v(x,#), de densidad p(x,f) y de presién
p(x,0).

Observacion 10-2

Un formato general del problema de mecanica de fluidos incluye a la
conductividad térmica K entre las viscosidades (en un sentido
generalizado) del problema. La definicién de un fluzdo perfecto como un
Sluido  sin - viscosidad supone, en este contexto, la anulacién de la
conductividad térmica (k=0), con lo que la ecuacién (10.41)
conduce a q=-kVO=0 y el problema térmico se reduce a las

ecuaciones (10.42) y (10.43).

10.3.2 Resolucién del problema mecanico bajo fuerzas masicas
potenciales. Trinomio de Bernouilli

Consideremos ahora el problema mecanico para el caso particular de fuerzas
mdsicas potenciales (las fuerzas masicas derivan de un potencial ¢):

‘Fuerzas masicas potenciales — b(x,7) =-Vo(x, ) ‘ (10.44)

Para el caso particular de un potencial gravitatorio con el eje de actuacién de la
gravedad actuando en el sentido opuesto al eje z se tiene:

0
O(x,y,z,0)=gz=b=-Vo=| 0 (10.45)
-g

Observacion 10-3
Lema 1:

Para un fluido barotrépico (p=p(p)) existe una funcién

P(x,1)=P(p(x,1)), que cumple:
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Demostracion:

Definiendo la funcion P(x,#) mediante:

P

B0 =B(pxn)= [ ap

0

se cumplira:

IP(x,t) _ P op
ox; dp ox;
5 1
V] = ZWpl =——[vp], reftazyf = VE= VP
P» p(p)
1
p(p)

(10.46)

(10.47)

Obsetvacion 10-4

L ema 2

V-VVZZO)XV+V(;V2J

donde 2=V x v es el vector vorticidad.

Demostracion:
ov ov. 9 J
RECORDATORIO V., V.
— - (VW) =v, —=v,| = - |+V, ==
Se utilizan aqui los / o, dx;  Ox; ox;
siguientes resultados -
obtenidos 2w./i
anteriormente (ver ) V. )
capitulo 2) =2V, W Vv, =22V, W v, =26, V0, +V, =
A - ox; X, —— ox;

a)wji =—Wy; = Wi €1 Vil
=[Viv]|. = 0 1 1

[ i =2e;, v, 0, +a—(— viv, ) =[2ox v]j + V(v2 je{l,23} =

1fov, o, o] Y S 2
=—] —— vVvV=v

2| dx;  ox,

V-VV=2(0><V+V(;V2)

b) Wi = =€ 0

ovi=v=v-v
Considerando ahora la ecuacion de Euler (10.39):
dv

dv 1
-Vp+pb=p— = -——Vp+b=—
pEpb=p— o p i

y substituyendo las ecuaciones (10.45) y (10.47) en la ecuacién (10.49):
dv _ odv

av 1,
-VP-Vo=— -Vv=—-+2 V| -
(0] i > +v-Vv o +20XVv+ (2V )

(10.48)

(10.49)

(10.50)
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RECORDATORIO

En régimen
estacionario las
trayectorias y las lineas
de corriente coinciden.

donde se ha tenido en cuenta el resultado (10.48). La ecuacion (10.50) puede
ser reescrita ahora como:

_[V]P’+V¢+V(;v2]]=g:’+2mxv:> (10.51)

Ecuacion de movimiento para : 3
un fluido perfecto barotrépico — — V[P +¢+ 5 v’ :l = a—: +20XV

. 10.52
bajo fuerzas masicas potenciales ( )

Trinomio de
Bernouilli

La ecuacién (10.52) es la forma particular que adopta el balance de la cantidad
de movimiento (ecuacién de Euler (10.39) para fluidos perfectos, barotrépicos
bajo fuerzas masicas potenciales.

10.3.3 Solucion en régimen estacionario

La resoluciéon del problema mecanico (10.38) a (10.40) tendra en general un
régimen transitorio en el que la descripcion espacial de las variables mecanicas
evoluciona con el tiempo, y un 7égimen estacionario, en el que dicha descripcion
espacial es, aproximadamente, constante a lo largo del tiempo (ver Figura

10-10). V(X,t)

Y

‘ Régimen Régimen
transitorio estacionatio

Figura 10-10 — Régimen transitorio y estacionario
Consideremos ahora la ecuacion del movimiento (10.52) en #égimen estacionario:

al:

5 0 :—V[P+¢+;v2}:2w><v (10.53)

y una linea de corriente I': x=xX(s) parametrizada en funcién de su longitud

de arco s (ver Figura 10-11). Proyectando (multiplicando) la ecuacién (10.51)
en la direccién de la tangente t ala linea de corriente, tendremos:

g Ly X _dxds
V »

T dt dsdr

5 L=
r

t_dx

Figura 10-11 — Linea de corriente
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—VI:P+¢+;V2:|=2(0XV =~(VM)- v =Q2wxv) v=0=

L2z | dxds ;w—JZO (10.54)
M(x) ds dt
dx dM
VM( (s )) - Z=0
BM(x(s))@_diM_O Vxel = ’M(x):ctte Vxe F‘ (10.55)
ox; ds ds

y la ecuacién (10.55) puede escribirse:

[]P +0 +;V2:|(x) =ctte. VxeT (10.56)

que establece que e/ trinomio de Bernonilli permanece constante sobre una misma linea de
corriente T,

Observacion 10-5

Notese ahora que la ecuaciéon (10.56) ya no es una ecuacidén
diferencial, sino una ecuacién (escalar) algebraica ya integrada. Dicha
ecuacién permite, por consiguiente, obtener una de las incégnitas del
problema mecanico conocidas las demas.

10.3.3.1Solucién en régimen estacionario para fluido incom-

presible y fuerzas masicas gravitatorias

Consideremos ahora el caso particular de fluido barotrépico que ocurre
cuando:

)

b)

ya 1, p lv

El fluido es ncompresibid
p=p(p)=p, =ctte (10.57)

En este caso la funcién P(p) de la ecuacion (10.46) puede integrarse,

resultando:

4 1 1 4
P =|— — 10.58
(””lp@ mi (10.58)

[Las fuerzas masicas potenciales son del tipo gravitatorio|

De acuerdo con la ecuacién (10.45):
0
b=gz  b=-Vo=| 0 (10.59)
-8
Substituyendo las ecuaciones (10.58) y (10.59) en la expresion del trinomio
de Bernouilli (10.506), se tiene:

2 def
+gz+5v =cttee. =z+—+——=H=ctte Vxel (10.60)

Po Pog 2 g
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Los términos de la ecuacion (10.59) tienen dimensiones de longitud (altura) y
pueden interpretarse como:

Teorema de Bernouilli

p 1 V2 def
- 4 _r + —— = H =ctte Vxel 10.61
— P& 2g (1061
Altura Altura Altura Almura

geometrica  pjezométrica  energética total

RECORPATORIO Observacion 10-6

La palabra piezomiétrica
proviene del prefijo Teorema de Bernouilli:
piezo = presion. ., . -
La ecuacion (10.61) constituye el llamado Teorema de Bernouilli (para

un fluido perfecto, incompresible, bajo cargas gravitatorias y en
régimen estacionario) que establece que /& altura geométrica miis la altura
piezomiétrica mis la altura energética es constante en fodos los puntos de una
misma linea de corriente (ver Figura 10-2).

AR
A2
_________ . — =alturaenergética _____|
...... -—~_y 28 T
B H
: p . L. .
______ - —— =altura piezométrica
............................. - Po&
............... Yoo
( v z = altura geométrica Y
s
Linea de corriente T’
Figura 10-12

Observacion 10-7

El agua es generalmente considerada en ingenierfa como un fluido
perfecto e incompresible, y la ciencia que la estudia se denomina
hidranlica. Puesto que, en general las fuerzas masicas son de tipo
gravitatorio, el Teorema de Bernouilli es aplicable en general en la
resolucion de problemas estacionarios en hidrdnlica.

Ejemplo 10-2 — Para el depdsito de agna de la fignra, calcular la velocidad de vertido, en
régimen estacionario, por un pequefio orificio lateral situado a wuna distancia h del nivel
superior de agua.

Resolucion:

Se trata de un fluido perfecto e incompresible en régimen estacionario bajo
carga gravitatoria y es, por tanto, aplicable el Teorema de Bernouilli.
Consideremos una linea de corriente que va desde un cierto punto A, de la
superficie, al punto B del orificio de salida (ver (Figura 10-13)).
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g S =0
v,=0
C zy=h
— A
z B Ps = Pum =0
h Vg =V
: (\ZB:
s R
5 B X

Figura 10-13

Aplicando el Teorema de Bernouilli entre los puntos A y B (considerando que
la velocidad en la superficie libre del depésito es practicamente nula, si su
didmetro es mucho mayor que el del orificio de salida, y despreciando la
presion atmosférica P, =0):

VR N T RN )
-~ Po& g 7 P8 2 g

10.3.4 Solucidn en régimen transitorio

En régimen transitorio las variables mecanicas (su descripcion espacial)
dependen del tiempo (ver Figura 10-10). El punto de partida para la resolucién
del problema serd la ecuacién de balance de la cantidad de movimiento (10.52):

—V[P+¢+;v2]=gj+2mxv (10.62)

En algunos casos la solucién de dicha ecuacién en régimen transitorio es
particularmente sencilla. A continuacién se veran algunos de dichos casos.

10.3.4.1 Flujo potencial (irrotacional)
Se considera el caso de:
e fluido perfecto
e fuerzas masicas potenciales
e flyjo irrotacional.

Definicion:

Fiujo irrotacional:

Se dice que el movimiento (flujo) de un cierto fluido es itrotacional (o
potencial) si el rotacional del campo de velocidades es nulo en
cualquier punto del mismo.
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NOTA

Puede demostrarse
que, dado un campo
vectorial y(x,7)
irrotacional, es decir,
cumpliendoVxv=0,
existe una funcién
escalar X(Xat)
(funcién potencial) tal
que v=Vy(x,t)-
Evidentemente , puesto
que VxV(e)=0,sc
cumple queV x v =

=VxVy(x,t)=0

En otras palabras, para un flujo irrotacional el vector vorticidad es nulo:
Vxv(x,t)=0
o(x,1) =%V>< vxn=of 7% V!

Flujo irrotacional — (10.63)

Si el flujo es irrotacional, de la ecuaciéon (10.63) se infiere que existe una
funcion escalar (denominada potencial de velocidades y(x,7)) que cumple:

v(x,1)=Vy(x,1) (10.64)
Notese que, en este caso, el campo wvectorial v(X,t)queda determinado en
funcion del potencial escalar de velocidades y(x,7) (que pasa a ser la incognita

primal del problema). Substituyendo las condiciones (10.63) y (10.64) en la
ecuacion (10.62) se tiene:

1 ov ov 0 Y
~V|P+o+—Vv? |=—+2@xv="-=—(Vx(x,1))=V() =
[Provgv =520 =g=tmen=vGh= o
[ 1 ax}
VIP+¢+—v> +2|=VM(x,t)=0
[ o4y Gt VMD)
- M (x.t) Vx Vi (10.66)
XD o e 123
ox;
ecuacion que puede ser trivialmente integrada llegaindose a:
M(x,t):IP’+¢+%v2+%:(p(t) (10.67)
Definiendo un potencial de velocidades modificado (x,7) de la forma:
def t V% = VX = V(X, t)
X0 =x(xn-[e(mdt = {9x _ (10.68)
=L (1)
0 o ot
y substituyendo las ecuaciones (10.68) en la (10.67):
P+¢+1v2+a—x—(p(t):0=> 1P+¢+1(VX)2+8—X:0 Vx Vit
2 ot 2 ot (10.69)
9L
ot
que es la ecuacion diferencial de los transitorios hidranticos.
El problema mecanico queda entonces definido por:
1) LEmaﬂ'o'ﬂ de mnfz'ﬂm'daaf
dp dp — dp 21—
—+pV-v=—1+pV-(V))=0= |—+pVx=0
g TPViv=_ oD (V) PV (10.70)

V¥
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NOTA

Se define aqui el
operador diferencial

Laplaciano de (e)como:

A(®)=V -V(5) =
9%(s)

=V2 e)=
® ox; ox;

2) ‘Bﬂ/ﬂﬂﬂ’ de la cantidad de movimiento (ecnacion de los transitorios /azlz’réﬂ/z'md

P(p,p)+¢+%(VX)2+%=O Vx Vi (10.71)

3) \Ecunacion cinética de estadd

p=p(p) (10.72)

que constituyen un sistema de tres ecuaciones escalares con tres incognitas
(p(x, t),p(x,t)yi(x,t)) que puede ser integrado en un dominio de R*XR, .
Una vez conocido el potencial %(x,¢) puede calcularse el campo de velocidades
mediante:

v(x,1) = Vy(x,1) (10.73)

10.3.4.2 Flujo potencial e incompresible

Se considera ahora el caso de:
e fluido petfecto
e fuerzas masicas potenciales
e flujo irrotacional (potencial)
e flujo incompresible

Al tratarse de un flujo incompresible de las ecuaciones (10.46) y (10.70):

P
1
dp ]P(P):J‘fdﬁzi
P=0=p=p, - o P(@) T po (10.74)
not
Vi =Ax=0

y las ecuaciones del problema mecanico (10.70) a (10.72) resultan ser:

1) LEMM[Z'O,” de mnfz'ﬂm'daaf

(10.75)

2) Balance de la cantidad de movimiento (ecuacion de los transitorios hidrinlicos)

£+¢+%(V@2+%§=0 vx Vt (10.76)

0

que constituyen un sistema de dos ecuaciones escalares con dos incognitas ( p(X, 1)

y %(x,7)) que puede ser integrado en un dominio de R*XR,. En régimen
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estacionatrio el término

sistema, por lo que éste puede ser integrado en R”>.

at =0 y desaparece cualquier derivada temporal en el

10.4 Dinamica de fluidos: fluidos viscosos
(newtonianos)

Consideremos ahora el problema general descrito por las ecuaciones (10.1) a

(10.9):
. dp

Continnidad " +pV-v=0 (Tec) | (10.77)
Ba/alm.e de la cantidad de V.G+pb= pﬂ (3 ec) (10.78)
movimniento dt
Balance de energia p% =o0:d+pr-V-.q (Tec) (10.79)
Ecnacion constitutiva

. c=—pl+ATr(d)1+2ud (6 ec.) (10.80)
mecanica
Ecuacion constitutiva de la

=s(d,0, 1 ec. .

entropia s =5(d,8,p) (1 ec) (10.81)
Ecnacion de conduccion del q=-kVve (3 ec) (10.82)
calor
Ecuacion caldrica de estado u=ulp,0) (1 ec) (10.83)
Ecnacidn cinética de estado F(p,p.8)=0 (1. ec) (10.84)

Tabla 10-1 Ecuaciones del problema de Mecanica de Fluidos

que constituyen un sistema con 17 ecuaciones y 17 incognitas. Dicho sistema
es demasiado grande para ser tratado eficazmente y se plantea encontrar un
sistema de ecuaciones reducido que permita una resoluciéon mas simple.

10.4.1 Ecuacion de Navier-Stokes

Esencialmente es la ecuaciéon del movimiento (10.78) expresada unicamente en
funcién del campo de velocidades v(x,¢) y de presion p(x,1) .

Observacion 10-8

Lema 1:

Vod=tAv+iv(v.v)
25

donde d(x,¢?) es el tensor velocidad de deformacion.
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Demostracion:

o0V, 2y v,
[Vd]:idl:i l aV,+L :l J Vi +l A =
Toox, 7 ow | 2(ox;, o 2 ax,.axj 2 0x;,0x,

1

1aav+lazv] 19

S0 . —— (V- A =
2 dx; ax, 2 0x;dx; 2 0x; V-v+s 2 _VV_, = (10.85)
Vv Av, [V(V-V)]j

= B Av + %V(V : v)]j je{12,3}

V~d:;Av+;V(V~v) (10.86)

Obsetvacion 10-9
Lema 2

Dada una funcién escalar olx,?) se cumple:

Demostracion:

(0,
(O‘ )_ay;ﬂ %_[Voq i€ {123} = (10.87)

(o

Substituyendo la ecuacién constitutiva (10.80) en la ecuacion (10.78) y teniendo
en cuenta las ecuaciones (10.86) y (10.88):

0'=—p1+7»Tr(d)1+2ud}
dv =
V-o+pb=p—
P pdt

[V (D], =

V.6=-Vp+AV(Tr(d))+ AV +pV[V - v] (10.89)
\ﬂ_—/

N VIV-v]

V~0'+pb=—Vp+(k+u)V[V~v]+uAv+pb=p%

Ecuaciones de Navier - Stokes

d

~Vp+ (A +LV[V - v]+pAv+pb = pj: (10.90)
p 9%v d%v. av, .

-+ (+ 4 L ypb = ! 1,2,3
o H )2 Wowar, PP 1123

i i
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10.4.2 Ecuacion de la energia

Se trata de eliminar ¢ y q de la ecuacion (10.79) substituyendo en la misma las

ecuaciones (10.80) y (10.82). Para ello recordando la expresion de la potencia
tensional para un fluido newtoniano (ver capitulo 9):

o:d=W,+2W, =—pV-v+X Tr*(d)+2ud :d’ (10.91)
donde d’ es la parte desviadora del tensor velocidad de deformacion, y la ley
de Fourier:

q=-kV6=V . -q=-V-(kV0) (10.92)
Substituyendo ahora en la ecuacion (10.79), se tiene:
p%zczd+pr—V~q:> (10.93)
Ecuacion de la energia
w,
du
—=-pV-v+pr+V-(kV0)+ X 7r*(d) + 2ud’: d’
p— =PV vHpr+V-(kVO)+ X Tr(d) + 21 (1094)
2
du v, d(, 0 v,
—=-p—+pr+—|k— [+ K| — | +2ud; d;
pdt paxi Pr axi( Bxi] (axiJ 2y dy

10.4.3 Ecuaciones de gobierno del problema de mecanica de
fluidos

Considerando las versiones simplificadas del balance de la cantidad de
movimiento (ecuaciones de Navier-Stokes (10.90) y de la energfa (10.94)) el
problema de la Tabla 10-1 puede ser reducido al de la Tabla 10-2, que
constituyen un sistema de siete EDP’s con siete incognitas (p(X,t),

v(x,1), p(x,1),,u(x,t),0(x,t)) que debe ser resuelto en un dominio de R’ xR, .

Continnidad % +pV-v=0 (lec)| (10.95)
Balance de la
cantidad de _av
oo ~Vp+(A+u)V[V v]+pAv+pb=p o (Bec)| (10.96)
(Navier-Stokes)
du
p—=-pV-v+pr+V-(kVo)+
Balance de energia dt (kve) (lec)| (10.97)
+ K Tr*(d)+2ud :d’
Ecuacion calorica de _
vstadds u=u(p,0) (Tec)| (10.98)
Ecuacion cinética de _
etde F(p,p,0)=0 (lec)| (10.99)

Tabla 10-2 Ecuaciones de gobierno del problema de mecanica de fluidos

Para el caso particular de régimen barotripico (p=p(p)) puede desacoplarse la
parte mecanica de la parte térmica en las ecuaciones  (10.77) a (10.84),
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resultando e/ problema mecanico de la Tabla 10-3 con cinco ecuaciones y cinco
incégnitas (p(X,1), v(X,1), p(X,1)).

Continnidad % +pV-v=0 (1 ec)| (10.100)
Balance de la

cantidad de _ v

ovimiento —Vp+(A+W)V(V-v)+UAV +pb = pE (3 ec)| (10.101)

(Navier-Stokes)

Ecuacion cinética de

estado

p=p(p) (Lec)| (10.102)

Tabla 10-3 Ecuaciones del problema mecanico para régimen barotrépico

10.4.4 Interpretacion fisica de las ecuaciones de Navier-Stokes y
de la energia

Consideremos las ecuaciones de Navier-Stokes (10.90):

—Vp+(k+u)V(V~v)+uAv+pb—p%:0

_%,

1

——
a

[(L+WV(V V) +DAY], +pb, —pa, =0 ie{1,23}

(10.103)

Cada uno de los términos de la ecuacién (10.103) puede ser entendido como
una componente de un sistema de fuerzas (por unidad de volumen) que actia
sobre un diferencial de volumen del fluido en movimiento:

-Vp
—

Fuerzas

debidas al

gradiente de
presiones

- —[A+uV(V-v)+uAv]+ pb + —pa =0
[—— —

Fuerzas viscosas Fuerzas Fuerzas
ejercidas por masicas de inercia
contacto entre

particulas (=0 cuando

A=p=0)

(10.104)

En la Figura 10-4 puede apreciarse la proyeccién en la direccién x; de cada

una de las mencionadas componentes.

dx,
fe————————————»

p+

X, —[(A+)V(V - v) +pAv],

Figura 10-14

P dx;
ox

i
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La ecuacion de la energia (10.94) también puede ser interpretada como se indica en

la Tabla 10-4.

2w,
p% =—pV-v+pr+V-(kVe)+X Ir*(d)+2ud’:d’
du _ Variacion de energia interna
P dt u. de volumen - u. de tiempo
RECORDATOR'O a@dv) ~ Variacién de volumen
ddv) _ (V-v)dV V.oy=_1dt u. de volumen - u. de tiempo
dt dv
(ver capitulo 2 apartado pd(dV) _ Trabajo mecanico de la presion termodinamica
2143 T - _ ~
) _pVv=— dt u.de volu@en u. de tiempo
dv (ver Figura 10-15)
Calor generado por las fuentes internas y la conduccion
pr+V-(kV6) == P nasy
u.de volumen - u. de tiempo
_ C Trabajo mecénico de las fuerzas viscosas
2W, =6, :d = Pot. disipativa = .
u. de volumen - u. de tiempo

Tabla 10-4 Interpretacion fisica de la ecuacioén de la energfa

Figura 10-15

10.4.5 Reduccién del problema general a casos particulares

Las ecuaciones de gobierno de la Mecanica de Fluidos de la Tabla 10-2, pueden

simplificarse para ciert

os casos que son de particular interés en la Ingenierfa.

10.4.5.1 Fluidos incompresibles

En este caso ocurre:

L
dr :{p:p‘) e (10.105)
%ﬂJV-V:O V-v=Tr(d)=0

y substituyendo las ecuaciones (10.105) en la Tabla 10-2 se obtienen las
ecuaciones de gobierno de la Tabla 10-5.
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Continuidad V.v=0
Problema
Mecanico dv
Ecnaciones de Navier-Stokes -Vp+uAv+pb=p, 7
Balance de energia Po ﬂ=p0r+V -(kVO)+2ud’:d’
Problema dt
Térmico
Ecnacion caldrica de estado u=u(p,,0)
Ecnacion constitutiva o=-pl+2ud

Tabla 10-5 Fluidos newtonianos 1ncompr651bles Ecuaciones de gobierno

10.4.5.2 Fluidos con viscosidad volumétrica nula (Fluidos de
Stokes)

En este caso:

9<=k+§u=0:> 7\.=—§H:> 7»+u=%u (10.100)
20, =K Tr*(d)+2ud:d"=2ud":d’ (10.107)
=0 '

y substituyendo las ecuaciones (10.106) y (10.107) en la Tabla 10-2 se obtienen
las ecuaciones de gobierno de la Tabla 10-6.

Continnidad (Zip +pV-v=0
Ecnaciones de Navier-Stokes -Vp+ 3 LLV[V -V]+UAV +pb=p %
Balance de energia p%= -pV-v+pr+V-(kVo)+2ud :d’
Ecuacion caldrica de estado u=u(p,0)
Ecnacion cinética de estado F(p, p,0)=0

Ecnacion constitutiva o=-pl-= u Tr(d)1+2ud

Tabla 10-6 Flmdos de Stokes. Ecuac10nes de gobierno

10.4.5.3 Fluidos perfectos

Para fluidos petfectos (sin viscosidad) A=p=XK=0. Substituyendo dicha
condicién en la Tabla 10-2, se obtiene el problema de la Tabla 10-7.
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Continuidad % +pV-v=0
Balance de la cantidad de moviniento —Vp+ ob= dv
(Ecnacion de Enler) pT pb=p dt
Balance de energia p % =-pV-v+pr
Ecuacion caldrica de estado u=u(p,0)
Ecunacion cinética de estado F(p, p,0)=0
Ecunacion constitutiva o=-pl

Tabla 10-7 Fluidos perfectos. Ecuaciones de gobierno

10.4.5.4 Hidrostatica

En este caso se tiene (ver ecuaciones (10.20)):
dv

a_Ezo ; Veov=0 P=Py 5 P=Dy G=—p01 (10108)
por lo que las ecuaciones de la Tabla 10-2 se reducen a las de la Tabla 10-8.
Problema | Balance de la cantidad de movimiento —Vp, +p,b=0
Mecanico | (ecuacion fundamental de la hidrostdtica) PoTPo
, du

Balance de energia Po e p,r+V-(kVo)
Problema !
Térmico

Ecnacion caldrica de estado u=u(p,,0)

Ecnacion constitutiva c=-p,1

Tabla 10-8 Hidrostatica. Ecuaciones de gobierno

10.5 Condiciones de contorno en la meca-
nica de fluidos

Las ecuaciones de gobierno del problema de Mecanica de Fluidos, presentadas
en apartados anteriores, necesitan las adecuadas condiciones de contorno para
ser resueltas correctamente. En general, en los problemas de Mecanica de
Fluidos se utiliza la descripcidn espacial (o euleriana) y se analiza un determinado
volumen de contro/ (fijo en el espacio), en cuyo contorno se aplican las
condiciones de contorno espaciales. Aunque dichas condiciones de contorno
son muy variadas, y frecuentemente dependientes del tipo de problema, en los
siguientes apartados se presenta un resumen de las mas comunes.
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10.5.1 Condiciones de contorno en velocidades

a) Velocidad prescritd

En ciertas partes I'; del contorno del volumen de control ¥ que se analiza,
las velocidades son conocidas (ver Figura 10-16).

V(x,)=V(x,/) Vxel|] (10.109)

Figura 10-16 — Condiciones de contorno en velocidades

b) (Condicién de impenetrabilidad

Normalmente, parte del contorno del volumen de control V esta constituido
por paredes impermeables, I', , que se suponen impenetrables por el fluido de
su interior. La expresion matematica de dicha situaciéon es la denominada
condicion de impenetrabilidad, que establece que la velocidad relativa del fluido, v,

respecto a la pared impermeable (supuesta mévil con velocidad v') en /a
direccidn normal al contorno debe ser nula (ver Figura 10-17):

=—v-n=vV - Vxe T
an=vn =y o Vxel, = (10.110)
fluido  pared
v, n=(v-v')n=0  Vxel, (10.111)

Para el caso particular de contorno fijo la condicion (10.111), se reduce a
(V* :O)=>V~n=0 Vxel, .

Figura 10-17
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Obsetvacion 10-10

La condiciéon de impenetrabilidad suele aplicarse para fluidos perfectos

(sin viscosidad) en los que se supone que la componente tangencial de
la velocidad relativa fluido-pared v, (ver Figura 10-17) es no nula.

¢) Condicién de adherencial

Si el fluido es viscoso suele imponerse que, en las paredes impermeables, no
solamente se anula la componente normal de la velocidad relativa fluido-pared,
sino que, por efecto de la viscosidad, el fluido se adbiere a la pared (ver Figura
10-8), por lo que la velocidad relativa fluido-pared v, es nula:

v,(x,f)=v-v' =0 Vxel, = |v=v" Vxel, (10.112)

r

Figura 10-18

10.5.2 Condiciones de contorno en tracciones (o en presiones)

En ciertas partes T, del contorno puede prescribirse el vector de tracciones
6-n=t (ver Figura 10-19).

t(xH=cn=t(x1) Vxel, (10.113)

Figura 10-19

En ciertas circunstancias se prescribe solamente una parte del vector de
tracciones como es la presion  termodindmica. En efecto, para un fluido
newtoniano se tiene:

o=—-pl1+ATr(d1+2ud= t=0c-n=—pn+ATr(d)n+2ud-n (10.114)
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NOTA

En general, en los
problemas de Mecdnica
de Fluidos en los que
aparecen superficies
libres, la posicion de las
mismas no se conoce y
las caracteristicas
geométricas de dicha
superficie pasan a ser
una incégnita del
problema.

y la ecuacién (10.114) pone de manifiesto que la presiéon termodinamica p es

una parte de la componente normal del vector de tracciones t. La prescripcion
de la presién termodinamica sobre una parte del contorno T se escribe:

p(x,0)=p (x,1) VxeTl, (10.115)

10.5.3 Condiciones de contorno mixtas

En ciertos casos (como en las secciones de entrada o de salida de tubetfas) se
prescribe la presiéon (una parte de la componente normal de la traccion) y las
componentes Zangenciales de la velocidad (que se suponen nulas, ver Figura
10-20).

Figura 10-20

10.5.4 Condiciones de contorno sobre superficies libres

Definicion

Superficie libre:

Es la superficie de contacto entre el aire (ambiente) y un fluido

(generalmente el agua).

Ejemplos de superficie libre son la superficie del mar (ver Figura 10-21) o la
superficie que separa la parte saturada de la no saturada en un talud o en una
presa de materiales sueltos (ver Figura 10-22).

z
A - {\ Superficie libre :T;
A_m,/t"/\_

D z=0(x, p,2,0)

z =77(x,y,t) =cota

de la superficie libre

Figura 10-21 — Superficie libre del mar

Una hipétesis con claro sentido fisico frecuentemente realizada sobre la
superficie libre es que se trata de wna superficie material (constituida siempre por
las mismas particulas). Dicha hipétesis establece implicitamente ciertas
condiciones de contorno sobre el campo de velocidades en la superficie
material I, . En efecto, considerando la superficie libre de la Figura 10-21:
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UL

NOTA

En general, se deprecia
el valor de la presion

atmosférica (P,

=0)

I, ={x| ¢xy,2zt)=z-m(x,»,t)=0} (10.116)

e imponiendo el caricter material de la misma (derivada material nula, ver
Capitulo 1, apartado 1.11):

do _ 0o an om om 90
— =" . il il il | X0
a o VO T T e 07 (10.117)

on on on
VZ(X,Z‘):E g‘f‘ yg Vxe rsl (10118)

condicién que establece una dependencia de la componente vertical de la
velocidad v, con respecto a las demas componentes v, y v, .

atm

Superficie libre

L
EEi e H% m

Figura 10-22 — Presa de materiales sueltos

Otra condiciéon de contorno frecuentemente establecida sobre las superficies
libres es que en las mismas la presién termodinamica es conocida e igual a la
presion atmosférica:

p(x,=P,, Vxel, (10.119)

La ecuacién (10.119) permite, en ciertos casos, identificar la posicion de la
superficie libre (una vez conocido el campo de presiones) como el lugar
geométrico de los puntos del fluido en los que la presion es igual a la presion
atmosférica:

Ecuacion de la
Z _{X | p(X t) atm :O} (10120)

superfice libre

10.6 Flujo laminar y flujo turbulento

10.6.1 Flujo laminar

Las ecuaciones de la Mecanica de Fluidos descritas en los apartados anteriores
son validas para cierto rango del movimiento de los fluidos que se denomina
flujo (o régimen) laminar. En esencia el flujo laminar viene caracterizado
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fisicamente por el hecho de que el fluido se mueve en capas paralelas que no se

mezclan entre si (ver Figura 10-23). Vortices

Figura 10-23. Flujo laminar alrededor de un obsticulo

El caracter laminar del flujo viene generalmente identificado por el
denominado nimero de Reynolds R, :

[ def L
Numero de Reynolds — R, = VX

v

V = velocidad caracteristica del fluido

L =longitud caracteristica del dominio analizado (10.121)

v = viscosidad cinematica (v = E).

de tal forma que valores pequefios del numero de Reynolds caracterizan dichos
flujos laminares.

10.6.2 Flujo Turbulento

Cuando la velocidad aumenta y la viscosidad disminuye, el nimero de
Reynolds (10.121) aumenta. Para valores crecientes de dicho nimero se
observa que el flujo laminar inicial se desordena y se vuelve altamente
inestable. El flujo puede entonces ser entendido como una situacién en la que
tanto la tensién como la velocidad v(x,#), en un punto dado del espacio,
fluctian rapidamente y de forma aleatoria a lo largo del tiempo y alrededor de
un valor medio V(x, ) (ver Figura 10-24). Esta situacion se define como de flujo

(o régimen) turbulento.

. (x, t) Flujo laminar

\/

Flujo turbulento

Figura 10-24

Aunque las ecuaciones del problema de Mecanica de Fluidos en general, y las
ecuaciones de Navier-Stokes en particular, siguen siendo validas en régimen
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turbulento, ciertas circunstancias (como las dificultades del tratamiento
matematico del problema y la imposibilidad de caracterizar experimentalmente
las rapidas fluctuaciones de las variables del mismo) imponen un tratamiento
singular para el flujo turbulento. La caracterizacién matematica del régimen
turbulento se hace entonces a través de los denominados mwodelos de turbulencia.
En esencia, dichos modelos se basan en aislar los valores medios de los
campos de velocidades y presiones de sus fluctuaciones y en obtener
ecuaciones de gobierno del problema en términos de aquellos.






11 Principios
variacionales

11.1 Preliminares

El calculo variacional es una herramienta matematica que permite trabajar con
lo que se denomina forma integral o forma débil de las ecuaciones diferenciales de
gobierno de un problema. Dado un sistema de ecuaciones diferenciales, que
deben verificarse en forma local (punto a punto) en un cierto dominio, los
principios variacionales permiten obtener una formulacién integral (global, en
el dominio) o formulacién débil, cuya imposicién, sin embargo, garantiza el
cumplimiento de aquellas ecuaciones diferenciales. Su interés reside en que
dichas formulaciones integrales son especialmente apropiadas para el
tratamiento y resolucion del problema por métodos numéricos.

11.1.1 Funcionales. Derivadas funcionales

Definicion:
Funcional F(u): aplicacién de un espacio de funciones X, sobre el
cuerpo de los reales:

F(u):X >R
siendo X:={u(x) | u(x):R’>Q—->R"}.

En otras palabras, el funcional F(u) es una aplicacién que, a cada
elemento u(x) (una funcién escalar, vectorial o tensorial definida en

un dominio © de R®, o en general, de R") de un espacio de
funciones X le hace corresponder un nimero real.

Con un cierto abuso del lenguaje, podria decirse que un funcional F(u) es una
Sfuncion escalar cuyos argumentos son funciones u(X).

Ejemplo 11-1 — Consideremos un intervalo Q=[a,hle R y el espacio
X constituido por todas las funciones reales de variable real en el intervalo
[a,p] (u(x):[a,b]—)R) con derivadas primeras u'(x) integrables en dicho
intervalo. Ejemplos de posibles funcionales son:

b b b
F(u)= Iu(x)dx G(u)= Iu'(x)dx H(u)= JF[x,u(x), u'(x)]dx
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Definicion:

Sea X:={u(x) | u(x):R*>Q—->R"} un espacio de funciones
(escalares, vectotiales o tensoriales) sobre un dominio Q y un
funcional F(e): X >R .

Sean dos funciones u,ne X ysea €€ Run parametro (perturbacion).
Consideremos la funcién u +¢€ ne X, que puede interpretarse como
una funcion perturbada de la funcion u en la direccion M. Se define la
variacion de Gateanx: (o derivada de Gateanx) del funcional F() en la direccion
de M como:

def d

SF(u;m) = gﬂ?(u + 81’]]820

Observacion 11-1

A menudo se denota la direccién respecto a la cual se toma la
not

vatiaciéon como M = du y asi se va a hacer frecuentemente en lo que
sigue. No debe confundirse du(x) con la diferencial du(x) (en el
sentido del calculo infinitesimal) de la funcién u(x). Sin embargo, la

obtencién de la vatiacion de Gateaux de un funcional tiene en ciertos
casos ¢l mismo formalismo que la diferenciacion ordinaria de funciones y
de ahi el consiguiente peligro de confusion (ver Ejemplo 11-2).

def
Ejemplo 11-2 — Sea e/ funcional F(u) = jq)(u)dm j ©()dT". Obtener su derivada de
Q oQ
Gateanx.
Resolucion:

5F(u;5u)=iIF(u+€6u) lezo =ij¢(u+€8u) dQ
de = de

4 I(p(u+i—:5u) ar| =
de 5,

=0 =0

_ Ia¢(u+85u)_d(u+88u)dg . J-a(p(u+58u)_d(u+86u)dr .

. Ju de Ju de
| 0Q —
du =0 du £=0

8|:j¢(“)dQ+J.(P(“)dF]=J-aq;(l;l)-8u daQ+ ja(gi(l:l).gu dr
¢ o 2 Q

y puede apreciarse la semejanza formal, en este caso, de la obtencién de la
derivada de Gateaux del funcional con la diferenciacién de funciones.
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Consideremos ahora un dominio QcR®, su contorno dQ=T, UT, con

I, T, =D (ver Figura 11-1) y el espacio V de las funciones u(x) definidas

sobre Q 'y que toman un determinado valor u’(x) en el contorno T, :

V=) | u): QR u), =u () (11.1)

T,

[

[, :u=u"(x)

I\
-,
.
-

=
N

Figura 11-1

Observacion 11-2

Con respecto a la obtencién de la derivada de Gateaux, una
condicién, que se establece en la propia definicion, sobre la
perturbacion M=0u es que la funcién perturbada u+e Su

pertenezca al mismo espacio de funciones V (u+¢€ due V). En este
casosi u+¢€ due V:

=@u+edu)  =u'=u _ +edu _ =u"=edu . =0

y la perturbacién du debe satisfacer: dul . =0

xeT,

Sobre la base de la familia de funciones (11.1) consideremos ahora la siguiente
familia de funcionales:

F(w)= [ 006,000, V) + [o(x,u(0,Vwdr' - VueV (11.2)
Q Ts

siendo ¢ y ¢ funciones suficientemente regulares para ser integrables en los
dominios Q y I, respectivamente. Supondremos ademas que, mediante las
adecuadas operaciones algebraicas, la derivada de Gateaux de F(u) puede
escribirse como:

5F(u;8u)=_[E(x,u(x),Vu) -Ou dQ + J.T(x, u(x),Vu)-6u dlI'
Q I,

oul . =0

xel,

{VSII (11.3)




320

11 Principios variacionales

Ejemplo 11-3 — Sea e/ funcional:
b
F(w)= [ olx,u(x),u(x)kx con u(x) _, =u(a)=p
Obtener su derivada de Gateanx en el formato de la ecnacion (11.3).

Resolucion:

Se trata de un caso particular del funcional (11.2) reducido a una dimensioén
con 0=0, Q=(a,b), I,=a T,=bh.

Perturbando la funcién u(x) y reemplazando en el funcional:
{u(x) — u(x)+ € n(x)
’ ’ ’ b
u'(x) = u'(x)+€mn(x) = Flu+emn)= J-(I)[x, u(x)+en, u'(x)+en]dx

a

not
n(x)=8u(x) |n(@)=mn,=0
y la consiguiente derivada de Gateaux sera:

b
SF(u;n)=%F(u+e L) =j[a¢n+ 9 n’]dx

ou ou’

Por otra parte, la anterior expresién puede ser integrada por partes como sigue:

baq)

, aq) x=b b[d aq) }
dx = —[1£ dx =
aau'n * [au'nl_a ~£ a’x(au')1 *

90 90 ”[d 90 ] 90 b[d 90 ]
ou’ x:bnb au'x:agé ;!.dx au’ )" au'x:bnb :!.dx ou’ =
b
90 d (90 ] a0
OF (u; 8u) = || =~ — — dudc+— &
(u,_ng) -£|:8u dx(au') . x+8u' ) 0

expresion que es un caso particular de la ecuacion (11.3) con:

E(x,u,,u')sa—q)—d( G J Vxe (a,b)

ou dx\ou
T (x,u,u’) = sj),
x=b

11.1.2 Extremos de funcionales. Principios variacionales. Ecua-
ciones de Euler-Lagrange

Sea f(x):R —> R una funcién real de una variable real. Decimos que la

funcién presenta un minimo en x =x, si:

f(x)< f(x) VxeR (11.4)

Es bien sabido que una condicién necesaria para que f presente un extremo

(minimo, maximo o punto de silla) en x =x, es que:
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NOTA

Esta demostracién no
es rigurosa y se
proporciona
Unicamente como
indicacion intuitiva de
la linea de
razonamiento que sigue
la demostracién del
Lema.

NOTA

En un lenguaje estricto
la ecuacién (11.8) es
una ecuacion variacional o

la forma débil de un
problema diferencial.

% Z f(x,)=0 (11.5)

X=X,

Este concepto puede ser generalizado a los funcionales en un espacio de
funciones. Dado un funcional F(u):V =R, decimos que dicho funcional

presenta un minimo en u(x) si:
F(u)<F(v) VveV (11.6)

y una condicién necesaria para que el dicho funcional presente un extremo
(minimo, maximo o punto de silla) en u(x) es que la derivada &F(u;8u) sea
nula para todas las direcciones du:

’8]F(u; Su)=0 Vou |du[_. = 0‘ 11.7)

Expresando la ecuacién (11.7) en el formato de la ecuacion (11.3), se tendra:

Principio variacional :

Véu (11.8)
Su‘ =0

xel,

SF (u;6u)= _[E - Su dQ + _[T Sudl =0 {
Q T,

Observacion 11-3

Lensa fundamental del Calenlo 1V ariacional:
Dadas E(x):Q—R" y T(x):I'; = R" que cumplen

jE(x)-au dQ+IT(x)-5udF=O Vou ;8u . =0
Q I,

E(x)=0 VxeQ
T(x)=0 Vxel,

Demostracion  (indicativa): Consideremos la siguiente eleccién para

du(x):
E(x) VxeQ
ou(x)=40 Vxerl,
T(x) VxeTl,
Substituyendo :
jE(x) -E(x) dQ + jT(x) T(x)dT=0 ©EX)=T(x)=0 cqd.
>0 L >0

A la ecuacion (11.8) se la denomina Principio 1 ariacional y, puesto que du es
arbitrario, de acuerdo con la Observacién 11-3 es totalmente equivalente a:

Ecuaciones de
- E(x,u(x),Vu(x))=0 VxeQ (11.9)
Euler - Lagrange
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Condici d
ONAICIONESEE o (x,u(x),Vu(x))=0 VxeT, (11.10)
contorno naturales

Observacion 11-4
Las ecuaciones (11.9):

E(x,u(x),Vu(x))=0 VxeQ

son, en general, un conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales (EDP’s) que reciben el nombre de Ecuaciones de Eunler-
Lagrange del Principio variacional (11.8).
Las ecuaciones (11.10) :

T(x,u(x),Vu(x))=0 Vxel}
constituyen un conjunto de condiciones de contorno sobtre estas

ecuaciones diferenciales denominadas condiciones de contorno naturales.
Junto con las condiciones (11.1):

u(x)=u’(x) VxeT,

denominadas condiciones de contorno forzadas (esenciales) o de Dirichlet,
definen un sistema cuya solucién u(x) es un extremo del funcional

F.

Ejemplo 11-4 — Sea e/ funcional del Ejemplo 11-3:
b
F(u)= [olx,u(x)u’()kx con u(x),_, =u(@)=p

Obtener sus ecnaciones de Euler-Iagrange y las correspondientes condiciones de contorno
naturales y forzadas.

Resolucion:

Del resultado del Ejemplo 11-3:

b
Ao d (9 P!
5““’%%)‘[ [a_d(a)] Suds+= 5

se obtiene directamente:

du,,
x=b

Ecuacién de Euler - Lagrange — E (x,u,u’) :ﬂ = i( o )z 0 Vxe(a,b)

ou dx\ou
.. . 00
Condicione s de contorno naturales — T (x,u,u’) = 5 =0
U |y=p

Condicione s de contorno forzadas — u(x)|x:a =u(a)=p
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11.2 Principio (Teorema) de los trabajos vir-
tuales

Consideremos un volumen material de medio continuo V,,

instante ¢ el volumen del espacio V', sometido a las fuerzas masicas b(x,f)y a

ocupando en el

las fuerzas superficiales t'(x,f) sobre el contorno T, (ver Figura 11-2).
Consideremos también el espacio funcional V de todos los desplazamientos

.. .., *
admisibles (que cumplen la condicion de contorno (u| . =u’):

Espacio de
desplazamientos = V :={u, (x):V — R? |u, (X)‘xer = u: x)} (11.11)
admisibles

I[,:6-n=t"

* n

Figura 11-2

Dos de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del medio son la
ecuacion de Cauchy y la ecuacién de equilibrio en el contorno Ty :

V-o(u)+ p(b—a(u))=0 VxeV — Ecuacion de Cauchy (11.12)

o(u) n-t'=0 VxeT, — Ecuacion de equilibrio en el contorno (11.13)

donde se ha considerado la dependencia implicita de las tensiones con los
desplazamientos (a través de las deformaciones y de la ecuacién constitutiva
o(u)= 0'(8(11))) y la de las aceleraciones con los desplazamientos (a través de la

0% u(x, 1)
u)2( ).

Consideremos ahora el siguiente principio variacional:

dt
SW (u;6u) = _[[V-O'(u) +p(b-a(u)]-udv + Ilt* —o(u): nJ- oudl' =0
r E L T (11.14)
Vou(x) | 6“‘,@1" =0

ecuacion a(x,t) =

donde a las perturbaciones de los desplazamientos u se las denomina
desplazamientos virtuales:

Desplazamientos virtuales: — 8u:/ - R> ; dul =0 (11.15)

A la vista de las ecuaciones (11.8) y (11.9), las ecuaciones de Euler-Lagrange del
Principio variacional (11.14) y sus condiciones de contorno naturales son:
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RECORDATORIO

El tensor g es
simétrico y el tensor
Viou es
antisimétrico. En
consecuencia, su
producto es nulo

(6:Vu=0)

Ecuaciones de
—» E=V-c+plb-2a)=0 VxeQ
Euler - Lagrange

(11.16)

Condiciones de «
—-T=t -6-n=0 Vxel,

contorno naturales

es decir, la ecuacion de Cauchy (11.12) y la ecuacién de equilibrio en el
contorno (11.13).

El principio variacional (11.14) puede ser reescrito en forma totalmente
equivalente como sigue. Considerando el término:
(V-0)-8u=V-(c-6u)-6:(V®u)=V-(c-8u)-0:(u®V)
Jo; dlo,du; d0u;) olo,;0u, 9(0u

ISy = o, ”f)_cl., Bu,)_3lo, ”f)—c.i (Bu;) i je{1,2,3)
ax, ox; 7 ox, ox; " ox,

1 1 1

(11.17)

y descomponiendo u®V en su parte simétrica, V'du, y su parte
antisimétrica V“du:
u®V=V'éu+Vu
def
VS8u=%[8u®V+V®8u] (11.18)
def 1
Védu = 5[5u®V—V®8u]

Substituyendo la ecuacién (11.18) en la ecuacién (11.17) :

(V-G)-8u=V-(G-Su)—c:(8u®V)=V-(G-Su)—G:VSSu—G:Y(:Su (11.19)

=(V-6)-8u=V-(c-6u)-0:V'5u (11.20)

Integrando ahora la ecuacién (11.20) sobre el dominio V' y aplicando el
teorema de la divergencia se tiene:

[v-6)-u- dV=J.V'(G~8u)dV—I[G:V“'Su]dV=

=-LV:FL,UF(, n-(c-8u)dV —J.[O':VSSu]dV = (11.21)
= j(n-c)~ dudy + '[(n-c)- SudV—I[c:VSSu]dV =

T, =0 T, 4

I'[(V-O')~ du- dv =E|‘(n'6)'5udV —-’[[O‘:Vsﬁu]dV (11.22)

donde se han tenido en cuenta la condicién  8u . =0 (ver ecuacion (11.15)).

Finalmente, substituyendo la ecuacién (11.20) en la forma original del Principio
variacional (11.14) se obtiene:
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8W(u;5u)=_[[V-0'+p(b—a)]-5u dv + I(t* —[o-n))-dudl'=

T,

c

_J' 8udV+J'p(b a)-Su dV+_[t -dudl' - [[o-n]-dudl = (11.23)

T,

o

=—j[o:V 8u]dV+_[p(b—a)-8u dv + jt Oudl'=0=
Vv 14

T,

<

Principio de los Trabajos Virtuales

8W(u;5u)=J.p(b —a)-dudV+ J.t* ~8udl"—J.[G : V‘YSu]dV =0
v r,

4

(11.24)
Vou(x) | dul . =0

La expresion (11.24), que es totalmente equivalente al Principio vatiacional
original y sigue teniendo las mismas ecuaciones de FEuler-Lagrange vy
condiciones de contorno (11.106), recibe el nombre de Principio (o Teorema) de
los Trabajos Virtuales (P.T.V.).

Observacion 11-5

El P.T.V. es un principio variacional muy aplicado en la Mecanica de
Solidos que puede interpretarse como la busqueda de un extremo de
un funcional del campo de desplazamientos

de Gateaux) dW(u;8u) es conocida y viene dada por la ecuacién
(11.14). Puesto que las ecuaciones de Euler-Lagrange del P.T.V. son
la ecuacién de Cauchy (11.12) y de equilibtio en el contorno (11.13),
su imposicién es totalmente equivalente (aunque mds conveniente
para la resolucion del problema por métodos numéricos) a la

imposicién en forma local de aquellas ecuaciones y recibe el nombre
de forma débil de las mismas.

Obsetvacion 11-6

necesariamente conocido en forma explicita, cuya vatiacién (derlvada I

En la formulaciéon P.T.V. no interviene la ecuacién constitutiva ni se
distingue el tipo de cinematica (deformacion finita o infinitesimal),
por lo que su aplicacién no se ve restringida ni por el tipo de ecuacion
constitutiva clegida (elastica, elastoplastica, de fluido etc.) ni por la
cinematica (deformacién finita o infinitesimal) considerada.

11.2.1 Interpretacion del Principio de los Trabajos Virtuales

Consideremos el medio continuo en la configuracién actual V, a tiempo
sometido a unas fuerzas masicas ficticias b” (x,t) =b(x,t) —a(x,?) y a las fuerzas
superficiales reales t'(x,#) (ver Figura 11-3) y soportando las tensiones reales

o(x,t). Consideremos, ademds, una configuracién virtual (ficticia) Vs,
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correspondiente al instante virtual | +8¢| y separada de la configuracion real
por el campo de desplazamientos virtuales (11.15):

Desplazamientos virtuales: — du(x); ou| _ =0 (11.25)

xel,

[,:0-n=t(x,¢)

t - configuracién actual
t+ 8t - configuracién virtual

X Figura 11-3

Admitiendo una cnematica de deformacion infinitesimal, las deformaciones virtuales
asociadas a los desplazamientos virtuales (11.25) serfan:

‘Deformaciones virtuales: — 0g=V*du ‘ (11.26)

y suponiendo que las tensiones O(X,f) permanecen constantes en el intervalo
de tiempo [t,t+8¢] el trabajo de deformacion virtual (Trabajo Virtual Interno)
realizado por el medio durante dicho intervalo sera:

Trabajo
Virtual £ 8W™ = [[o: 3 a¥ = [o: V*5ular (11.27)
Interno v v

o . L. .
Asimismo, suponiendo que tanto las pseudo fuerzas masicas b (x,#) como las

fuerzas superficiales t"(x,#) permanecen constantes durante el proceso de
deformacion virtual en el intervalo [,7+ 8], el trabajo realizado por las mismas
(Trabajo V'irtal Externo) resulta ser:

Trabajo

Virtual +— 8W = [p (b—a)-du aV + Jt* -Sudl (11.28)
——

Externo v b* To

y de la comparaciéon del P.T.V. en la ecuacion (11.24) con las ecuaciones
(11.27) y (11.28), el P.T.V. puede ser interpretado como:
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Principio de los Trabajos Virtuales
W = [lo:selar —[[plb—a) dudr+ [t -dudT]=0=
Trabajo 4 v r,

}limial Trabajo Virtual Trabajo Virtual
ota Interno (dWint) Externo (dWe )

SW =W —dWe =(

para todo cambio de configuracion virtual

cinematicamente admisible (Su‘xel_ =0)

(11.29)

11.2.2 Principio de los Trabajos Virtuales en funcién de los

vectores de tension y de deformacion

De los tensores simétricos de tensiéon, o, y de deformacion virtual, de=V*du,

de la ecuacién (11.29), pueden extraerse los zectores de tension {o} y de

deformacién virtual {8e}:

,GX ] >8€X ] 'Ssx
o, o¢ » Sgy
6 . _ Gz 6 . rzt 882 a 682
oje R ol T, Beje BT ; {oe = v, [ |28,
Ty Sy, 28
Tyz »8'sz ] L268yz ]
que satisfacen la igualdad:
i, j€U,2
e L
o me {l,..6}

(11.30)

(11.31)

Substituyendo la ecuacién (11.31) en la expresion (11.29) del P.T.V., se obtiene:

Principio de los Trabajos Virtuales en

vectores de tension y deformacion

oW = [{sel{olar —[[p(b—a) dudr+ [t -Sudr]=0=
Trabajo 7 v T,
,}llmial Trabajo Virtual Trabajo Virtual

ota Interno (dWint) Externo (0We)

W = W™ — W =0
para todo cambio de configuracion virtual

cineméticamente admisible (Su| = 0)

que constituye la forma del P.T.V. mas utilizada en ingenierfa

(11.32)
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NOTA

La restriccion al
problema elastico lineal
puede hacerse menos
estricta y extenderse al
caso de materiales
hipereldsticos en régimen
de deformacién finita.

11.3 Energia potencial. Principio de minimi-
zacion de la energia potencial

El funcional W, en términos del cual se establece el Principio Variacional de la
ecuacion (11.24), sélo puede formulatse explicitamente bajo ciertas circunstancias. Uno
de los casos en los que puede hacerse es el siguiente:

1) [Problema elistico lineal

En este caso la ecuacién constitutiva puede escribirse a partir del potencial
elastico #(€) como:

Potencial elastico — ﬁ(£)=ls:C:£=lG:£
)
(11.33)

aﬁ(s)ﬂC:&::(S

oe

2) |Las fuerzas de volumen pb” (x,t) son conservativas

Es decir, dichas fuerzas de volumen derivan de un potencial ¢(u) y por lo

tanto puede escribirse:

90(w) _

=—pb" =—p(b-a) (11.34)
du
Observacion 11-7
Un caso tipico de fuerzas de volumen conservativas se obtiene para el

caso cuasiestatico (a=0) bajo fuerzas gravitatorias y densidad
constante:

b(x,/)={0, 0, — g}T =ctte. ; p(x,t)=ctte.

En dicho caso el potencial de fuerzas de volumen tiene la expresion:

- T,

3) |Las fuerzas de superficie t" (X, 1) son conservativas

Por lo tanto, derivan de un potencial G(u) tal que:

¢ = 96w (11.35)
Jdu
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Observacion 11-8

Un caso tipico de fuerzas superficiales conservativas ocurre cuando el

*

vector traccion t' (X, 1) es independiente de los desplazamientos (a— =0).
u

En dicho caso el potencial de fuerzas supetficiales tiene la expresion:

En las circunstancias anteriores puede definirse el siguiente funcional
denominado Energia Potencial total:
Energia potencial :
U) =[aew)ar+ [o@ar +  [G)dr
Energia ! v T, (11.36)
potencial Energia Energia potencial ~ Energia potencial
total elastica de las fuerzas de las fuerzas
masicas superficiales
cuya variaciéon de Gateaux sera:
3U(u;8u)= a—u:VS(Su) av+| 99(u) -3u dV+'[aG7(“)-6u dl =
) 08 ——a— ; _ou ;_ou
»—6—4 68 — o ——
—p(b—a) —t* (11.37)

=[o:8 aV - [p(b—a)-u dV - [t"-du dT  Vdu |8u[__ =0
4 14 I )

donde se han considerado las ecuaciones (11.33) a (11.35). Comparando la
ecuacion (11.37) con el P.T.V. (11.29), se llega a:

W = 8U(u;3u)= [6:8e @V — [p(b—a)-du @V — [t -Su dT =0
4 V T

o

(11.38)
Vou |8u‘xer =0

NOTA

La condicién de
minimo del extremo se
demuestra a partir del
requerimiento
termodinamico de que
C sca definido positivo

(ver capitulo 6).

Observacion 11-9 I
Principio de minimizacion de la Energia Potencial:

El principio variacional (11.38), que sigue siendo la forma débil de las
ecuaciones de Cauchy (11.12) y de equilibrio en el contorno (11.13),
es ahora la variacion de Gateaux del funcional energia potencial U(u) de
la ecuacion (11.36). En consecuencia, dicho funcional, que para el
caso de fuerzas masicas y superficiales constantes tiene la forma:

U(u)=J%£:(C:edV—_[p(b—a)-udV— [t uar
vée v T,

u(e)

presenta un extrenmo (que puede demostrarse que es un mininmo) para la solucion
del problema eldstico lineal.
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