
Agregado 1

Sabemos que ∇(·) =

(
∂(·)
∂x

,
∂(·)
∂y

,
∂(·)
∂z

)
.

Parte a

Sea f : U ⊂ R3 → R cuyas derivadas parciales de segundo orden existen, entonces:

4f = ∇2f = ∇ · (∇f) = ∇ · (fx, fy, fz) = fxx + fyy + fzz

Parte b

Sea F : U ⊂ R3 → R3 un campo vectorial cuyas funciones componentes P , Q y R tie-
nen derivadas parciales de segundo orden continuas y sabiendo que4F = (4P,4Q,4R),
queremos demostrar que 4F = ∇(∇ · F )−∇× (∇× F ).

Calculamos:
∇ · F = Px + Qy + Rz

de donde:
∇(∇ · F ) =

(
(Px + Qy + Rz)x , (Px + Qy + Rz)y , (Px + Qy + Rz)z

)
=

(Pxx + Qyx + Rzx, Pxy + Qyy + Rzy, Pxz + Qyz + Rzz)

Por otro lado:
∇× F = (Ry −Qz, Pz −Rx, Qx − Py)
de donde:
∇× (∇× F ) = ∇× (Ry −Qz, Pz −Rx, Qx − Py) =(

(Qx − Py)y − (Pz −Rx)z , (Ry −Qz)z − (Qx − Py)x , (Pz −Rx)x − (Ry −Qz)y

)
=

(Qxy − Pyy − Pzz + Rxz, Ryz −Qzz −Qxx + Pyx, Pzx −Rxx −Ryy + Qzy)

Luego:
∇(∇ · F ) − ∇ × (∇ × F ) = (Pxx + Qyx + Rzx, Pxy + Qyy + Rzy, Pxz + Qyz + Rzz) −

(Qxy − Pyy − Pzz + Rxz, Ryz −Qzz −Qxx + Pyx, Pzx −Rxx −Ryy + Qzy)

y como las derivadas parciales de segundo orden son continuas por hipótesis las cru-
zadas son iguales (dos a dos), por los que:
∇(∇ · F )−∇× (∇× F ) = (Pxx + Pyy + Pzz, Qxx + Qyy + Qzz, Rxx + Ryy + Rzz) =
(∇2P,∇2Q,∇2R) = (4P,4Q,4R) = 4F
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