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DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Introduccion

e Las estructuras cambian de forma debido a acciones externas (cargas,
movimientos impuestos, temperatura).

* El cambio en la forma de la estructura se debe a que los elementos que la
componen cambian su dimensiones.

* Al cambiar la forma de la estructura se dice que adquiere su
configuracion deformada o actualizada, y la linea que representa los ejes
de los elementos que la componen se denomina elastica.

 Cuando la estructura cambia de forma cada punto cambia de posicion
con respecto a la posicidn original (configuracion original).

* La magnitud que define el cambio de posicion de un punto, se |la
denomina desplazamiento o corrimiento.



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

Dimensiones Q
Reales

Ejes de
Elementos




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

§7 Configuracion
Original

Elastica o
Configuracion
Actualizada
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DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

% Configuracion
Original

Elastica o
Configuracion
Actualizada




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

A;; : Despalzamiento en la direccion de Pi provocado por Pi

A;; + Despalzamiento en la direccion de Pi provocado por Pj



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

§;; : Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pi,cuando Pi = 1

6;; + Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pj,cuando Pj =1

l

A |
5. = — 5. =—
Pi




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

§;; : Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pi,cuando Pi = 1

6;; + Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pj,cuando Pj =1

Cuando actuan P; y P,




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

§;; : Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pi,cuando Pi = 1

6;; + Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pj,cuando Pj =1

Cuando actuan P, ...P; ... P, A= z 0 P;

J=1




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

Pi serefiere a una Carga genérica. Fueza o Momento

6, se refiere a un Despalzamiento generico, Lineal o Angular




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones debidas a N, Q y Mf
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DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones debidas a N, Q y Mf

N ¢ N T
£ | - l 3y | -+

L

L

o N
g0 = — Q
E FEA )/=E= G_A
dé
= dn=v d
€ P n=yds
N dn = i
_ n =1y ds
dé EAdS GA
AL = [ =ds



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones debidas a N, Q y Mf
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DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones debidas a variaciones de Temperatura

AT fs
;
AT —
98 =y
ctte
_ &
¢ = ds
E=alAT
dé = a ATds

AL = [ a AT ds



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones debidas a variaciones de Temperatura
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TRABAJO Y ENERGIA

Introduccion

* Para el calculo de desplazamientos se requiere conocer el trabajo de las
acciones externas y la energia de deformacion de la acciones (esfuerzos)
internas.

* Las acciones externas realizan trabajo en los desplazamientos de sus
punto o secciones de aplicacion.

* Las acciones internas desarrollan energia en las deformaciones.

* Eltrabajoy la energia seran reales si lo realizan las acciones en las
deformaciones y desplazamientos que ellas mismas provocan.

* Eltrabajoy la energia seran virtuales si lo realizan las acciones en las
deformaciones y desplazamientos provocados por otras acciones.

* Al trabajo de las acciones externas los llamamos W y a la energia de las
acciones internas U.



TRABAJO Y ENERGIA

Trabajo de una Fuerza

Configuracion
Original

Configuracion
Actualizada




TRABAJO Y ENERGIA

Trabajo de una Fuerza

Configuracion
Original

Cualquier Material

Configuracion
Actualizada

dW = P1 du

u
W=j P1du
0

P1

NP




TRABAJO Y ENERGIA

Trabajo de una Fuerza/Par. Material Elastico

Configuracion
Original

Material Elastico

Configuracion
Actualizada




TRABAJO Y ENERGIA

Energia de Deformacion de N / Q / Mf

N s N
€ - ?

L




TRABAJO Y ENERGIA

Energia de Deformacion de N / Q / Mf

N ds N T¢ 4
< | 2 | > | 4
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TRABAJO Y ENERGIA

N ds
( 4
L
N
lds dt‘;
d —Nd
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2
U—jL NNd
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Energia de Deformacion de N / Q / Mf
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TRABAJO Y ENERGIA

Aplicaciones. Calculo de Corrimientos




TRABAJO Y ENERGIA

Aplicaciones. Calculo de Corrimientos

F)
l ‘ M ‘ M(A) = —PL
A § B A B M(x) = —P(L —x)
\ \s S |
L L 1

| a |
A§» B A B Qx) =P
\l ‘L\l ‘-O—I E |_ |
W=U 5 _P? 3 L3+L3 . P2l
L1 M e = 3 )YV G4
—Pf=| =M—d = dx
/ L BT ZQGA




TRABAJO Y ENERGIA

Aplicaciones. Calculo de Corrimientos

F)
l ‘ M ‘ M(A) = —PL
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TRABAJO Y ENERGIA

|

A\%L\}B{

f

Aplicaciones. Calculo de Corrimientos

—_—

PL3 PL
= — 4+ y—
3E] GA

F)

™ |

P =30.00 kN
L =10.00m

b=0.20m
h =1.00m

E = 21000 MPa

u=025m

G=040E
A=o20 L 2
— Y T0 T 50

020 / L\ L3
[=——(=2) = m*
12 \10 60000

\Q\Ag

b .. |
L L [}
| L ;
P = 30.00 kN

L=1.00m

b=020m

h=1.00m

E =21000 MPa
u=0.25m
G=040E

L
A=020L=cm?
020 , L2

“T12 Y Teo™

4

M(A) = —PL

M(x) =—-P(L —x)
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Aplicaciones. Calculo de Corrimientos
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TRABAJO Y ENERGIA VIRTUALES

Desplazamiento y Deformacion Virtual

* Desplazamiento Virtual: Es todo desplazamiento pequeno, posible, que
satisface las condiciones de vinculo (contorno cinematicas) y las
condiciones de compatibilidad interna. Pueden no ocurrir.

* La configuracion de la estructura sujeta a desplazamientos virtuales en
todos sus puntos se denomina Admisible y puede ser no equilibrada.

‘ Estructura ‘ I ' P1
——-
‘ Elastica ‘ /\\

 Deformacion Virtual: Son las que originan los desplazamientos virtuales.
En general se designan deformaciones virtuales tanto a los
desplazamientos como a las deformaciones propiamente dichas.



TRABAJO VIRTUAL

Definiciones. Trabajo Virtual

* Trabajo Virtual. Es el que realizan las Acciones Reales aplicadas sobre la
estructura en Desplazamientos Virtuales originados por acciones distintas
de las reales. También se lo denomina Trabajo Virtual Externo.

 También puede ser el trabajo de Acciones Ficticias, en los

Desplazamientos debidos a las Acciones Reales aplicadas sobre |la
estructura.

* Similarmente las Acciones Internas Reales desarrollan Energia en las

Deformaciones Virtuales. También se lo denomina Trabajo Virtual
Interno.

Sistema Equilibrado. SE

* Sistema Equilibrado. Toda estructura que se encuentra en equilibrio bajo
la accion de las cargas externas vy las reacciones de vinculo.



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Clapeyron

El trabajo real de varias fuerzas, independientemente de su orden de
aplicacion, es igual a la semisuma del producto de cada fuerza por el
desplazamiento que en su direccion provocan todas las fuerzas.



TEOREMAS ENERGETICOS

Trabajo de un sistema equilibrado en un movimiento rigido

El trabajo de un sistema de acciones en equilibrio, que actuan sobre un solido
rigido, es nulo en todo desplazamiento virtual del mismo.

Traslacion

Pi

W; = P; A;= P; Al cos q;




TEOREMAS ENERGETICOS

Trabajo de un sistema equilibrado en un movimiento rigido

El trabajo de un sistema de acciones en equilibrio, que actuan sobre un solido
rigido, es nulo en todo desplazamiento virtual del mismo.

Rotacion
W; =P, Aj= P; Acosa; \ P o 4&3
W; = P; 8 OI cos q; \\\
\
Wi — Pi 8 di \
)
n f
/
W =26 z Pi di = //
i=1

W=20



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

Elastica
Sistema en
Equilibrio




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

Accion
Externa Pi

Mi

\
- -

Elastica
Deformacion
Virtual

j@, >

Elastica Deformacion Virtual I:[)

Mov. Rigido

_|_

Deformacion



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

AW = AWR + AWP

AU = AUR + AUP

AWR + AUR =0

AUR = —AWR

AWR = Pi Ai + Mi 6i AU = —AWR + AUP

AW = AWR



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

@ AW = AWR + AWP

+ &59 o AU = AUR + AUP
/\ 4/74-4,‘;
37\,  AWR4AUR =0
Qrag N
AWR = Pi Ai + Mi i AU = —AWR + AUP
AWP =0 AU = 0

AW = AWR AWR = AUP



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

@ AW = AWR + AWP

? 5 AU = AUR + AUP
T ¢
Oi v AWRHAUR =0
*AG 4
AWR = AyD

Extendido a toda la Estructura

WR=UD




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

En todo sistema equilibrado sujeto a una deformacion virtual, el trabajo de
las acciones externas es igual al trabajo de las acciones internas.

WR = yP

Te=Ti




TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion TTV

Te =Ti

WR=Te=ZPiAi+ZIWi9i dUP = NdE + 1d6 + Qdn

uD=Ti=j1vdg+jMd9+j@dn

ZFiAi+zMi0i:j1Vd€+j1\7ld9+jan




TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion TTV

ZPiAi+ZI\7Ii9i:jIVd€+JI\7ld9+Jan

N M Q
— — dn =9 —d
ds EAds df = —ds n=vpo_ds

dé = a ATds

a (AT, + AT,)ds a (AT; — AT,)ds

¢ 2 h

a (AT; h1 + AT, h2)ds
¢ h




TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion TTV

Expresion General de aplicacion de TTV

ZPiAi+ZMi9i=jN—ds jM—ds+1/JJQ—ds

_a (AT; h1 + AT, h2) _a (AT, — AT))
+JN n ds+jM n

ds +JMt—dS




TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Método de la Carga Unitaria

Se consideran dos sistemas:

e La estructura real, con su geometria, materiales, ‘ SD ‘
cargas y vinculos.

 La misma estructura, sobre la que actua una sola
carga unitaria en la direccion del desplazamiento ‘ SE ‘
qgue se desea calcular. Es una carga ficticia o virtual.

El término desplazamiento es general, pude ser:

 Corrimiento de un punto.
e Larotacion de una seccion (eje miembro estructural).
* El corrimiento relativo entre dos puntos.

* El giro relativo entre dos secciones.



TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Método de la Carga Unitaria

| sD | |

(9




TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Método de la Carga Unitaria

/\I m Corrimiento
Giro
La carga 1 se aplica con sentido arbitrario.
Luego de realizar los calculos si el signo
resultante para el corrimiento es positivo, Corrimiento
el sentido supuesto para 1 coincide con el relativo
sentido del corrimiento.
Si el signo resultante para el corrimiento
es negativo, el sentido del corrimiento es Giro relativo

opuesto al de 1.



TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

q

P . . .
UL LLLLLLLLL \L 1. Calcular el corrimiento vertical del punto D.
A 57> N =5 0 2.

Calcular el giro relativo de las secciones en D.
L a

i
1




TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

q P
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL] \L
= <5 D e
L % a | a

ELq

q
mummmmuu/j%
pS——




TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

q P
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL] \L
= <5 D e
L % a | a

ELq

q
ummmmmuu/j%
S —




TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

q P
LT TLLLL l

>
b




TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

‘ SD ‘ ) ‘ SE ‘
q P 1
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL] L \CL
A 5> g ZaNe n, #7 SR AN
J L a a L a a
Corrimiento
q




TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

| SD |
q P
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL] \L
= <5 D e
| S TR T
S 25 15 2o
ql?/8—Pa/2

2P1A1+2M191 jN—ds+jM als+lpféGi

ZPLAL jM—dS

1 [(—
AD—EJMMdS

A F>

| SE |

Corrimiento

v

/I\ E
AF g e

Ads+j1V

a (AT, hl + AT, h2)

h

_a(AT —AT))
ds+J

th—ds



TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

- = o -._
¥ "h - % par. 2, grau ™ lp.'. 29 grau ﬁa par, 29 grau hla v}
) /] MIA////-I : :Mm a —c/\ /R
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2 2 3 3 8 3 2
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TR L rm.m 1 YRt Y 1 v i { vt 1 g o 1 =
1 i
MA Mg b _ | rim, eMaemg)e Loitl v -
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par. 2° grau -
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par. 29 grau Mg s - _ L 1 Mg (3, + e | TW=p=Pia
Z1rmg i S rmghg » L rmaM B MM 310 Mg 12
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TEOREMAS ENERGETICOS

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

| sD |
q P
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL] \L
A 5> g ZEN
| L TR T
ST A= s R

ql?/8—Pa/2

2P1A1+2M191 jN—ds+jM als+1/;fQGi

ZPLAL JM—ds

AD

1 gl?
5%“

Ads+J1V

| SE |

A F>

Corrimiento

a (AT, hl + AT, h2)

v

/I\ E
AF g =

_a(AT —AT))
ds+J

fMt—ds

h

:EjﬁMds - " + - - - O~

1P L 1P
3 aa 3 aaa
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Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

| sD | | SE |
q P N N
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL ] L //AQ
N ZENg D PN = ~5 \p/ 2 6
| L TR T
Giro relativo
141
a1 &35 o e e <~pg D e
ql’/8—Pa/2
_ M -+ .
ZML i = jMEds 1
—Pala
3
1
HDzﬁjMMds - -‘ + - - 4 B
L g’ 2 L 1PaZL 1p 1
3 8 3 Hrata
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Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

| sD | ) | SE |
q p 1
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL] \L ‘;L
A o> > B D N A > %» 8 D =
J L . a . a % L a , a

Corrimiento

g
ummmmmuu/j% T
D— ,

p=d
Vi
|
O
P
)
Vi
Y
(W e)
NE)
;

C

Giro relativo

ql’/8—Pa/2



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Betti

Pi1

| SE |

N;
Qi
M;

ZPAlk jN—ds leEId +1/Jle
ZPkAki ij—ds ij - s +1/)ij
> P = ) Pebyy

Wik = Wki




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Betti

| SE |

N;
Qi
M;

El trabajo virtual de sistema de fuerzas P; en la deformacion virtual debida
a otro sistema de fuerzas Py, es igual el trabajo de P, en las deformaciones

virtuales provocadas por P;.

Wik = Wki




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Maxwell

| SE |

N;
Qi
M;

> P = ) Pebyg

Si P; en una sola fuerza unitaria y P, también esta formado por una unica fuerza unitaria

Oik= Oki




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Maxwell

| SE |

Pi2

N;
Qi
M;

El desplazamiento en la direccion de una accion (fuerza o momento) que
actua en una seccion A, debido a una accidon unitaria actuando en una
seccion B, es igual al desplazamiento en B provocado por una accion

unitaria actuando en A.

También se denomina Teorema de reciprocidad de deformaciones .

Oik= Oki




TEOREMAS ENERGETICOS

Teoremas de Castigliano

U(p;)

dPi

~

Ny

oU
Utotar = U(Py) +adU = U(P;) +Edpi
l

+ dP,

6U_j NON MM Q38Q)
s5p. ) \zasp, TEisP, TV Gasp )%



TEOREMAS ENERGETICOS

Teoremas de Castigliano

Pi dPi

Pn
L

\m, / + dP; %

| oU
U(P;) Uiotag = U(P;) + dU = U(P)+5—PdP
dPi Pi
P1
/?\ L (PP

—dP do; Uorqr = dP ds; + U(P;) + dP;5;

oU 1 oU

UP;)) + —dP; = =dP; dé; + U(P;) + dP;5; —dP; = dP;6;

5P, 2 5P,



TEOREMAS ENERGETICOS

Teoremas de Castigliano

Pi
Pn

P1 /
+dP,
- oU
U(P;) Utotar = U(P) +dU = U(P) + ﬁdpi
l
dPi Pi
Pn
P1 /
+ (P, ... B)
1 1
U= Edpl d5l Utotal - Edpl(Sdl + U(Pl) + dPi6i
oU




TEOREMAS ENERGETICOS

1° Teorema de Castigliano

La derivada de la energia de deformacion de una estructura (sobre
la que actuan n cargas) respecto de cualquier desplazamiento es
igual a la carga que actua en la direccion de ese desplazamiento.

sU
5d;

P;

2° Teorema de Castigliano

U= U(dl, dz, . dn)

La derivada de la energia de deformacion de una estructura (sobre
la que actuan n cargas) respecto de cualquier carga es igual al
desplazamiento en la direccion de esa carga.

sU
5P,

O

U= U(P]_,Pz, ...,Pn)



