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2. Trabajo y Energia

Dado un sélido sometido a una carga puntual de intensidad
maxima P, carga es del tipo CuasiEstdtico.

Durante el proceso de carga, que se grafica en la Figura, se
genera un desplazamiento u, a través del cual P efectlda un
trabajo de deformacion W.

u
W = j Pl.dul
0

Por el Principio de Conservacion de la Energia, la Energia de
Deformacion Interna U es igual al trabajo W entregado por P:

u
U=W:J Pl.dul
0

- o — — — e ——
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2. Trabajo y Energia para materiales lineales

Una de las hipdtesis de la asignatura planteada en la Unidad

1, propone que los materiales obedecen la Ley de Hooke. P f
Luego, la curva Fuerza — Desplazamiento es una linea recta, A
como se muestra en la figura. LT -~ W=Pu
La energia de deformacion y el trabajo externo, se miden por % 2
el drea bajo la curva (tridngulo AOB): P
o P.u * \‘\\\\\\ 1B
U=W=— b
2 0 -l L
-

u
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2. Energia de deformacion en Flexion

M \ B
(k 1)
1

Para la viga simplemente apoyada AB de longitud L, que se
observa en la figura, sometida a flexion pura resulta:

ML
~ EI

Eldstica de Deformaciofq
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2. Energia de deformacion en Flexion

Si la relacion entre El Momento Flector My el giro 0 es lineal
como se muestra en la figura, resulta

U_W_Me
2

Al combinar esta ecuacion con la correspondiente a 6

o L_. . _ML
5 M T R

Se obtienen dos expresiones en funcion de M o de 6

MZ2. L B EL 62

U=>8r oL

M4
IR w=M.8
2
M
1 -
0_‘ ;_1| e
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2. Energia de deformacion en Flexion

Si la relacion entre El Momento Flector My el giro 0 es lineal
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2. Energia de deformacion en Flexion

Si el momento flector interno M(y) varia a lo largo de la viga, las ecuaciones obtenidas

se plantean para un elemento de viga de longitud dx:
2y,

de—KdX—@ dx

El cambio en la energia interna vendra dado por:

M
dU = Z(X).de

Luego, reemplazando, se obtiene:

dU—M(X)Zd _dU_EI(de)Z_ El dzvd ©E dzvzd
R Y YT Toax  2ax \axz’ ) T2 \axz)

Integrando en toda la longitud de la viga se obtiene la Energia de Deformacidn Total:

El [d2v\’
[ (X)] : Uzj_' av dx
2EI 2\ dx?
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2. Calculo de giros y desplazamientos a través de la energia de deformacion:
Viga empotrada con una carga P en su extremo libre

Si La variaciéon de momento flector interno viene dada por:

My = —P.(L—%x) ; 0<x<L 4
Integrando, se obtiene la energia de deformacidn segun: N
2

[Mw| ~

U=) 2 & —

F[-P.(L-x)]? P2 * Ma=-P.L
U= dx = — L? — 2L 2)d AT
|y | e [
P2 13 -
U=El

Dado que el trabajo W resulta U = P.v/2, considerando U = W, el
desplazamiento en el punto B de aplicaciéon de la carga P resulta:




Unidad Il AEl: Teoremas Energéticos y Calculo de Desplazamientos

3. Elastica de deformacion:

Para un elemento estructural, como la viga en voladizo de la figura
superior, con cargas que actuan de forma perpendicular al eje
longitudinal del mismo, como se sabe de cursos previos aparecen
esfuerzos de flexion.

Luego la pieza se flexiona o deforma, y el eje de la misma, antes recto,
se curva. Dicha curva se denomina Eldstica de Deformacion o elastica
o deformada a secas, y representa, para las estructuras sometidas a
flexion, los desplazamientos perpendiculares al eje de la pieza
considerada.

Por ejemplo, para la viga en voladizo AB de longitud L sometida a una
carga P en su extremo libre, la figura inferior representa de manera
aproximada la deformada.

Y\
|P
%
7
7 %
B8
¢A
st} L -
4 De‘Hexio’n \? | g )
%Ela’sﬁca de Defermciofa
A ! ’
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3. Elastica de deformacion: ecuacion diferencial de la elastica

En la practica resulta de interés obtener la funcidon que representa la elastica. Por ejemplo, para viga
simplemente apoyada de la figura, sometida a flexion simple:

™M ™
(4 B
[— |
5 1)
L. L N
| ™
e 1 M . .
Recordando la definicidn de la curvatura k = 5 =T las relaciones de la curvatura con la la Tasa de Cambio
de Giro d6/dx y con la tasa de cambio de los desplazamientos perpendiculares al eje de la pieza dv/dx,
de dv : . .
K=— ; 0 =—, relacionando dichas ecuaciones resulta:
dx dx
d d>v M
K=—=——m=—
dx dx? EI

Que expresa la Ecuacion Diferencial de la Eldstica de Deformacion. Conocida la funcién que representa el
diagrama de Momentos, integrando pueden obtenerse las funciones que representan los giros y los
desplazamientos. A partir de estas funciones pueden calcularse los giros y desplazamientos en los puntos

de interés.
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3. Elastica de deformacion: viga en voladizo

Se expresa la Relacion Momento — Curvatura en funcion del momento flector ' f P
M(x), y se integra para obtener la expresion del giro : ; |
7 s
do _ M(x) _ P. (L — X) l—- ' L N

dx El El

N LXC-E P A T
(0 = Bl E\"YT 72 1

Aplicando la condicion de borde 6y = 0, se obtiene C; = 0,luego queda:

P X2
G(X) :ﬁ' L.X—7

El giro mdximo se produce en x = L:

La funcion del momento flector
viene dada por:

M(X)=P.(L—X) ; 0<x<L

b P.L?
O = Omax = e(L) = ﬁ
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3. Elastica de deformacion: Viga en voladizo
Y

[/

2
A partir de la expresion del giro 0y = %. (L.x — X;) , recordando % =0 e

integrando se obtiene: QA

_jPL de_P sz X3+C l“
VO = JEr\ T2 ¥ TEr\M 2 T 6 2

Aplicando la condicion de borde vy = 0, se obtiene C, = 0y asi la Ecuacion
de la Elastica queda expresada como:

_ P Lx2 x3
VO TR\ 2 76

El desplazamiento maximo o flecha se produce en X = Ly esigual a:

3
o P.L

VB = Vmix = V(L) = 3EI
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3. Elastica de deformacion: Viga doblemente empotrada

De manera analoga al problema interior la expresion del giro se obtiene

: . de M
integrando el diagrama de momentos el % ;

1 L x?
B(X)=ﬁ. —X1+q.E.X—q.7 dx

x3

0 =l. —Xl.x+q.£.x2—q.— + C;
) 7 E] 4 6

Aplicando la condicion de contorno 0p) = 0, se obtiene C; = 0y asi:

1 L x3
G(X)=ﬁ. —Xl.x+q.Z.x —q.g

Por razones de simetria se tiene que 6(y,/,) = O:

L L L\ q L3_0
127 92\2) T6\2) |7

1
w2 = g

A B
X 7
= |

q
PORERTTRTERERRRRNTRERITIENY

C bk
I RA RB 4

L
Ra=Rgp=4q.7,
MA = MB — X1
L x?
M(X) = —X4 +q.E.X—q.7
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3. Elastica de deformacion: Viga doblemente empotrada

Para cumplir con la condicion de nulidad de giros que impone la simetria
es suficiente hacer:

L L3 g
—X1-§+q-ﬁ=0 I ; * ’
A% 8
Luego se pueden obtener los pares de empotramiento y el diagrama de '/ﬁ———.-l" L Jé |
momentos flexores que se muestra en la figura inferior: - '

LZ
X1:MA:MBZQ-E

. L oas . . dv
La ecuacion de la elastica se obtiene integrando ™ 0x):

-q.L L ~-q.
5 5 r 5
1 L x3
V(X)zﬁ' —Xl.X+q.Z.X —q.g dx
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3. Elastica de deformacion: Viga doblemente empotrada

Aplicando la condicion de borde vy = 0, se obtiene C, = O y asi la
Ecuacion de la Elastica queda expresada como:

donde su valor maximo se presenta en x = L/2:

q.L* o
Vmax = V(L/2) = T 3gag (Hacia abajo)

En la figura inferior se muestra un grafico de la deformada obtenida

>

q
[T py9y)
—
7 .
. L JI |
Vo= G
?A /max—ﬁﬁl—g
B

S

L/2
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3. Elastica de deformacion debida a Acciones Térmicas

En muchos casos de interés hay que analizar |la respuesta de las estructuras debida a las llamadas Acciones
Térmicas.

Por ejemplo, si una estructura de hormigdn se construye en noviembre, el hormigdn habra fraguado para unas
condiciones de temperatura y humedad dadas. En pleno invierno, para temperaturas mucho mas bajas, la
diferencia de temperatura respecto de la época de la construccion provocara dilataciones y giros en los
componentes de las estructuras y, dependiendo del tipo de estructura considerada también pueden originarse
esfuerzos, como es el caso de las estructuras hiperestaticas.

Para calcular los desplazamientos generalizados vy, si corresponde, los esfuerzos en una barra sometida a la
accion térmica es necesario calcular la expresion de la dilatacion y el giro de una seccidén y de sus tasas de
cambio.
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3. Calculo de giros y dilataciones debidas a Acciones Térmicas

Para analizar la dilatacién debido a temperatura puede 74
Considerarse una viga simplemente apoyada sometida |- __ _ _ _ t

a temperatura uniforme. Un trozo de dicha viga de Ao —————————AF X
longitud dx se dilata segun: -

dL

s a.t ; (Deformacion térmica)
X

dL = a.t.dx ; (Alargamiento Térmico)

%
una propiedad del material considerado y para el caso 8 %
de aceros y hormigones resulta o = 10, A

donde a es el Coeficiente de Dilatacion Térmica, que es -=
|

| . -
|
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3. Calculo de giros y dilataciones debidas a Acciones Térmicas

YA

Cuando la temperatura varia linealmente en el espesor de la seccion, ;
la seccidn se alarga y gira. Para calcular dichos movimientos se sigue —————
un analisis similar al anterior. AN-————— i _——‘-——ﬁ X
dL; + dLg t; + t _ o L L
L= > = a.( > ).dx ; (Alargamiento Térmico)
40 — dLl — dLS — (ti — ts) dx ‘t dlLg vt
h h - 2 _ C’e

Z K
La Curvatura debida a la accion térmica resulta: S / : — 2 « | |k
7R

@:a.(ti—ts) Ii'i’{J | -
dx h e
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3. Elastica de deformacion de una viga simplemente apoyada debido a accion
térmica no uniforme

Se estudia una viga simplemente apoyada con un incremento de temperatura t; en la parte inferior y una disminucion
en la temperatura ty = —t; en la parte superior

yA

_____ {_5-_'-_‘1'__ —_—
Apb—-—"7orrm——m—m— AE b8
t; l—
L bl
La deformada tiene aproximadamente la siguiente forma:
Vindw
( mna
. e
Y ' L2
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3. Elastica de deformacion de una viga simplemente apoyada debido a accidon térmica no

uniforme
Considerando los giros positivos tienen sentido anti horario, resulta:

de _ (ti + ti) _ 2.0 ti
x_ \Th h

2.0.t; 2.0. t;
B(X)=j h dx = h .X+C1

Integrando queda:

Aplicando la condicion de borde 8(,/,) = 0 obtenemos:

2.(X.ti L -|—C —0:C. = (X.ti.L
h "\2 = h
2. Q. ti a. ti' L a. ti
G(X) = h X — h = h (ZX—L)
. ti.L Q. ti' L ) ]
(Antihorario)

; (Horario); 8= 0() = » ;
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3. Elastica de deformacion de una viga simplemente apoyada debido a accion térmica no
uniforme

La ecuacion de la elastica se obtiene integrando d—; = 0(x) .Los desplazamientos en el sentido del eje y (hacia arriba) se

consideran positivos.

dV_e_(X.ti
d«x =~ h

.(2x— L)

Integrando queda:

(X.ti (X.ti 2
V(X)=j » (2x — L)dx = - x“—=Lx)+C,

Aplicando la condicion de borde v(y) = 0 obtenemos que C; = 0y la elastica se expresa como:

. ti 2
V(X) = h (X — LX)

La deflexion maxima se produce enx = L/2

at[/L) 12 o t;. L2 -
Vmax = V(1/2) = > 2T " an (Hacia abajo)
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3. Elastica de deformacion de una viga Gerber debido a accion térmica no uniforme

Se estudia una viga Gerber sometida a una accion térmica no uniforme, en el tramo AC de longitud L como se muestra en
la figura:

! o

Considerando los giros positivos en sentido antihorario, resulta 4
para el tramo AC:

i — —— o— — ——

AR
|

do (ti + ti) 2. Q. ti
=

d U h / " n ) L _j_ L L2

Integrando se obtiene

2.0.t 2.0.
G(X)=j h dx = h .X+C1

Aplicando la condicion de borde 6y = 0, surge C; = 0.Luego

2. 0. ti
B(X) = h X

Expresion vdlida solo paraeltramo AC(0 < x < L)
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3. Elastica de deformacion de una viga Gerber debido a accion térmica no uniforme

El giro a la izquierda del punto C (donde se encuentra la articulacién) resulta para x = L:

iZ 2. O(. tl' L . .
0c“ =0 = — (Antihorario)
Considerando ahora positivos los desplazamientos en el sentido del eje y (hacia arriba):
dv 2. 0. t; 2. 0.t atp
&=9= X Vo= .fxdx=T.x + C,

Aplicando la condicion de borde vyy = 0, surge C, = 0y:

. ti

V(X): h .X2

también valida solo para el tramo AC (0 < x < L). El desplazamiento del punto C viene entonces dado por:

. ti' LZ ] ]
Ve =V = T ;  (Hacia arriba)
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3. Elastica de deformacion de una viga Gerber debido a accion térmica no uniforme

No se pueden aplicar los conceptos propios de la eldstica para parax = L, debido a que las acciones son nulas. Sin
embargo se pueden obtener facilmente valores de desplazamientos y giros en otros puntos de la viga aplicando relaciones
geométricas, como se observa en la elastica de deformacion graficada en la figura:

I2 e
A c 93 r

(

™
Vo X
D
Eet,=eB
L L L2
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3. Elastica de deformacion de una viga Gerber debido a accidon térmica no uniforme

Por relacién de tridngulos, como surge del grafico de la deformada, el desplazamiento del punto D se relaciona (en valor

absoluto) con el del punto C segun:
V¢ VD

L (L/2)

Al estar el punto D ubicado al otro lado del apoyo simple B) y al ser el tramo CD una linea recta (debido a que no esta
afectado por la accidon térmica), los desplazamientos de los puntos C y D tienen sentidos opuestos. Por consiguiente:

Ve a. ty. L2 _ _
VD= T = T (Hacia abajo)
El giro en el punto D como:
Vp Q. ti' L ]
Op = L/2) = - (Horario)
Por geometria:
der O(. tl' L .
Op =0g =0 = — T (Horario)

Por ultimo, podemos calcular también el giro relativo de las secciones a la izquierda y a la derecha de C como:

: o. t;. L 2.0.t;.L 3.o.t;. L
ABc = 0 " — 8¢ = <_ h1 >_ <Tl> N _Tl




