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5. Teoremas Energeéticos: Teorema de Clapeyron

Enuncia que el trabajo de deformacién de un sélido sometido a una carga puntual P, que produce un
desplazamiento 6 en el punto de aplicacion de la misma resulta:

W_P.6
2

siempre que el sistema sea lineal y no haya variaciones térmicas o inerciales.

En el caso en que exista un nimero n de cargas P, y que cada una de dichas fuerzas causa un
desplazamiento §;, el trabajo total viene dado por:

n
1
W=EZP161
i=1
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5. Teoremas Energéticos: Teoremas de Castigliano

Primer Teorema de Castigliano

La derivada parcial de la energia de deformacion U de una estructura con respecto a cualquier desplazamiento 6;
del punto de aplicacion de una carga genérica P;, da el valor de dicha carga:

aU(Pl;PZ;...;Pi;---;Pn)
35;

=P,

donde la derivada parcial se debe a que U es funcion de todas las cargas del sistema.
Segundo Teorema de Castigliano

La derivada parcial de la energia de deformacién U de una estructura con respecto a cualquier carga P; es igual al
valor del desplazamiento 6; correspondiente a dicha carga en su punto de aplicacion:

6U(p1;P2;...;Pi;---;Pn)
oP,

= §;

A partir de este teorema se puede deducir el Método de la Fuerza Unitaria para el calculo de desplazamientos.
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5. Teoremas Energeéticos: Teorema de Betti

Dado un sélido sometido a la accion de dos sistemas de carga P y Q. Si se denomina 6pq al desplazamiento en
la direccion de P producido por Q; y 8qp al desplazamiento en la direccion de Q producido por P, el trabajo
reciproco es igual:

Wspo = Wasqp

Por ejemplo para una viga en voladizo, sometida a dos estados de carga diferentes: Una carga Py un par M

P
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5. Teoremas Energéticos: Teorema de Maxwell

El Teorema de Maxwell es un caso particular del Teorema de Betti en donde las cargas P y Q son unitarias:

6pQ = SQP

Para el caso de la Viga en voladizo, utilizada como ejemplo para ilustrar el Teorema de Betti y haciendo M=P=1
resulta:

2

6M1>=9P=ﬁ:"1}\3/[:513M
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5. Teoremas Energéticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Para definir la idea o nocidn de Trabajos Virtuales deben definirse algunos conceptos previos, muy importantes y
gue juegan un rol muy importante en la practica:

Sistema Equilibrado

Un Sistema Equilibrado SE, simplemente es un sistema que estd en equilibrio, es la Unica exigencia que tiene.
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5. Teoremas Energéticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Deformacion Virtual DV

Se denomina Deformacion Virtual DV a un conjunto de desplazamientos (de un sélido) pequefios y compatibles
con los vinculos (externos e internos).
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La Deformacion Virtual es arbitraria, puede ser una deformacion real de la estructura u otra de interés. Luego es
independiente de la carga.
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Términos Complementarios de Trabajo
Esta nocidn es un concepto muy util en la practica para. No se emplea solamente en el caso del TTV.

Por ejemplo, el término complementario de trabajo de una fuerza F es un desplazamiento propiamente dicho, en la
direccion de la Fuerza. Analogamente el término complementario de trabajo de un par M es una rotacion, aplicados

ambos en el mismo punto.

|7 4
T  —— . La carga concentrada P, el
Y 7 par My el Momento flector
n.A
N B | 2x M son los términos

&c et complementarios de

e } A trabajo de ug 0.y A0,

respectivamente.
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Nocion de Trabajos Virtuales, Trabajo Virtual Externo y Trabajo Virtual Interno

Dado un sélido de interés que esta en equilibrio, luego cumple con las condiciones de Sistema Equilibrado SE, al cual
se le superpone una Deformacion Virtual DV.

Se denomina Trabajo Virtual 8W al trabajo que realizan las acciones y solicitaciones del Sistema Equilibrado con los
desplazamientos y deformaciones de la Deformacion Virtual.

En particular se habla de Trabajo Virtual de las Fuerzas exteriores 8Wg al que realizan las cargas del Sistema
Equilibrado con el movimiento de sus puntos de aplicacidén definidos en la Deformacidén Virtual.

Analogamente se introduce la nocion de Trabajo Virtual de las fuerzas interiores 8Wj al que realizan las solicitaciones
del Sistema Equilibrado con las deformaciones complementarias de trabajo propias de la deformacidn virtual.
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Enunciado del TTV para Sélidos Rigidos
Para cualquier sélido rigido sometido a la accidn de un sistema de fuerzas en equilibrio (SE), el Trabajo Virtual de las Fuerzas
Externas es nulo:

Enunciado del TTV para Sélidos Deformables

Dado un Sistema Equilibrado (SE) al cual se le superpone una Deformacion Virtual (DV), se debe cumplir que el Trabajo
Virtual de la Fuerzas Internas 6W; debe ser igual al Trabajo Virtual de las Fuerzas Externas SWg:

SWE - SWI

ZW 56, —jMdG+deL+JQdC

Donde d8, dL y dC son las deformaciones por flexidon, esfuerzo normal y corte del sélido. La deduccién del TTV para sélidos
deformables, excepto por las simplificaciones que se introdujeron en la demostracion, es general y no depende del material
del sdlido.
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Aplicacion del Teorema de Trabajos Virtuales para Teoria de Estructuras.

 Los elementos diferencias d©, dL y dC son los correspondientes a |la Teoria de Estructuras, que se definen de
manera similar a lo visto en Resistencia de Materiales:

_de L Ndx dc Qdx
Bl EA ' GA

e La Deformacion Virtual DV coincide con la deformacion real de la estructura

Luego la expresion general Y.iL; P 8u; + Y2, M;.86; = [ Md6 + [ NdL + [ QdC se reescribe como:

Zn:li6u-+iﬁ69-—JM(M—M>+JN(N—M>+XJQ(Q—M>
i=11 ! £ e EI EA GA

Los términos que estan con una linea superior corresponden al SE y los términos que no tienen la linea superior
corresponden a la deformacidn virtual DV, que para el caso de interés coincide con la deformacion real.
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5. Teoremas Energeéticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Aplicacion del Teorema de Trabajos Virtuales para Teoria de Estructuras.

Luego, es simple calcular desplazamientos de interés mediante el empleo del Teorema de los Trabajos Virtuales. Para
ello se debe elegir el Sistema Equilibrado, que debe elegirse teniendo en cuenta la nocidon de término complementario
de trabajo.

Si uno desea calcular un movimiento dado, sea un desplazamiento du; o una rotacion 68;, entonces se debe elegir una

carga P, o un par Wj, respectivamente, que junto con los desplazamientos que se pretende calcular definen el el
trabajo externo dWrg.

E.sui=jM<ME—°}X> +jN<l\;—‘X‘>+X.jQ<%—‘X‘>
M. 50, = JM(ME_O}X> +JN(I\;—C:‘>+X.JQ(%—CX‘)
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Aplicacion del Teorema de Trabajos Virtuales para Teoria de Estructuras.

Las cargas P = 1 o pares M = 1 se hacen unitarias asi las integrales del segundo miembro directamente dan el valor
del desplazamiento buscado.

Ademas, para el caso de estructuras sometidas preponderantemente a flexion, el trabajo virtual del esfuerzo de corte y
del esfuerzo normal pueden despreciarse. Luego los calculos anteriores se reducen a:

is—fMMdX
.ui— EI
1. 50, = fl\_/[ Melx
CY T El

: — /Md : — L . :
La integral [ M (E—IX) del producto de las funciones M y M se calcula facilmente mediante el uso de Tablas.
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Ejemplo: Calculo del desplazamiento del extremo libre de una Viga empotrada con una carga P en su extremo libre

1 El Sistema equilibrado, de acuerdo a los conceptos discutidos
A 3 es igual a una carga concentrada unitaria aplicada en el
punto B

PN

éPorqué? Porque dicha carga unitaria es el complementario

1L \ de trabajo del desplazamiento buscado

| Recordemos que el SE es arbitrario!

Luego el calculo consiste en resolver:

1.vg —f—dx VB=%II\7[.MdX

Mediante el uso de la tabla resulta: vg = — [ .(=P.L).(—1.L). L] el
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Ejemplo: Calculo de la rotacion del extremo libre de una Viga empotrada con una carga P en su extremo libre

2 1 El Sistema equilibrado, de acuerdo a los conceptos discutidos
A D es igual a un par concentrado unitario aplicada en el punto B
- L

éPorqué? Porque dicha carga unitaria es el complementario
de trabajo del desplazamiento buscado

1 e

Recordemos que el SE es arbitrario!

Luego el cdlculo consiste en resolver:

2
Mediante el uso de la tabla resulta: 65 = % E (—=P.L).(—=1). L] = %
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5. Teoremas Energeticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Aplicacion del Teorema de Trabajos Virtuales para el caso de Acciones Térmicas.

En este caso la Deformacion Virtual DV se debe a la accidon térmica. Luego los diferenciales de la dilataciones dL y
rotaciones dO resultan:

dL =a.t.dx ; (Alargamiento Térmica)

dL; — dL t; — tg
0 = = a.(

» » ) .dx (Rotacion Termica)

Las dilataciones y rotaciones definidas de esta manera, se deben emplear en vez de las rotaciones y dilataciones

Mdx Ndx

mecdnicas dO = = dL = TN Recordemos que las acciones térmicas consideradas no producen deformaciones

por corte.
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5. Teoremas Energéticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Aplicacion del Teorema de Trabajos Virtuales para el caso de Acciones Térmicas.

Luego para el caso de Teoria de Estructuras, en presencia de acciones térmicas las integrales de calculo del TTV

resultan:
n m
_ _ _ ot — _
ZPISUI-I_ZM]SGJZ MO(( h ).dX+ N(X.t.dX
i=1 j=1

Teniendo en cuenta que los términos relacionados con la temperatura son constantes y salen fuera de la integral

queda:
n m
ZPISUI+ZM]89]=O(( h ) M.dx +a.t N .dx
i=1 j=1

Luego, en la practica el calculo es muy sencillo. Se reduce a calcular los términos asociados a la rotaciény a la
dilatacion, producidos respectivamente por la accion térmica y calcular el area de los diagramas de Momento M y
Esfuerzo Normal N del Sistema Equilibrado.
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5. Teoremas Energéticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV
Calculo de desplazamientos mediante el TTV en una viga simplemente apoyada bajo acciones térmicas

Para la viga simplemente apoyada con un incremento de temperatura t; en la parte inferior y una disminucion en la

temperatura t; = —t; en la parte superior (ambas iguales en médulo):
yi
_____ te=ti_____
Abm—————— AE X |
f; ._"
) L

Partiendo de la expresion general deducida en el apartado anterior, observando que la temperatura uniforme
resulta nula t = 0y el salto térmico At = t,—t, = 2t resulta:

n m 2t
> B.su+ ) M. 86) = a.ff M dx
i=1 =1
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5. Teoremas Energéticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Calculo de desplazamientos mediante el TTV en una viga simplemente apoyada bajo acciones térmicas

Para calcular el giro 0, el Sistema Equilibrado consiste en imponer un para unitario en el punto A:

-

W
0, = <2‘;‘1 ti) j Mdx

donde f Mdx representa el drea del diagrama de Momento Flector del Sistema Equilibrado, en correspondencia con la
zona de la viga afectada por el cambio de temperatura. En este caso toda la longitud de la viga:

(¢
= 1.
-

La expresidn de calculo se reduce A
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5. Teoremas Energéticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV
Calculo de desplazamientos mediante el TTV en una viga simplemente apoyada bajo acciones térmicas

Para calcular el giro 0 el Sistema Equilibrado consiste en imponer un para unitario en el punto B:
1

zY
-

L

—

—
¢y
i L

La expresion de calculo se reduce a
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5. Teoremas Energéticos: Teorema de Trabajos Virtuales TTV

Calculo de desplazamientos mediante el TTV en una viga simplemente apoyada bajo acciones térmicas

La deflexidn maxima en el centro del vano, se calcula imponiendo un SE con una carga P = 1 en el centro del vano

| Y
A’é, AB ( o
|r:' 2 | 2 _T l—\:k/ Bs \
\l)“/ W) L/2
4

Luego el calculo se expresa como:

— 2.0(.ti
1.viax = jM. h dx

|
.
N
=K
ot
N~
—
I
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|
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= | R
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