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Por medio de la presente obra se quiere rendir un sencillo homenaje al Ingeniero
Francisco Sentinelli; quien con su incansable labor realizara grandes aportes a la
Ingenieria Civil.

En las paginas siguientes se expone la teoria de las membranas y las cascaras
curvas acompafadas de aplicaciones practicas de ambas. En la primera parte se
encuentran los apuntes de catedra del Ingeniero Francisco Sentinelli cuya
recopilacion fue realizada por los hermanos Villafafie. En la segunda parte, se
presentan las aplicaciones. Estas corresponden a la resolucion de problemas
utilizando la Teoria clasica de Belluzi y el Método de los Elementos Finitos.



ESTRUCTURAS ESPECIALES

ESTRUCTURAS LAMINARES O CASCARAS

Podemos definir una cascara como una estructura portante de forma superficial y en la cual
el espesor es muy pequefio con respecto a las otras dimensiones.

El uso de las cascaras tiene gran aplicacion por ejemplo en depédsitos cupulas, naves
industriales, etc..

Las cascaras las podemos clasificar en 2 grupos fundamentales:

CASCARAS DE PEQUENO ESPESOR: que se suelen llamar Membranas o Laminas

CASCARAS DE MAYOR ESPESOR: que se suelen llamar placas (Esto no significa de gran
espesor, sino de un espesor mayor que las primeras)

Consideramos en las de pequefio espesor que la l[Amima o membrana no tiene rigidez, ni a
flexién, ni a torsidén; y unicamente se desarrollan esfuerzos en las mambranas que son:
esfuerzos normales y pueden haber también esfuerzos tangenciales en algunos casos.- En
cambio cuando son de mayor espesor, en las placas se desarrollan ademas de los esfuerzos
normales y tangenciales, esfuerzos de flexion o sea momentos flectores pueden desarrollar
esfuerzos de corte relacionados con los momentos flectores y pueden desarrollarse también
momentos torsores.

Vamos a ver cuales son los posibles esfuerzos internos que pueden desarrollarse en una
CASCARA.

Sea una. cascara como la siguiente, la cual aislamos un elemento diferencial:
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En los planos o elementos de superficie ABCD, A'B'C'D', CBB'C' y AA'DD' se desarrollan
esfuerzos normales que son perpendiculares a dichos planos.

Los esfuerzos internos en las cascaras se indican por comodidad y por razones de practica
en el célculo por unidad de longitud.

Es decir que si indicamos con un esfuerzo S1 normal o axial; es muy semejante a un
esfuerzo normal o axial a una viga.

Este esfuerzo es un esfuerzo externo respecto al elemento pero inter no respecto a la
cascara.

Si (s) es el espesor del elemento, S1 se refiere al esfuerzo que actlla por unidad de
longitud en dicho espesor.

Esta unidad de longitud puede ser dada en (cm) o (m), luego las unidades del esfuerzo
seran:

S; (Kg/cm) 6 (Kg/m)

Es decir que los esfuerzos aparecen en las expresiores como si fueran una carga continua.



Es muy importante aclarar que este esfuerzo S1 actia 6 esta determinado por unidad de
longitud a diferencia en lo que ocurre en la determinacién con el esfuerzo normal en una viga
en la que este se relaciona a toda la seccidn. Nuestro caso es analogo al de la carga continua
sobre una viga.

Por lo tanto el esfuerzo total sobre una seccién determinada del elemento sera S1 por la
longitud del mismo y asi también para los otros esfuerzos.

Todos los esfuerzos internos se deben indicar en la misma forma.

Por ejemplo S, es el esfuerzo que actda en la cara BB'CC' para una unidad de longitud, lo
mismo ocurre con la cara opuesta en ambos casos.

Se desarrollan ademas otros esfuerzos cuya direccion es tal que coinciden con el plano
de la seccion (El plano tangente en el punto en cuestion), (T).

Debemos distinguir este esfuerzo del esfuerzo de corte ya que el esfuerzo de corte es
normal a la superficie de la cascara mientras que el tangencial esta contenido en la seccién de
la cascara considerada pero en el plano tangente en dicho punto. Como el elemento a
considerar es un elemento diferencial se puede decir que el esfuerzo tangencial esta contenido
en el plano tangente a la cascara mientras que el de corte es normal al mismo.

La notacidon a seguir para distinguir los esfuerzos tangenciales sera con dos subindices
(T21); el primer subindice indica que se encuentra en el plano normal a la direccién que indica
el nimero dos (2) y el segundo subindice indica que se encuentra en un plano paralelo a la
direcciéon uno (1).

En las caras ABCD y A'B'C'D' se desarrollan esfuerzos tangenciales que de acuerdo a la
notacion seran T12 en ambas secciones.

Otros de los esfuerzos internos que se pueden presentar son los que dibujamos en las
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figuras 3y 4.

La superficie es curva que puede ser tambien recta. Los momentos flectores en la seccién
son también dados por unidad de longitud, en la otra cara se desarrollan otros momentos
iguales y opuestos. MI.(por que esta en la direccion 1).- por consiguiente MIl actuara en la
direccién I1I.

Estos momentos son semejantes a los que se generan al aislar un elemento diferencial
en una viga.
Relacionado con los momentos flectores (con la MI
variacion de Momentos flectores entre una secciéon y otra
aparecen esfuerzos cortantes) tendremos un corte que
esta en el plano de la seccion y normal a la superficie de la cascara.
También se puede presentar en cada una de las caras el momento Torsor.

El momento torsor es un par contenido en el plano de la seccién; estos momentos se
pueden representar como esta indicado en la figura o si no mediante un vector que sera
normal al plano de la secciéon. La designacion se hace siguiendo las mismas notaciones que en
el caso de los esfuerzos tangenciales.

Estos son todos los esfuerzos internos que se nos presentan en el

caso mas general:

En la figura 2 tenemos: 4 (S1)=(S1) ; S2=S2 ; T21 =T21; T12 =T12

En la figura 3 tenemos: 4 Ml; MIl ; Q1; Q2



En la flgura 4 tenemos: 2 M12 ; M21

Total 10 Esfuerzos internos distintos.

Estos diez esfuerzos distintos no se pueden resolver con las solas ecuaciones de la estatica.
Las ecuaciones de la estatica para este tipo de elemento nos pueden plantear seis (6)
ecuaciones de equilibrio.

Estas son las tres (3) ecuaciones de proyeccion con respecto a tres ejes y tres (3)
ecuaciones de momento con respecto a dichos tres ejes. Es decir que tenemos 10 incognitas y
solo 6 ecuaciones, luego el problema no se puede resolver por las ecuaciones de la estatica
solamente, hay que recurrir a ecuaciones de la elasticidad, es decir es un hiperestatico
internamente en cualquier punto, lo cual no tiene nada que ver con la sustentacién de la
estructura que puede ser isostatica o hiperestatica.

El conocimiento de los esfuerzos internos en un punto cualquiera de la lamina o de la
membrana, exige la resolucién de un problema con 4 incdgnitas en este caso general.

Comenzaremos el estudio por los casos mas simples: teniendo.

LAS MEMBRANAS - CASCARAS DE PEQUENO ESPESOR - MEMBRANAS CURVAS

Si tenemos una membrana, es importante definir que se entiende por superficie media: Es
la superficie que divide a la cascara o membrana en cada punto en dos partes iguales, es decir
que el espesor de la membrana queda dividido en dos partes iguales.

4

En este caso hacemos también lo mismo que se hara o mejor dicho se hacia en el caso de
una viga en el cual trabajamos con el plano de simetria (los esfuerzos internos los referimos
actuando en el eje de simetria para simplificar el problema); luego estudiaremos los problemas
en la superficie media y los esfuerzos internos que se consideran que actdan en la superficie
media. S1; S2; T12; T21.

O sea que si tomamos un elemento de la figura 5 correspondiente a la superficie media
tendremos que los esfuerzos internos que actian pueden ser S1; S2; T12; T21.

Que pasa en las membranas curvas o cascaras de pequefio espesor por el hecho de que
tienen poco espesor se consideran sin rigidez a la flexion es decir que los momentos flectores
son iguales a cero (O)

1) MI=MII=0

Como los esfuerzos de corte estan relacionados a los momentos flectores y estos son cero
por consiguiente los esfuerzos de corte necesariamente tienen que ser igual a cero (0)

2)Q1=0Q2=0

Se considera ademas que no existe rigidez a torsién por cuanto el espesor de la membrana
es muy pequefio.

3) M12 -:M21 =0

Luego nos quedan unicamente 3 esfuerzos internos a los cuales se les llama esfuerzos de
membrana, que son los que tenemos en la figura 2.

Vamos a simplificar ain mas el problema considerando ahora las membranas curvas de
Revolucién cargadas con simetria radial.



Una membrana cualquiera de revolucion es una
i superficie engendrada por la rotacion de una
'\ f( . curva en torno a un eje; a esta curva que gira se
J la denomina MERIDIANA/O Si las cargas que
pd actian sobre esta membrana. son tales que
\ / P determinan una resultante que coincide con el eje
. i (Q) en este caso decimos que la membrana esta

-::’T.-’ i cargada con simetria radial.

Con estas caracteristicas el problema de la
resolucion de los esfuerzos internos se simplifica.

DETERMINACION DE LOS ESFUERZOS INTERNOS
Para la determinacion de esfuerzos de una membrana de revolucién del tipo dado en la
figura 7 vamos a seguir el siguiente procedimiento:
Haciendo un corte por medio de un plano perpendicular al eje vamos a obtener un paralelo,
estudiamos el equilibrio de la parte de abajo que dibujamos aparte ver figura 8.

Tenemos un casquete sometido a una
= carga "Q" para abajo y ademas en los
i bordes de este casquete a lo largo de la
circunferencia el esfuerzo que nosotros
llamamos Sl que actia segun la direccion de
la tangente al meridiano en cada punto del
mismo.

El calculo se desarrolla de la siguiente
manera:

Si tomamos la notacion de tita para el
angulo que forma la tangente con el eje

horizontal.
Si aplicamos la ecuacién de proyeccion
sobre el eje vertical )

tenemos: Xy =0

El esfuerzo S1 esta dado por unidad de longitud, luego para el calculo del esfuerzo total
habra que multiplicarlo por el desarrollo de la circunferencia y como se necesita la proyeccion
sobre el eje vertical estara afectado por sen e .

La otra carga o fuerza que actuara es Q en la direccién del eje pero de sentido opuesto
a la proyeccion de S1; luego:

S, 2mr senf -Q =0

~ 27mrsen 6 o

Este esfuerzo se puede colocar también en funciéon de otro radio que es el que se obtiene
trazando la normal a la cascara en el punto A (normal al plano tangente y al meridiano en ese
punto); esta normal corta al eje y en el punto O, y forma con el eje un angulo que también es
0 ya la distancia AO, se la llama R, .

Siendo: r = R, senf@

Q

~ 2mR,sen %6

reemplazando en (1) nos queda: S1

>



Veamos ahora el otro esfuerzo S2 en la direccién del paralelo:

En la figura 9 hemos dibujado nuevamente el esfuerzo S1. Si trazamos ahora las normales
a la cascara por dos puntos extremos de un elemento diferencial estas se cortan en 0;; que
nos determina con la superficie de la cascara una distancia Ry, que es el radio de curvatura de
ese elemento diferencial de meridiano.

Tratdndose de un elemento diferencial los angulos que forman con el eje vertical y las
normales a la cascara son practicamente iguales entre si siendo d6 el angulo entre ellas.

Por tanto la longitud diferencial de nuestro elemento en la direcciéon del meridiano es R; .
de .

En la figura 10 se han dibujado los esfuerzos S1 y S2 asi como también los distintos angulos
y radios siendo la longitud de ese elemento en la direcciéon del paralello: (r.dy )

Siendo:

r=R,senf  tenemos:

r.dg = R,sen 8 [y  (demostracion hecha en figura 8)

Esto es valido siempre que se desprecien los infinitésimos de orden superior por cuanto en
realidad los radios de los paralelos (r) no son iguales, pero que se desprecian dichas
diferencias como veremos luego en las operaciones siguientes. Luego consideramos que los
radios se mantienen constantes para dicho elemento.

El esfuerzo S2 actia en una direcciéon normal al meridiano y tangente al paralelo (ver figura
10)



Para plantear una ecuacién de equilibrio, proyectamos las fuerzas en direccién de la normal
a la cascara en el elemento que estamos considerando (en el centro del elemento diferencial).

Para ello tenemos que considerar las fuerzas exteriores, o sea las cargas gne actian sobre
la cascara.

Si tenemos una superficie unitaria
(figura 11) y sobre esa superficie

! 1
Ay '-’\‘\-.‘_" ) - unitaria actia una fuerza exterior
"x\ f A #,’ cualquiera por cm? de céascara (q)
LY \T | i que puede ser nieve, peso propio,
A W proyectada segun la normal a la
J céscara (en forma general)
1 o La proyeccion la designamos con Z
. By i Lo con
Ly / signo positivo hacia afuera.
*; \ La proyectamos también segun la
"\';:"hrﬁ,__:-,!_"' i = __.-"' tangente  al paralelo que o
k Pl =y designamos con X.
f}{ | v al La podemos proyectar también
r k V4 segun una tangente al meridiano que
Fy -] .Y . la designamos con Y.
> Y H"“"u--._.._.---""'j i- Esta es la forma general de
‘."I. = considerar las proyecciones.

y Para nuestro caso particular en
cascara de revolucién cargada con simetria radial, que para poder determinar una resultante
en sentido vertical esas cargas deben ser verticales, es decir que solo tienen componentes (Z)
e (Y) (ver figura 9), ambas positivas (hacia afuera).
La carga q puede ser por ejemplo el peso propio y por lo tanto su direccidon sera vertical.

Luego para obtener S2 planteamos la siguiente ecuaci6én de equilibrio.

Sumatoria de todas las fuerzas proyectadas sobre la normal igual acero Zn =0

Veamos entonces cuales son las fuerzas que proyectamos sobre la normal.

Si la componente de la carga exterior la hemos llamado Z y es por unidad de superficie para
obtener la fuerza total hay que multiplicar Z por esta superficie elemental luego sera: (figura 9"
y 10)

Superficie elemental = R1 . d0 . r . dy
La proyeccion de la carga total g sobre la direccion n (normal) vale:
Z.R1.d6.r.dy (positiva)

Hablando estrictamente, los esfuerzos S1 y S2 no son iguales a sus homoélogos sino que
habria un incremento que se sefala en las figuras 9', 10'y 12.

[ =1 Obsérvese que el incremento de S1 por
I ejemplo es la derivada parcial de S1 respecto a
--_h___l___-_ su variable en este caso es ( 6 ) por el

: [ j diferencial de esta.
| f . Veremos que cuando al proyectar sobre la
| ' J normal a la cascara, los incrementos de S1 y S2

| l " se convierten en infinitésimos de orden superior

— '.I _ I_“ y es por ello que generalmente no se tienen en
—— ey cuenta.

D - Los pondremos en las expresiones analiticas

para ver el porqué de las simplificaciones.
Vamos a proyectar los esfuerzos S1 sobre la normal a la cascara (ver figura 9'). Ambas
proyecciones seran negativas de acuerdo a la convenciéon adoptada.
Como los esfuerzos S1 estan dados por unidad de longitud; el esfuerzo total de nuestro
elemento sera el esfuerzo por la longitud diferencial de paralelo que vale (r dy )



La proyeccién se obtiene multiplicando la fuerza por el coseno de alfa que es igual a:
cos a = Sen—

Luego el valor de la proyeccion S1 sobre la normal sera:

-2.S1.r. dwsen% - Css—lde (r (d ¢ [ben do

o0 2
(valor que despreciamos por ser infinitésimos de orden superior)

Vamos a proyectar ahora los esfuerzos S2; obsérvese que los esfuerzos S2 actlan en
planos horizontales, mientras que la normal a la cascara tiene una direccion determinada
oblicua.

Luego para proyectarlo en primer lugar lo hacemos sobre un eje radial que pasa por el
centro, determinando una resultante central contenida en el paralelo.

Determinamos el valor de las fuerzas multiplicando por la longitud del arco sobre la que
actua, que vale (R1 . d6) luego las fuerzas valen:

( s2 . RO ) ; (S2
oS,
+ dy [(R1[U6

Las proyecciones centrales valen (flgura 10")

- (SZERle@)BendTw)

0S 2
[(82 + 50

dy )R1E ]sen dTLl/

Ahora bien el angulo que forma esta proyeccion con la normal es (90° - 0) (ver figura 8)

y al proyectar sobre la normal sera de sentido entrante, (negativo) y por ser coseno (90° -
0) =sen 6

tenemos finalmente:

-252[R1d6 Bend—wBenG —%@w (R1d6O Bend—wBenG

Longi tud de neridi ana

término que se desprecia

Colocando la expresion general sumatoria de n igual a cero y reepplazando los valores
hallados se tiene:

zn:O:ZERlEJIBD‘EJIt,U—ZESlDmwBen%—ZESZEleeﬁendTwBene:O

Reemplazando los senos de diferencial por el valor del diferencial y simplificando se tiene:

Z[R1dO OF fdy —S10r [l [dO —S2[R1LdO [dy [SenB =0
Simplificando d8 y dy y reemplazando r—R2[Senf se tiene:
ZR2MUO O [y —S10r [y [0 —S2 (R1AO [dy Senf =0
Z [R1[R2[3en6 —S1[R2[3en8 - S2[R1[3enB =0
Z[R1[R2-S1[R2-S2[R1=0

operando :

Sl S2
z == + = 3)
R1 R2



Con las expresiones (1) y/o (2) se calcula S1 que luego se introduce en (3) para determinar
(S2).

No hemos hecho intervenir los esfuerzos tangenciales T12, T21, por cuanto en el caso de
cascaras cargadas con simetria radial estos esfuerzos son nulos.

T12-T21 =0

Demostramos que son iguales a cero de la siguiente manera:

Si consideramos la parte inferior de la membrana una vez que hemos cortado con un plano
normal al eje y estudiamos su equilibrio.

Los esfuerzos que tenemos son: la carga que actua Q, ademas tenemos los S1 que actian a
lo largo de la circunferencia del paralelo y logicamente suponiendo la existencia de los
esfuerzos tangenciales (T) en el borde
rayado (figura 13)

Si tomamos momentos con r de todas las
fuerzas que tienen que estar en equilibrio
respecto del eje de la membrana.

La ecuacion sera: SM® = 0

Q tiene momento nulo respecto al eje ya
que coincide con el mismo .

Las S1 todas se van a cortar en un punto
del eje, ya que son tangentes a la meridiana
luego su momento tambien es nulo. Luego
nos queda solamente el momento producido
por las fuerzas T y no siendo nulas las
distancias (r) necesariamente deben ser
nulas las fuerzas T.

DETERMINACION DE LAS EXPRESIONES GENERALES PARA EL CALCULO DE LOS

ESFUERZOS INTERNOS S1 y S2 en DEPOSITOS SOMETIDOS A "PRESION INTERIOR
CONSTANTES" (gas por ejemplo)

Supongamos que en la figura A hemos aislado la parte inferior de una cascara sometida a
presion interior constante para el estudiar el equilibrio de la misma.

Precisamos conocer Q para introducir dicho valor en la expresion de S1.

il S ’

7 INY

Q es la resultante de todas las presiones, por simetria sera vertical y coincidente con la
direccién del eje de revolucion.

Consideremos un elemento infinitesimal de superficie igual a: 27T . x . ds

En el cual se desarrolla un diferencial de fuerza que vale:

dp=p.27T .x.ds

cuya proyeccion vertical sera dq y vale:

dg = dpcosa = p27T xdscosa = p 27T x dx U dg = p27mT x dx



r 2

Q=Ip27Txdx=p27T%:p7Tr2 0 Q =prrr (@A)

0
introducimos Q en la expresién S1
S1 = Q > zZ=p R2 = L

2 R2 sen“ 6 sen@

p mmr’ pr R2
_ = =p— s1 = 2 R 2
2 R2 sen“ 6 2sen6 2 2

para obtener S2 utilizamos las expresién general:

S1 S2
7 = — + - =p
R1 R2

Como Z es la carga por unidad de superficie que actiia normalmente a la cascara, resulta Z
=p

s1 $2
p = — + -
RL R2
o Sl $2 $2 R2 0 R2
= — — + R ] —_ = - _ = — 2—-——
P Y R R2 2 PTPor T o CTRp)
2 R2 R2
S2 = E& 2—— [l S2 =381, (22— 3
p 5 [ Rl) ( Rl) (€))

Las expresiones (2) y (3) son las formulas generales para el calculo de S1 y S2 en cascaras
sometidas a presion interior constante.

Segun sea la forma del recipiente, variable con el meridiano, seran los valores de R1 y R2
que debemos introducir en estas expresiones.

(A

S



APLICACION PARA DEPOSITOS QUE ALMACENAN GAS

Si tenemos una esfera sometida a presion interior constante sabemos que los esfuerzos
internos a que estan sometidos S1 y S2 estan dados par las expresiones siguientes:

_R2
i T S1=p —
|"~ .'l‘l' 1 - i
e R2
3 \ S2 =s1.(2-—)
f R1
| ! ! Las expresiones dadas se cumplen solamente para
i ﬂ.’, recipientes cuya presion interior es constante.
\ < T / En una esfera (figura 14) sabemos que los radios
Y ' / R1=R2 =R
" r Recordemos que R1 es el radio de curvatara de
T e meridiano.
r
2= —— r =R2 senf
senf
luego
S1=p —

Es decir que los dos esfuerzos S1 y S2 son iguales en las dos direcciones (en la direccion del
meridiano y en la del paralelo).
Quiere decir que si en cualquier punto de la esfera tomamos un pequefio elemento tenemos
dos tensiones o esfuerzos unitarios (figura 15)
Sabemos que si tenemos los esfuerzos y los dividimos por el espesor del elemento
obtenemos las tensiones.
Si llamamos s al espesor del elemento tenemos:

01:02:§:g
S S

S1 esta en la direccion del meridiano y

il -2 L . S2 en la direccion del paralelo.
/ s - : Separamos el elemento
I 18 | o ’7 —l___ considerado (figura 16) y observamos que
L [ T . sobre los planos normales actian las
J o tensiones: 01 y 02, normales a los
. A = 1 mismos ya que las tensiones tangenciales

~ = (L6 en dichos planos son cero.

! LS — Si hacemos un circulo de Mohr para

esta situaciébn tenemos, ya que éstos
sirven para estudiar las variaciones de tensiones.
Existe un criterio practico para la construccion del circulo de Mohr que es el siguiente:
Sobre el par de ejes coordenados tenemos en abscisas las tensiones normales y en
ordenadas las tangenciales que para nuestro caso son cero (figura 17)
Representamos en coordenadas los valores de las tensiones del sistema plano dado (figura



16)

Por ejemplo tomamos el plano horizontal AB, en este plano tenemos solamente tensién
normal ya que la tangencial es cero.

En abscisa colocamos el valor de 01 y la ordenada es cero, luego el punto esta representado
en (A) y nos representa las tensiones que se desarrollan en el plano horizontal AB.

Luego para representar las tensiones sobre otro plano BC y como las tensiones son positivas
(traccion) las tomamos hacia la derecha del eje, pero como las dos tensiones son iguales
tenemos que el valor de ambas es OA; luego el circulo de Mohr se reduce a un punto.

El circulo de Mohr se reduce a un punto cuando en cualquier plano inclinado la tension se
mantiene la misma, siempre constante e igual a la tension0 que se determina en el grafico y
no hay tensiones tangenciales en ningun plano inclinado.

Luego el dimensionado se hace perfectamente bien:

supongamos por ejemplo un depdsito que tenga un radio de 2 metros, a una presion
interior de 10 kg/cm? y queremos determinar el espesor del depésito.

Si fijamos una tensidon admisible para chapa:

O aam = 1.200 Kg./cm?2

p = 10 Kg./cm?

R=r=2m.
luego:
R S S
2 S o
Reemplazando valores tenemos:
200cm kg
S =10 kg/cm= . = 1000 —
2 cm

(dicho esfuerzo siempre nos dara en Kg. por centimetro de longitud)
despejando s (espesor) tenemos:

S kg kg
S = =1000— / 1200— = 0,84 cm.
O am cm cm
s = 0,84cm.
DEPOSITO CILINDRICO
= Si tenemos un deposito cilindrico sometido a presion
p——— constante p = cte. supongamos que el radio del cilindro
~ R sea R.
- T En este caso podemos tomar que la generatriz del
T— ] . ~=4 cilindro es el meridiano, en cuyo caso el radio de
curvatura del meridiano es Rl de valor infinito
(ver figura 18 a)
El radio R2 se hace igual R. R2 =R
Luego los esfuerzos valen:
[
R2
M — S1=p —
T, (IED




R2
por ser R1 = «© nos queda ﬁ =0 luego S2 =p.R

Como vemos se ha llegado a las mismas expresiones del esfuerzo que se obtienen en
resistencia de materiales de un cilindro (o sea calderas) (figura 18b), en el cual el esfuerzo
anular vale p.R

Supongamos tener un recipiente de forma térica(figura 19).

El toro es la superficie de revoluciéon que se engendra cuando una circunferencia gira en
torno a un eje .

El radio de la circunferencia lo llamamos b. El toro esta sometido a una presién interna.
constante.

Veremos los esfuerzos que se desarrollan.

Para el estudio de los mismos hacemos un corte como lo indica la fig.19

Estudiaremos el equilibrio de la porcion indicada en rojo. Esta porcion esta sometida a los
siguientes esfuerzos:

Tangencialmente esta sometido a los esfuerzos S1 en la parte superior del mismo que lo
dibujamos aparte. (fig. 20)

En la parte inferior del elemento actia también un esfuerzo normal segln la la tangente que
lo llamamos Slinf.

También actua la presion del gas (p) sobre la superficie del elemento pero esta desarrolla
una fuerza en direccion vertical (Q) que se calcula en la forma ya vista.

Es decir que se obtenia multiplicando la presion por la superficie de proyeccion normal a la
direccion de la fuerza que queremos calcular.



Es necesario aclarar que la superficie en cuestién es la de revolucién que corresponde al
elemento considerado, luego la fuerza Q que se estudia corresponde a toda la superficie de
revolucion.

El elemento del cual se estudia el equilibrio tiene la forma indicada en la figura 21; sobre
este elemento actla una presion que origina una fuerza Q y la resultante de dicha fuerza "Q"
no quiere decir que esté actuando en la porcién del elemento de la figura 20, sino que actla en
el centro coincidente con la direccion del eje de revolucion; y el valor se obtiene multiplicando
el area proyectada sobre el plano horizontal (Plano 1.1.) por la presioén p.

El area proyectada vale m(r?- a?).

Este producto nos va a dar la fuerza Q en proyeccién vertical que corresponde a ese
elemento de revolucion.

Q =p 1(r* -a%)
Si ahora aplicamos la ecuacién de proyeccion sobre el eje vertical (y) tenemos: Yy = O
S, no tiene proyeccion sobre el eje vertical, luego nos queda S; y Q.

Q _pm(r’-a’)_p (r+a)(r-a)
21 xsen@  2mr xsen@  2r sen@

S,-2mrxsenf-Q=00S, =

_ a a
COMO hxseng=(r-a)0b="'_2 S=p_(1+-)
sen 6 2 r

Con esta formula a podemos calcular un esfuerzo.
En el punto 1 la tensidon sera distinta por cuanto el radio es distinto tendremos un esfuerzo
que lo llamamos S ; que serda mayor que S1 debido a que el radio es menor.
Si planteamos el equilibrio del elemento opuesto o sea (A) tendremos:
S, -2 xsen@ =Q = pr(a® —r2)0S, = xw S, = p9(1+3,)
2r'xsen@ 2 r

. - S
El valor del esfuerzo S, se obtiene de la expresion general: =2 + =L =7
R2 Rl
Tenemos que ver cuanto valen los distintos radios.
Si trazamos la normal a la cascara en el punto considerado y donde ésta corta al eje

tendremos R, en donde tenemos:

RZ:LD r=R,xsenf
se

no
R, = (radio del meridiano) = b
Z = componente de las cargas exteriores hacia fuera, normales a la cascara por unidad de
superficie, luego Z = P
- sen 6
Reemplazando: s, x =p- g(l i %)

prih - 2§
Ssenezp(l—l—a):ﬂ(l—i)ms 0O rQd
2y 2 2r 2 r 2 2sen 6
pr(r-a)_ r-a b
s —p(-a b yaqueb= S, = p- VALOR CONSTANTE
2
2rsen 6 2 sen @ 2

El esfuerzo en el sentido del paralelo es constante en cualquier punto de la membrana.

Ejemplo: Si tenemos untoroderadioa=4myb=1m

P = 10 Kg/cm? (presién interior)

por ejemplo para el punto A el radio es r = a reemplazando en la expresion general de S,
tenemos:

para el punto B, r=(a+b)

S(B)szgx Loa 0 b O2a+b)0

2 a+bH P72 Ha+b) F

Luego reemplazando valores:

5, =10 X9 x100cm =1000 “9
cm cm




5, =10x 120 90 _gpo KO
2 500 cm

b a b 2a-b, 100x10x700
S(C): x—(1+ =pXxX— =
pEpx A ) TP G )T 2ks00
5,© =990 11659
6 cm

Vemos que el maximo lo obtenemos en el punto c.

DEPOSITOS PARA LIQUIDOS

Supongamos un deposito cualquiera que contiene un liquido determinado (figura 22), para
la determinacion de los esfuerzos internos procedemos a realizar un corte (plano I-1), por
ahora veremos los depésitos con el lado (Céncavo)en contacto con él liquido. Este tema tiene
gran importancia para €l estudio de fondos de tanques. Mantenemos la nomenclatura vista en
casos anteriores.

Para la determinacién del esfuerzo, S; se aplica la ecuacion de equilibrio.
2y =0
S, =2mrxsenf -Q =0 Como r= R sen(6)
tenemos Q = carga de agua
Debemos averiguar el valor de Q, para cada caso particular.
La carga de liquido que actua sobre el elemento es la rayada en lapiz. (figura22)
Si designamos con V al volumen de la carga de liquido, con y su peso especifico, luego el
valor de "Q" sera: Q =V xy

Reemplazando este valor en la formula anterior tenemos: g1 = _yxv o
2mR sen 2 0
Para determinar S, utilizamos las expresiones generales que relacionan a S, con S;.
S S
~1 + 2 — Z = p
R, R,

Como Z es la componente normal a la superficie en el punto, resulta que es igual a (p)
presion del liquido en dicho punto. pero la presién depende de la altura de la carga del liquido,
que es la altura del liquido por encima del plano de corte, que designamos con (h).

Por fisica resulta que la presion (p) es igual a: P = y*h y reemplazando en la expresion
anterior tenemos:

De esta expresion se despeja el valor de S,. Tanto S, como S; varian de acuerdo al plano de
corte (I-1) considerado, como asi también de la forma del recipiente y de la altura de carga del
liquido (lleno o vacio, etc.)



DEPOSITO SEMIESFERICO PIRA LIQUIDOS

Veremos para este caso particular la aplicacidon de las formulas generales vistas en el punto
anterior.

De acuerdo a la figura 23 en

1 1 - este caso particular resulta:
. i L = | R,=R; =R
I g B " [ El volumen de liquido que
w B = L d 1" incide en el rayado de la figura se
.\\ _ puede obtener como suma de un
1T { { o — volumen cilindrico mas un
b | . volumen del casquete esférico.

Pero resulta mas practico hacerlo
mediante un calculo diferencial.

Tomamos para calcular el
diferencial de volumen un
pequefio cilindro hueco, infinitesimal, donde el radio del cilindro lo llamamos X y su espesor
dx.

Referimos el radio X mediante la coordenada polar(a)al centro de la esfera.

Si a la altura del cilindro la llamamos (y); en consecuencia el diferencial de volumen sera:

dv=2mxdxxy

2

Al integrar esta expresion entre O y r, siendo (x) la variable, obtendremos a él volumen
buscado: V (volumen de la zona del casquete de radio r.

Para poder integrar es conveniente poner todo en funcién de d(a) luego la variable sera
entre Oy 0.

dv =27rR3cos® a xsena xda

X =Rxsena dv =-27R® xcos’ a xd(cosq)
y =R xcosa o . ,

Vv :I—ZnR xcos” a xd(cosa)
dv=Rxcosa xda )
R =radioesfera — 21R%(cos 3a) %

Vv —27TR33 [cos3 0 - 1]

3
Vv :27TF\:><[1—COS3 9]

Reemplazando en la expresion general y sabiendo que R;= R

y2n§23 [1 - cos® 9]

_ A4 ]
Sl_ 2 20 2
2R sen” 6 2nR><[1—cos 9]
_R? (1-cos®9) _ R*[+cos@ +cos’ 80
S, =y =V, 0 0
3 (1-cosf)(1+cosBO) 3 0 1l+cos6 ]
2 2
Sl:yR a* cos“ 0 U

3 1+c039E

CALCULO DE S,
Tomamos la expresion general:



S1,S2
—+—=p=yRxcosbO
Rt RTPER

El segundo miembro es de valor positivo por ser (z) hacia fuera para el caso de cupulas al
revés la presion es negativa (hacia adentro)
Luego:

cos’8 O
1+cos@%

2
S, =yR? xcosO - S, = )R? xcos@—yz a+
U

5. = YR? [BcosB +3cos* 8 —1—cosB —cos” 60
, =

3 E 1+cos@ E
_YR?* [RcosB +2cos’ 6 —10
S, = 3 0 0
] 1+cos@O N
5 _WR?[RcosB(l+cos®) 1 O
23 (1+cosh) 1+cosOH
Wz

1 O]
S, = cosf — ——
2 % 1+cos@H

Determinaci6n de los esfuerzos en el punto A.

2 2
Para A ---6= O luego: Sl(A) - RY SZ(A) - RY
2 2
Los dos esfuerzos son iguales en el punto inferior.
En el punto B sera: (para 6 = 90)

2
El esfuerzo en el sentido del paralelo cambia de signo; se hace de compresién en el punto

2 2
5,® :)'z s,® = R

Habra un punto en el cual hay un cambio de signo en el esfuerzo de traccion a compresion.

Se puede obtener anulando S, y de esta manera se obtiene el angulo 6 para el cual el
esfuerzo cambia de signo.

CASQUETE ESFERICO

Se trata de determinar los esfuerzos internos que se producen en un casquete esférico
(figura 24) que contiene liquido.

Un casquete esférico es a parte de una esfera de radio R cuyos puntos de sustentacién por
el momento no se estudian.

- e
- ~
® L
.'"r N
"':-.'I . - Ill' . - -
\ &’ @ i
— & | ]‘- - - ".1
L ) . ' ¢
ol ® |/, ‘umln
---..
T

La carga de agua que actua sobre el elemento de casquete considerado es la indicada con el
rayado cruzado.



El problema en la determinaciéon de los esfuerzos internos en el casquete esférico lo
podemos reducir al caso de depositos semiesféricos ya visto.

Llamando V™ al volumen de liquido que incide sobre el elemento considerado. ElI volumen
V~ es igual al volumen V ya calculado para depédsitos semiesféricos (rayado vertical) menos el
volumen del cilindro superior indicado como (1234).

Volumen del cilindro superior = m? (R —f)
base altura
Luego:
V. =V-m? R -f)
La fuerza Q~ que corresponde el volumen dado sera: Q" =y V",
siendo vy, el peso especifico del liquido.
Ademas sabemos que:

._Q

' 2mr xsen@

Luego : Q=Y xV'=yxV —ymi(R - f) r -
sen@

g = W ym’(R-f)
' 2rmrsen@  2mrsen®

Vemos que el primer término del segundo miembro no es otra cosa que el valor del esfuerzo
S, determinado en depdsitos semiesféricos.

A4

' 2mrxsend

Luego S”; para el casquete es:

S1=S1- M, como
2sen@ sen@

=R (radio esfera)(1S1=S1- yxz(R -f)

Como se ve,(yR/2(R-f), es una constante del casquete esférico que depende de la flecha y
del radio de la esfera.

Es decir que el valor del esfuerzo interno S'; para el casquete esférico se puede obtener en
forma directa restando el valor de la constante al valor S; obtenido para la semiesfera.

Calculamos ahora el otro esfuerzo S”, aplicando la ecuacion general y para este caso
particular como se trata de casquete esférico los radios son R1 = R2 = R tenemos:

S12%2-708.48,=2xR (1)

R, R,

Para este caso particular Z vale para el punto considerado (A)
Z= p=yh~ (con sentido positivo puesta esta dirigida hacia fuera)

Z es la fuerza que por unidad de superficie de la cascara en la direccion de la normal a la
cascara es igual a la presion en el punto considerado. La presion en el punto considerado vale:

vh

Siendo h” la altura de agua que hay sobre el punto A luego:

Z=p=y'=y[Rcos8 - (R- f)]0Z =yR xcos6 - y(R - f)
-

Reemplazando el valor de Z en la expresion (1) tenemos:



S ,+S ,=yR?*cosf -y(R- f)ROS2=yR*cos@ - S, -y\R(R - f)
S, =R’ cosf - gl—yE(R— f)g— R(R - f)
S’Z:yR2c059—81+y|:(R— f)-WR(R- )

S'2:82—y|;(R—f)_, K

K=(constante igual a la obtenida anteriormente)

Resumiendo:" Cuando uno quiere calcular los esfuerzos internos que corresponden al
casquete esférico simplemente, a los valores de los esfuerzos obtenidos para la semiesfera le
restamos la constante K correspondiente al casquete.

DEPOSITO DE FORMA CONICA

Relacionado con el trabajo practico N°2(F.25)

El problema consiste en lo siguiente. Tenemos un, recipiente o depdsito de forma cénica de
volumen V(dato). Queremos averiguar cual es el angulo de inclinacién ( a) que deben tener las
paredes del deposito con respecto al eje vertical que nos dé la condicibn mas econdémica para
el material adoptado, por ejemplo depésito de chapa.

| Es decir cual debe ser el angulo de
- inclinacin de las paredes para un
b _ | . o volumen V dado que nos dé, la maxima
£ L Aer condicién de economia o sea de menor
RN i | volumen de chapa.

e H'H_"k—l 3 - El esfuerzo maximo que se desarrolla
i S i para este tipo de depdsito (demostracion

B efectuada en el trabajo practico) es:

Smax, que coincide con el S;max o sea el esfuerzo mayor que desarrolla en el sentido

anular; tiene la siguiente expresiéon llamando con H la altura del depésito con liquido:
2
Smax =S,max =¥ H" wa
4 cosa

Con ésta expresion se puede dimensionar el espesor de la chapa, luego el espesor de la

misma serd igual a:

.-—l:f

Sméx _ H2 tga
cadm 4gadm cos o
cadm = tension admisible del material.
La expresion del volumen de la chapa lo indicamos con v, este se obtiene multiplicando el

area por el espesor de la chapa.

27l
v =vol .chapa = x s =qmls

2 4 2
stv=nH2tga yiH tga _ - >(tgzor
cos a cos a 4oadm cosa  4oadm cos “ a

Tenemos en la expresion dada dos variables que son H y a, luego eliminamos una de ellas

haciendo intervenir el volumen del deposito (cono).

v=rmrls =mH tga

V =vol.deposito :;nrzH = g H?tg” aH

:n|-|3tgzaDH3_ 3V

\Y =
3 g a

€))



Como lo que se busca es H* para reemplazarlo en (2): elevamos ambos miembros a la
potencia 4/3 luego:

4
4 il
-0 [F
(H*)3 = v g U H* = D 2' reemplazando en (2) tenemos el volumen v
Hrtg?a H HeH ™
ga
es:
4 2/3 2/3
T BV tg° a sen " a sen " a
o g V=K 7, =K 4/3 4
4oadm 40adm Hrr H cos “Cacos” a cos " a

cos 2a tg a

Derivando la expresiéon (4) con respecto a a e igualando a cero obtenemos el angulo para el
cual nos dara un minimo volumen de material.

2 4
-Zsen*?acos’*a——cos"*asen'* a
dv _ 3 3

da (cos* a)?

2 4
—gsen % qcos7/3a +§cos“3asen”3a

4 1
V= =-"cos’ a +-sen*a =00tg2a == - tga =-/1/2 =0.707
sen®®acos’* a 3 3 g 2 g

a J3%°
Conocido a, podemos determinar H mediante la expresion niumero 3:
vV vV 3
H=—" = = V=19
mtga 0.5m 157 (5)

H=319v =1.243\V

Ejemplo: si tenemos un depdsito de V=8 m3.debe tener una altura H de acuerdo a la
expresion (5) que vale:

H =1.24%/8 = 2.48m

El radio de la base superior del depésito r que vale:

r=Htga=2,48.0.707 = 1,75 m

RECIPIENTE SEMITORICO (lleno de liquido)
Nosotros para gases hemos vistos un recipiente térico completamente cerrado, pero para

liguidos tiene que ser abierto, en este caso de forma semitorica {figura 26).
El depdsito lo consideraremos lleno de liquido es decir, hasta la parte superior.

| F o _I
—————— 1 " 2. L]
+* |
| G i
: -
| | B 2
e | Y
|- — == - 4

Para este caso nos limitaremos a deducir Unicamente los esfuerzos en los puntos 1 y 2.Vale
decir que deduciremos Sie, Sii, Soe, Sai.

Para ello consideramos una seccion o corte del recipiente semitorico, que es el que se indica
con rayado, pero teniendo en cuenta que se considera en todo el desarrollo del recipiente.

Precisamente consideramos el estudio en estos puntos, porque en otros, resultan
expresiones muy largas, que no viene al caso estudiarlas, pues solo interesa el criterio de
como se resuelven.

La ecuacion de equilibrio que se puede plantear (parte rayada) a lo largo del torolde es:



S, X2m(a+b) - Q =

- Q
(@D e Sli=_————
e = 727“& +b) 2r(a —b)

El peso Q, lo vamos a calcular mediante el Teorema de GULDIN en funcién del volumen.

El teorema de GULDIN dice:

Si tenemos una superficie que gira en torno de un eje engendra un volumen que se calcula
en forma general de la siguiente manera: multiplicando la superficie de rotacién por la
circunferencia que describe el baricentro de dicha superficie. Es decir por ejemplo:

rqy = radio del baricentro

&)

e e ﬁw

. Ty e

., LA a2,
o e (:_-__.-' /: ""-\._T-I"
o f ey o

ol . i ]

— - *rf} T - II ". .\-i--_..-.- = o -l_
b} L ! i <+
M”“H{’HI I . _[

- | =
——— z - Smiar [ T e
L —— _l - oy = s I —
X“"g = distancia al centro de gravedad de un sector circular medida en proyeccion

horizontal.
Cuando se tiene un angulo cualquier:a, la expresion general de la distancia al centro de
gravedad Xg vale:

2 _sena
="r

X
J 3 a

. T
Como se trata de un cuarto de circulo tenemos (figura 28) a = 45° o0 sea GZZ

Reemplazando en la formula anterior tenemos:

0
Xg :gbxsen46 :gbx0.707
3 n 3 n
4 4

pero lo que nos interesa a nosotros es la distancia X™ g luego:
X"g = Xg % cos 45°

xg=2022= % p-042p X'g=0.42b
3 m 3m
4

2
Por Guldin: Superficie que gira: T (cuarto de circulo)

Longitud de la circunferencia descripta por el baricentro que es: 21,

H2
V:Txang r, =a+ X'g r=a+0,42b

2
Luego: V =ng x2rm(a +0.42b) muiltiplicando Vy =Q y reemplazando en 1

mZ
v, (a+042b) 72 (a +0.42b)
Tenemos: S, = 0S, =y
2r(a +b) a (atbh)
Para calcular S es exactamente lo mismo pero restando el radio(b)luego:
mh* (a-0.42b)

SV a-n)

Calculamos ahora los esfuerzos S, en los puntos dados (1 y 2) con la expresion



S
general: —= +-2=7=0

R
le 2e
Z = O por no haber presion de liquido en los puntos dados.
Luego: Rie=Db R2e -(a + b)
+
Sy Se _gpg =-g (%D s,. =y (a+0.42b)
b (a+h) b 4

S, S, (a-b)
Para el calculo de S.; sera: o+ =2 =7=00 Sy =5,

R. (a—h)

De aca se observa que de los dos esfuerzos el mayor es el exterior S, y ambos son de
compresion.

OTROS CASOS DE CARGAS QUE PUEDEN PRESENTARSE

Por ejemplo: Calcular los esfuerzos producidos por el peso propio GUnicamente en una esfera
que se encuentra sostenida como lo indica la figura 29.

Para hacer el andlisis por peso propio
Unicamente hacemos lo mismo que para los
casos anteriores o sea cortamos a la esfera
con un plano (p).

El peso Q es el que corresponde a la
parte de cascara que esta por debajo del
plano p-p luego:

La carga Q se puede calcular
multiplicando el area de la superficie de un
casquete por el espesor s y el peso
especifico del material.

Superficie Casquete = 21Rf

5

e A § oun® dhe ooscang I:I'-

R= radio de la esfera Q=27rRf xsxy
En esta expresion podemos expresar la flecha en funcion del angulo 6 y del radio R luego:

f =R -Rcosf@ =R(1-cosb)
Q=27R*(1L-cosf) xsxy

Tenemos que la formula de S, (esfuerzo de traccion vale): S, hacia arriba se oponen al peso

Q
. S E—
e 2TRsen” @
Reemplazando el valor de Q tenemos:
g = 2yTR*s(1 - cos0) _ YRs(1 - cosO) _ YRs(1 - cosO) 0s = WRS
' 2rRsen’ 0 (1-cosB) (1+cosB)(1-cosf) = (L+cosh)

Esta expresion es valida aun sobrepasando el angulo 6 para arriba de B; en cuyos casos al
pasar 6 para arriba de B seria un angulo del segundo cuadrante que aparece como valor
negativo y que al resolverlo se llega a la misma expresion.

S, S
Calculo de S;: §2+El:z 0Z =yscos6

S S
Luego: EZ + El =y5c0s6S, =)yRs xcosO — S,
Reemplazando en la expresion dada el valor de S; tenemos:
S 1 1 0O

S, =yrscosf - = s%os@ —é] S, = s%os@ -——

2 =K 1+cosd 1+cos@H - R 1+cos6H
Verificacion para distintos puntos:
_Rs

Punto A ----- 8 =0° luego = S, =S, )



Punto B ----- 8 =90° luego S, =Rs(traccion) S,® =-yRs(compresion)
Punto C de apoyo, punto donde actla una carga concentrada.
=180 nosda: S; =S, =

Que es lo que ocurra cuando hay cargas concentradas que las tensiones son infinitas en
esos puntos.

Luego lo que se debe hacer es variar (aumentar) la zona de apoyo; produciendo un radio
adecuado de manera de disminuir el valor de la tension.

Es decir hay que obtener un valor de 06 tal que las tensiones que se obtienen sean
compatibles con el material.

ESFERA SOMETIDA A DOS CARGAS CONCENTRADAS
Para este caso si nosotros hacemos un corte con un plano p-p tenemos que la formula de S;

P

2rRsen” @

Se observa aqui que también en el punto de abajo (A) como 6 = O queda, S;=®

Para el valor de S,, Z =0 porque en la unidad de superficie estamos prescindiendo de su
peso (no hay carga)

Luego: S,+S, =0, S, = - 5

Como S, es siempre de traccién la S, sera siempre de compresién, por lo tanto en el sentido
vertical (O sea del meridiano) los esfuerzos estan sometiendo a traccién y en todos los
paralelos los esfuerzos trabajan a compresion. Esto seria a la inversa si las fuerzas P actuaran
de sentido contrario al dado en figura 30.

estaria expresada en este caso por: S, =

Supongamos tener un recipiente conico sujeto en la parte superior (Fig.31)
Debemos considerar cuales son las cargas o esfuerzos internos que aparecen debido al peso
propio unicamente.
Es un recipiente
que tiene un
determinado
espesor y material
y queremos ver
cuales son los
esfuerzos que
aparecen debidos
al peso propio.
Entonces
procedemos de la
misma forma
explicada
anteriormente,




haciendo un corte con un plano p-p.

La carga Q que actua por debajo del plano p-p se puede calcular mediante el producto del
peso especifico del material del que esta constituido la cascara por el espesor y por el area que
corresponde a esa cascara.
2l

2

El area Aes: A= rl

Q=ysA (1)
L: es la longitud de la cara lateral del cono y (r) es radio de la base del cono.
Luego reemplazando en (1} tenemos: Q =)s7rl

La expresion de S;, es decir, el esfuerzo, segun el meridiano, que es un, esfuerzo de
tracciéon, que se desarrolla segun lo indica la figura 31, sera:

Q _ ysrmod 0s _w o

2irsen  2irsend® ¢ 2 senf
A veces resulta mucho mas comodo expresar S, en funcidn de la distancia (y)porque nos da
la comodidad de trabajar en altura y separarlo en distancias convenientes, luego podemos

y
sen@
»vy
2 sen’ 6

S,

expresar (1) en funcion de (y).l =

Reemplazando en S, tenemos: S, =

Como seno 6 es constante, el peso especifico y el espesor también lo es, resulta que el
esfuerzo maximo se desarrolla en el borde superior del cono, o sea paray = H

H
2sen- 0
. . . S, .S, S1
El esfuerzo S, lo determinamos aplicando la expresion general: —=+—=7 —=0

R
2 1
siendo R; (radio de curvatura del meridiano) luego tenemos que nos queda:

S; =Z%R, ()

Z que es la componente segun la normal a la cascara del peso propio por unidad de
superficie de la cascara.
Luego el peso propio por unidad de superficie de la cascara vale:
Y s(peso especifico * espesor)
Por lo tanto proyectando este valor sobre la normal a la cascara tenemos:
Z=yxsxcosf
Con signo positivo porque es hacia afuera, que coincide con el sentido positivo de Z.
r

sen@

Luego reemplazando Z en (2) y colocando R; en funcién de (r) tenemos: R, =

r
S, =y xsxcosf
2=V sen@

=yxsxrxctgo

también podemos expresar a S, en funcién de (y) r=y ctg 6 luego

S,=yxsxyxctg’0



Aqui también se observa que e esfuerzo maximo de S, se obtiene en el borde superior, es
decir que el S2 méaximo, debido al peso propio sera para (y - H)
S =yxsxHxctg?6

Veremos ahora el caso en que para el mismo depdésito (cénico) los esfuerzos que originan
una CARGA CONCENTRADA, actuando en el vértice inferior.
Supongamos una carga concentrada P(figura 32)y cortando como siempre con un plano
P

21rsenf

2 max .

p-p . La Expresion de S; es inmediata, serd: S; =

P es la Unica carga que actia por debajo del plano p-p. Colocando S, en funcion de (y)
tenemos: r=y ctg 6

_ P P
=
2my cos6@ end 278 cos 6
sen@

En estos casos 6 es siempre una constante, luego S; depende del valor de (y) y aqui
observamos que para y = O, o sea en el vértice mismo, el esfuerzo S; se hace infinito.
S, =0

Para evitar las tensiones infinitas debemos mantener constante el espesor de la cascara
hasta un punto, donde la distancia (y) o el radio correspondiente sea compatible con el
espesor de la cascara, luego desde ahi hasta el vértice hay que engrosar el espesor de la
cascara con un espesor tal que dé tensiones compatibles con el material.

S S
Para calcular el esfuerzo S, tenemos que: R, =oo[] “L=0 =Z0S, =ZR,

=2
R, R,

Pero Z = O pues en el punto que consideramos
no hay ninguna fuerza por unidad de superficie,
ya que estamos considerando solamente la carga
concentrada en el vértice inferior, luego:

Z=0 82: Z R2 - 82:0

Es decir cuando tenemos —a carga
concentrada no se desarrollan esfuerzos en el
sentido anular, solamente hay esfuerzos en el
sentido del meridiano.

CUPULAS

Consideradas siempre en el régimen de membranas o laminas.
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Supongamos una cupula (figura 33) y realizamos —n corte con el plano p-p

Consideramos a la normal a la cascara en el punto considerado como positiva hacia afuera.

Las formulas generales son similares a las ya vistas. S; consideramos a Q como la carga de
la parte superior al plano (p-p).

Luego la parte aislada estara en equilibrio con la carga Q y los esfuerzos S; del meridiano
que en este caso van a ser esfuerzos de compresion.

Luego la ecuacion de equilibrio sera:

S, x2mrsenn8-Q=0 (1)

Pero en la expresion (1) debemos considerar el signo del esfuerzo S; para que de este modo
nos de un esfuerzo de compresién, luego operando.
21rsen @
Ya que el signo que nos representa a un esfuerzo de compresion es convencionalmente (-)
para nosotros.
De las operaciones analiticas que se efectien en (1) solamente nos dira si el sentido que se
adopto es el correcto o no.
Para el calculo de S, tenemos:
S, S, g . .
—+—= =7 expresion general vista anteriormente
R, R,
En las cupulas se suele presentar a veces un problema, en la parte final de las mismas,
digamos una cupula apoyada (simplemente apoyada) (fig. 34).

, 2
k.ﬁ\
-

—*—{-@

1 signo que se coloca por convencion

Al decir simplemente apoyada no se debe pensar como en el caso de vigas que tiene un
apoyo fijo y otro moévil, en donde el desplazamiento permitido es en una direccion.

En el caso de cupulas sometidas a cargas su desplazamiento debe permitirse en todo su
contorno o anillo, luego los apoyos seran siempre maviles {apoyo Unico a lo largo del anillo)
que permita aplastarse la cupula movimientos en todo su contorno.



Luego, si tenemos una cupula simplemente apoyada (figura 34) en el punto A extremo tiene
que haber un esfuerzo de membrana S; en la direcciéon de la tangente a la cascara en el punto
considerado, pero como hay un apoyo movil la reacciéon es vertical, luego si la reaccion es
vertical, apareceran esfuerzos de flexion y no se realizan las condiciones de borde supuesto en
ese punto.

Entonces para que siga manteniéndose el régimen de membranas tenemos que recurrir a
un anillo de borde (figura 35). Anillo de borde que sea capaz de absorber la componente
horizontal del esfuerzo S;.

Es decir, si le colocamos un anillo de borde (fig.35) en la parte inferior a la membrana,
teniendo en cuenta siempre que la membrana se apoya libremente, ocurre que la fuerza S;
que tenemos en el extremo (fig.36) que actla sobre la cascara en el sentido indicado en la
figura sobre el anillo va a actuar en sentido contrario (figura 37).

Luego la S; se puede descomponer en una tuerza vertical que la va a absorber el apoyo
(componente V) y la componente horizontal (componente H)es la que va a absorber el anillo.

La componente H valdra llamando a 6 el angulo que se forma con la tangente a la
membrana en dicho punto (extremo) con la horizontal (fig.37).

H =S, xcosf

También podria expresarse la componente H en funcién de V (componente vertical) luego:
H=V.ctg 0

La componente Ves de facil determinacién, ya que depende del sistema de cargas.

Si llamamos con Q a la carga vertical que actia por encima del plano de apoyo (peso de
toda la cascara y carga que esta actuando).

Entonces V valdra:

V = Q

27rcC

De donde rc es el radio de contorno del anillo(fig. 38), luego:
H= Q
21mC

La fuerza H actua sobre el anillo como una fuerza de presioén interior por unidad
de longitud, sobre el anillo.

xctgl

@@

Quiere decir que la fuerza H va a originar sobre el anillo una fuerza de traccién Z (de esta
forma se dimensiona el anillo de borde, que se calcula con la formula general de los cilindros)
es decir:

La fuerza Z vale: presion interior por Radio.

Z:erc:%ctge Z:gctge
27re 2m
Con esta formula dimensionamos el anillo
(armadura de corte)
Este anillo en realidad introduce perturbaciones de borde(se producen ademas momentos
flectores) caso que se vera mas adelante para el régimen de placas.
La produccién de momentos flectores esta originado debido a que entre ellos es decir anillo
y membrana hay distintas rigideces y obstaculizan el libre movimiento de la membrana en el
borde inferior, luego existe un grado de empotramiento, y esto origina necesariamente otros
efectos (momentos).
Ocurre en este caso algo similar a lo que se produce en los nudos de un pértico que al tener
un cierto grado de empotramiento impide la libre rotaciéon de los elementos, por lo tanto se
producen en los nudos momentos flectores.



Pero veremos mas adelante que estos momentos influyen en el borde solamente de la
cascara porque se amortiguan rapidamente a lo largo de la membrana (no ocurriendo esto con
los pérticos que se propagan a otros nudos; y su propagacion puede tener cierta importancia),
que es la ventaja que se tiene sobre los poérticos, pues de otra manera su calculo seria
demasiado engorroso.

EJEMPLOS DE APLICACION

Las cupulas tienen gran aplicacion en el proyecto
de tanques HINTZE.
Se nos pueden presentar cupulas coénicas(techo)
cupulas troncoconicas (recipiente)y en la parte inferior
la cupula esférica.

DETERMINACION DE LOS ESFUERZOS EN UNA CUPULA ESFERICA producida por su
peso propio.
Tomando entonces una cupula esférica (fig. 39)y haciendo un corte con el plano (p-p).

Tomando como meridiano media circunferencia tenemos que para este caso particular,
R=R =R,
La expresion del esfuerzo S; es:

2mrsen@

Sy

(Peso que tiene la cupula): Q=ys A

A = éarea del casquete esférico que hay por encima del plano (p-p)
A=2nRf siendo fla flecha del casquete.

Colocando la flecha (f) en funcién de R y 6 tenemos: f = R -R cos 6
Reemplazando en Q nos queda:

Q=yxsx2mxRx f
Q=yxsx2mxR(R-RcosB) =y xsx2mxR*(1-cosb)
_—yxsxR*(l-cos8) -yxsxR(1l-cosH)

- 2rRsen’ 0 - sen® @

1



:—y><s><R(1—c056):—y><s><R(1—c059)D _ ~Rs
(1-cos? 6) (1+cos@)(1-cos@) = (L+cos6)

Para el esfuerzo S, tendremos:

S, +S, =ZR =-ysRcosO

1

El valor Z para este caso particular, como la carga ( ys)(carga por unidad de superficie)

actua hacia abajo y su proyeccion actia en el sentido negativo de la normal

, luego sera
negativo.

S, =—ysRcosf - S, =—)sRcosO +y57R

1+cosf
S, :ysRD L —cos@D
1+ cos0) H
Por EJEMPLO:
para el punto A (superior a la esfera)---------- 6= 0°
Luego : $,¥ =~ ;SR s, =— ):R

Estos son iguales pues si tomamos un elemento en la parte superior de la cascara (fig.40) o
sea en el centro, las dos tensiones en las dos direcciones son S, e S,, y las dos estan en las
mismas condiciones de simetria, las dos coinciden con el meridiano.

Para el punto B. ------------ 6= 90°

Con esto analizamos que S, es siempre de compresion (-) y los valores de S, cambian a lo

largo del meridiano, pasa de un valor de compresion en la parte superior de la cUpula a un
valor de traccion en la zona inferior.

Luego hay una zona de la ctpula en donde S,=0

La determinacién del angulo de cambio lo podemos hacer haciendo S,=0
En la expresion: (1)

—————c0s80=0 factoreando
1+cos@

1-c0sf8 —cos?8 =0 cos’ 0 +cosf -1=0

COS@Z—ii /1+1:— \f E £ 6:—1+£:_1+2'24D0.62
2 4 2 2 2

cos8=062 - 6 :51°4O

En este angulo se anula el esfuerzo S, esto es muy importante tenerlo en cuenta para la
forma de la cUpula, por cuanto nos conviene que las cupulas trabajen casi totalmente a

esfuerzo de compresién. Tenemos que para valores de 6 menores de 51°40' estaremos en
zona de compresion.




DETERMINACION DE LOS ESFUERZOS

Si hubiera una carga uniforme (de nieve o sobrecarga cualquiera) por unidad de superficie
horizontal (fig.41) la carga que se toma es por m? de sentido horizontal como carga uniforme a
lo largo de la cupula.
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Las expresiones son simples:

La carga "Q" que actua por encima del plano (p-p) es:

Q = p m r? (superficie horizontal que se estad considerando, y es un circulo la parte
proyectada sobre el plano (p-p), luego el esfuerzo S; sera:

S = -Q _—pxrixm
' 2xmxrxsen@ 2x7Ixrxsenf

=R

teniendo en cuenta que: =
send

R
S, =-p XE valor constante.

Luego para cualquier punto de la cascara S; se mantiene constante para el caso de cargas
uniformes.
para el esfuerzo S, tenemos:

S,+S,=ZxR ; S,=(ZxR)-§,

z para este caso particular es distinto de los casos anteriores.

Tomando una unidad de la superficie de la cascara (figura 42) y computando cual es la
carga que corresponde a esa unidad de superficie tenemos que es: tomando valor 1 en el
sentido de la tangente a la cascara en proyeccion sera (1 cosb) y la carga que incide en esa
unidad de superficie de cascara sera: p cos6 (carga p por la superficie proyectada) y como Z es
la proyeccién de esa unidad de superficie sobre la normal sera:

Z =—pxcos’@
Es de valor negativo por ser de sentido opuesto al considerado como positivo.

Reemplazando:



S, =—pRcos’6-S, =-pRcos’ O + pg

S, = pg(l—Zcosze) = pg(senze—cos2 9)

—yt
- -l -
A
'H.\_
Resolvemos ahora un ejemplo:
Tenemos una cascara de 7 cm de espesor y una sobrecarga: p = 300 Kg/cm?.Esto

corresponde al peso propio de la cascara.
Las expresiones de los distintos esfuerzos son:
Sig (esfuerzo debido al peso propio)

sig =R
1+cosf

Si consideramos un y = 2.400 Kg/m? (hormigén) = 0,0024 Kg/cm?,

R = radio de la cascara: 20 m.

_ —0.0024x7x2000 _ -33.6

Sig =
1+ cos@ 1+ cos@

Sig = -33.6 kg/cm?

1+cosf
Con esta ecuacion podemos hacer la ley de variacion en funcion del coseno de 6.
- d
S,y =Y IR —cos6 vemos que ysR = 33.6
[L+cosf 0



1
Sy = 33.6% - cos@@

+ CO0S

Vemos ahora los esfuerzos que se deben a la sobrecarga:

R 2000 5
Sip=-p E = -0.03 x T = -30 kg/cm

Si1p = -30 kg/cm?
R
Sop = -p E cos26 = -30 x cos26

S;p = -30 x cos28

Si hacemos una representacion grafica tomando 6 en abscisas y S; en ordenadas.
Segun el eje de las abscisas tomamos solo 3 puntos 0°,10°,20° y 30°, vemos que para 0°
el cos® = cos 0° = 1 luego:
Sigoe = -16,8 (sentido hacia abajo)
SiglO° = -16.95 ; SigZO° =-17.3 ; Sig30° = -18

Sigace = -18 maximo valor de Sig debido al peso propio luego el maximo lo tomamos en el
borde inferior de la cupula.

Vemos ahora el Sip debido a la carga p, es un valor constante e igual a -30 Kg/cm para los
tres puntos.

Con esto ya podemos ver cual es el
a1 - . e - valor maximo o sea. en donde tenemos el
maximo al superponer los valores Sig +

Sip luego sera:

Simax = -48 Kg/cm

Para S2 tenemos: S,y (debido al peso propio).



Debido a cargas S,p.
El maximo valor de S, se obtiene como se ve para 8 =0° o sea en el vertice de la cupula.

S2max = -30 —16.8 = -46.8Kg/cm = 47kg/cm
para el calculo de la tensién sera para una cascara de espesor 7cm.
—47kg/cm
o=——"—
7cm

Como se observa la tension con que se trabaja el hormigon es muy baja aun teniendo una
sobrecarga y luz de cupula relativamente alta.

Debe tenerse especial cuidado que las tensiones sean bajas por el pandeo.

7kg /cm?® (valor de compresion)

CUPULA ESFERICA CON LINTERNA
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La cubierta de

la linterna puede ser otra cuUpula esférica, que se puede calcular
independientemente.

En este caso la forma de determinar los esfuerzos es siguiendo el mismo criterio anterior, o
sea haciendo un corte con un plano (p-p) y estudiando el equilibrio de la parte superior.

Las cargas que actuan son: p:peso de la linterna (incluyendose dentro de este peso todo lo
que sea de la linterna, o sea desde el punto (1) hacia arriba y volviendo hasta (2)) o sea, las
paredes de la linterna y la cubierta.

Luego ademas actla el peso propio de la parte de cascara considerada (G), (sin linterna).
La carga total se formacon: Q =p + G



El peso de la porcion de cascara G se puede calcular perfectamente trazando la normal en el
punto B y cortando al eje de revolucion, tenemos el angulo 8 y si trazamos también la normal
a la cascara en el punto (1) punto donde comienza la linterna, el angulo que forma con el eje

lo llamamos 61.
Si llamamos con F la flecha segun lo indica la figura, el peso G sera:

G=ysA
y - peso especifico del material utilizado como cubierta.

s - espesor de la cubierta.
A - area que corresponde a dicho sector de cubierta.

El area del sector del cubierta se puede calcular perfectamente bien como area de una zona
esférica.

A=2nRf (R: radio de la esfera)

Una forma de recordar la formula del area es: el area de una franja cualquiera como la de la
figura (2).
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Se puede siempre establecer la equivalencia con un cilindro (fig. 2) de radio R (o sea igual
que el de la esfera) y como altura el diametro de la esfera o sea 2R; luego si tomamos una
franja en la esfera, le corresponde una franja equivalente al cilindro de altura (f), luego al area
de la zona esférica es el area que corresponde al desarrollo del cilindro.

El area del desarrollo del cilindro es:

A=2mRf =2rR(Rcos6, — RcosO)
A=2rR?*(cosO, — cosH)

La formula para la determinacion de los esfuerzos es siempre la misma o sea:

S, = _—QZ como Q = P+S tenemos
2rRsen” 6

g - ~P _ ¥521R* (cos 6, - cosB)
' 2rRsen? 6 2rRsen? 6

-P ¥5R(cos 8, — cos8)

= - A
271rsen? 0 sen? @ (A)

1

Con la expresion A podremos calcular el esfuerzo S1 para cualquier punto de la cascara.



Por ejemplo el esfuerzo S1 en el punto A.
Tenemos que 6 = 0; luego nos queda:
A _ - P

' 2msen? 6,

Recordando que P es el peso total de la linterna.
Vemos que en el punto A se nos presenta la siguiente situacion: actua la carga V por unidad
de longitud de circunferencia:

P
V =—— (carga en sentido vertical)
nrl

Luego vemos que si aislamos un pequerfio elemento (fig 3), en ese elemnto actda la carga V
y esta actuando también S; ( esfuerzo de compresion que se produce en la cascara), luego en
las condiciones dadas no podemos obtener el equilibrio del elemento.

Luego para que en ese punto exista realmente
v i . equilibrio y se efectien las hipotesis de menbrana,
& v 2euilib hay que considerar un esfuerzo horizontal H;, que
s ; actuara de tal forma que al componer con V nos de

p . . una resultante en la direccion de S;.
2 fl'}“ﬁ"' Luego se debe prever un anillo de borde. Por lo
F tanto el anillo de bor de trabajara en el punto

= considerado con los siguientes esfuerzos:

V:en el sentido vertical
S;: con el sentido de compresién en la cascara, luego sera de sentido contrario en el anillo y
esto origina una resultante H; que lo va absorver el anillo.

=~

Luego el anillo va a trabajar a
compresion con una fuerza H;
que actia en todo el contorno
(fuerza por unidad de longitud de 1 I
circunferencia que corresponda). e rioe— T J_—|

Luego H; = S, cosB; esfuerzo . . [ ;
que soporta el anillo. o L

H: que actia como fuerza de
presion por unidad de longitud - o
origina una fuerza normal en una - i |
seccion cualquiera del anillo N; o~ A0 1Y
que sera igual a la presion por el ; -‘-—T—i
radio.

N, =H, xr, =S, xcosf, x Rxsenf,
N, = S,R, sen 20
2

Con esta fuerza normal se calcula el anillo; y como esta sometido a compresion se calcula
como una columna comun, determinandose la seccion del anillo y la ar madura minima como
si fuera una columna sometida a compresion.

Los esfuerzos en el nudo son equilibrantes o sea si haceroos un esquema de nudo tenmos
que en el sentido de dichos esfuerzos son los dados por la figura N° 4.

En la membrana el esfuerzo S; es de compresion, luego en la cara del nudo es de sentido
opuesto.

En el anillo el esfuerzo es hacia el anillo, pero en el nudo es de sentido contrario y asi
también ocurre con el muro de la parte superior de la linterna.
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Calculo de S,:
S, . Sy
Recordando que: —+—=Z (B)
RZ Rl

para este caso parcitular como se trata de una cubierta esférica tenemos: R2 = R, = Ry
como estamos considerando el peso propio de la cascara en un punto cualquiera de la misma:

Z = -y s cosB

Peso en sentido vertical proyectado sobre la nor mal a la cascara.

Reemplazando en (B) tenemos:

S, +S, =ZR =-)sRcosO
P N ¥sR(cos B, —cosO)

S, =—ysRcos@ +
2 =78 21Tsen? 8 sen’@
P O 0s@, —cosf
Zz—z—ysR@ose—Bn—l . %
2rR sen ] 0] sen-@
P

_ __ KR ~1)-
R Senze[cose(senze 1) cos@l]

2

tenemos que en le punto A para 6 = 6;

A P

T 2/Rsen’6 R cos6,

2

Elemplo:

Supongamos una cupula con los siguientes datos.
Radio de la cupula R = 10m
Radio de contorno = 4.35m
ri= 2.45m
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— o . '_.-

— o
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&
|
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| . pp R E =1



P = peso de la linterna = 3000 kg

54 = —3000kg = —3000 _ _800kg
2x3.14x10x0.245 5.76

S,* = -800kg /m

N; = fuerza que nos interesa para el calculo del anillo.

N, = ?x10x2x0_24 =1920kg

(fuerza de compresion)

Con este valor dimensionamos la seccion del anillo.-

CUPULA CUYO MERIDIANO ES UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA

Con una cuspide en la parte superior.

Es un arco de circunferencia en el cual llega al apoyo con una tangente vertical, luego el
radio del arco de circunferencia estara en o para el sector izquierdo.

R; = Radio de curvatura del meridiano = R

Cortamos la cipula con un plano p-p y trazando la normal en ese punto de cascara y hasta
donde corta al eje vertical tenemos R..

El angulo que forma con la vertical es 6.

La carga Q que es la carga de la parte superior de la cupula con respecto al plano p-p la
calculamos por medio del teorema de Guldin.

Tomando por ejemplo un elemento de longitud ds que lo ubicamos a una distancia del eje
vertical que pasa por el centro de curvatura.



El peso del elemento de cascara lo llamamos dQ y es por el teorema de Guldin:

dQ=2nplisy3=Ay

donde s es el espesor de la cascara.

Expresando todo en funcion de alfa tenemos:
p=Rsena —Rsenf, =R(sena —senb,)

ds = R da
dQ =2rR(sena —send,) [R [da [y [3

integrando entre los limites de 6 a 6, tenemos:

2]
Q :JZTRZ [y 3(sena —sen, )Jda =

Q =2/R’ EyB[(— cosa)’s —(arsen 61)991]
Q = 2rR? [y [3[(cos6, — cosB) - (6 —6,)sen b,
g - —Q

el esfuerzo S; sera: 1 =
21rsend

r =(R,sen8 —Rsend,)

_ —yBRrR?[cos6, —cosh — (6 —6,)senb,]

S
' 21R(sen —sen,)send,

g == y3 EIR[cosQl —-cos6 - (6 -6,)sen 91]
' senB(sen@ —senb,)

para el esfuerzo S, sera:

S, , S,

R_ E =Z =-y[3[tosO (valor de Z para peso propio
2 1

solamente)
R, = radio del arco de ciurcunferencia = R

r _ R(sen8-sené,)

2

“sen@ sen@
i =-y[$[¢osO —i = -y [$[¢osO + yB[COSQl —cos6 - (6 _el)senel]
R, R senf(senf —senb,)
s, =Y (S [eosO [R(sen6 —send,) . y BZDR [cos6, —cos8 - (6 —6,)sen,]
senf sen” 0

tomando el punto A (cuspide) sera 8 = 6, nos quedapara el esfuerzo S;



0
SlA=6=indeterminacion, para calcularlo aplicamos la regla de
L'Hospital.

para 6 tendiendo a 6,; S, = 0
Si conocemos S, y aplicando la expresion general podemos calcular S;:

2 +1t=7 Z =-y[$[tosH, 0 R;=R

=7 0 S, =Z[R, =-y 3[R [tosb,

para el punto B sera: 6 = 90°

s~y ER[cose1 —-(5—6,)sen 91]
1-sen6,

S,® =y 3 R[cos, - (2-6,)senb,]

Sy

ACLARACION: para la resolucién de dicha indeterminaciéon se aplica la regla de L’Hopital y
se llega a determinar el limite de esa expresion o sea derivando numerador y denominador de

S: (expresion general) para@ - 0, porque si aplicamos la expresion general para la
determinaciéon de S, vemos que R, = 0 luego tenemos aqui un indeterminado como en el caso

de S;para 8 -~ 6,0 S, =0
S, _S S,

2 0 . . o _
——=_c=7 : —+—=Z (tipo de indeterminacion superior al
R, R, 0

=

S1)
Aplicando la regla de L'Hopital y partiendo de la expresion (1) tenemos:

-y ER[cos@1 —-c0s@ - (8 —6,)sen 91]

S
senf(senf —senb,)

derivando numerador y denominador con respecto a 6 tenemos:

g = -y ER[O+sen9 —senel]
' 2sen@cosO - cosHsen,

Aplicando la regla tenemos:

s, = [im S, fim ~y[3[R[sen6 —sen6,]
9.6, 2senBcosf —cosfsenB,

_ —yE*kEIR[sen@1 —sen@l] -0
sen @, coso,

s,"=0

otro caso en cual la clspide es hacia abajo (figura 7)



En la parte central nunca podria existir equilibrio con la hipotesis membranal.
Si estudiaramos el equilibrio solamente de la parte central de la membrana (figura 8).

Los esfuerzos para que se realizen dentro de la
= teoria membranal tienen que ser por ejemplo S1

EH = en (A) tangencial a la membrana.
= Debiendo resultar para este caso particular

horizontal y como esta actuando una carga,
necesariamente en ese punto se presenta un corte, y si se presenta un corte, esta relacionado
también con un momento flector, luego no tendriamos nunca la hipotesis de la teoria

membranal.
Se puede evitar este inconveniente colocando en el centro un pilar (columna ) ( Figura 9).

Si colocamos una columna la porcion central (fig.9) de cascara estaria soportada para este
caso particular por la columna.

por lo tanto la otra parte de la membrana la soporta otro apoyo (izquierda o derecha de la

parte central).
De no ser asi en la cumbre de la cascara, se producen corte y momento flector.

El esfuerzo S; sera:
__-Q
' 2mrsend

Si tomamos un pequefio elemento de la cascara de longitud ds tenemos. Calculando la
carga dQ por el teorema de Guldin.



dQ =2m(p+Rsenf,)y 3 0ds =2y $[R(sena +senB,)R [da

integrando la expresion dada nos queda Q

6
Q=21R*y[3 q(sena +senf, )da
0

tenemos que:  r =R(senf, +senB)

luego:

_ —y[RB3(1-cosf +0senb,)
(senB +senf,)send

1

para el calculo de S, tenemos:

S
2

s, =-
> sen?@

[(sene +send,)sen@cosf —Bsend, +cosb —1]

peso propio (Figura 10).

Determinaremos solamente los esfuerzos en ciertos puntos caracteristicos de la elipse,
como ser por ejemplo el punto V y el punto E.

Una de las simplificaciones importantes que hay para el punto V es: si aislamos un
elemento en la cuspide como se hizo con la esfera, aca también existe simetria, luego al aislar
el elemento en la parte central los esfuerzos S; y S, son iguales y se puede aplicar entonces la
expresion de:

Sy
R,

w

+-2=7
R,
2

a
El radio de curvatura: R; = R, = F para el punto dado



a2
luego: 2S,=2S,=Z F

Tomando una unidad de superficie nos da como peso. (ys), que proyectado sobre la normal
a la cascara en el punto considerado nos da Z.

Luego: Z = -ys cosf

y como en el punto considerado 8 =0y cosd =1 porlotanto: Z=-ys

Reemplazando:

2 2
25, =25,=22 =52
b b . .
) esfuerzo que se realiza en la cuspide
s, =5,=-22
1 2 2b

Estos esfuerzos se suelen relacionar con el de la esfera de radio a. Si tomamos una
semiesfera de radio a.

El esfuerzo en la parte superior sera teniendo en cuenta que: Ry = R, = a

. a

se obtiene: S; =S, =-ys —.

2
. . - . a

Luego si relacionamos los diametros de la elipse — =K o0 sea que el esfuerzo S; que se

tiene en una semielipse es:
(elipse) — (semiesfera)
S =K 3,
o0 sea que el esfuerzo S; para la elipse es igual al esfuerzo S; que se tiene para la

semiesfera multiplicado directamente por la relaciéon de los diametros (K).
para el punto B tenemos 6 = 90°

Podemos calcular con la formula general los esfuerzos:

=— luego: —
1 g 278




A® = area de media elipse.

Tambien se suele colocar en relacion con la esfera por ser mas comoda su determinacién.
Luego si a la relacion entre el area de una semielipse y el area de una esfera la llamamos
tenemos :

A®
yCla g o A®=pA® = y2m?
Sl(s) = _2)/5—7227'@-2 =-)sa (esfuerzo para la esfera)
5, = %ﬂ?‘az = _isa
5.9 =59 [

El esfuerzo S; de la elipse para el punto E vale igual al esfuerzo S; para la esfera para el
mismo punto E multiplicado por la relacion p (relacion de areas).

R
S, ==8, == =-1i5,K?
R,
S, = Esfuerzo S; que corresponde a la esfera.

Los valores de p y K se pueden tabular y en forma rapida se pueden determinar los valores
de los esfuerzos S; y S, para cualquier punto de la semielipse.

EJEMPLO DE BOVEDA ELIPTICA

Supongamos una boveda eliptica como la de la figura. Determinaremos los esfuerzos S; y
S, en los puntos Ay B.

- .f

—a |

} |

Punto A: para este caso particular tenemos que:

s,*=s," :_TyaS(K) luego la relacion K = —% =2

Reemplazando valores tenemos: (y = 2400 kg/m?)

s =s,%= —2400x0.05x10x% =-1200kg /m



La tension correspondiente para el caso dado sera:

A A _ _1200

— - 2
o, =0, = 100%E 2.4kg /cm

Se divide por 100 para reducir unidades de Kg/m a Kg/cm.

Punto B: SlB =-ulyl3la

En donde u es un coeficiente que relaciona las areas de semielipse y semiesfera.
Ae

Aesf

l’l:

b
Coeficiente que se encuentra tabulado en funciéon de — (relacion de semidiametros)% .
a

A 0.25 0.5 0.75
I} 0.566 0.69 0.838

b
Para el punto B tenemos que — = 0.5, luego:
a

S,° =-0.69%1200kg/m =-830kg/m ; o,° = . = -1.65kg / cm?

Con esto se ve que a medida que nos acercamos al ecuador, el esfuerzo S; va disminuyendo
aunque su carga aumenta debido al peso propio. Reduccion légica por cuanto la superficie del
paralelo va en aumento (aumento de radio) y el esfuerzo se reparte en una mayor superficie:

S,% =-5,° xK? =830 x4 =3320kg /m

Esfuerzo de traccion que se absorve con una armadura:

o,’ = 3320 _ 6.6kg /cm’
500

Que si suponemos que el elemento esta realizado en hormigon esta tension puede ser
absorvida practicamente sin armadura, aunque conviene colocar armadura minima.



CUBIERTA CONICA

Por defecto de peso propio.

S; = Esfuerzo de compresion.
Q = Carga de la parte superior al corte del plano (p-p).
Siendo:

_ Q

LT omrsend

Q =rsyrt

_ —yml
21rsend
)

S, = 1Y

' 2sen?d

1

Como 0 es constante para cualquier punto se observa que el valor masximo de S; sera para
y = h, o sea en el borde inferior.

—+—==7 como R; = »

r
luego: S, =Z[R,=72——
sen @
El valor de Z en este caso tendra valor negativo y vale:

Z =-)ysco0s6 r=ycotgé
:-M:—ysycotg@
send

S, =-)sycotg’6

Se observa tambien aca que el valor maximo de S, se obtiene para y=h (valor de
compresion).

CUBIERTA CONICA

Teniendo en cuenta elo efecto de una carga uniforme en sentido horizontal.



N %S

La carga Q que actua sobre el plano (p-p) vale para este caso particular:

Q=mI*[po area en sentido horizontal

-Q _-mr’po _ o "

luego: S, = = =-p
2 3enf 2 3en@ 2senf

o ycotgo
2sen@
Observamos que el esfuerzo maximo se obtiene en la parte inferior.

Colocando r en funcion de (y): S, =-p

S,=Z[R,

En donde Z es como sabemos, la carga que tenemos por unidad de la superficie de la cascara. Tomando una
unidad (1) en la cascara (fig b), tendremos que es (po cosB) que la proyectamos sobre la normal, nos queda:

2 2
Z =-po[tos® O S,=Z ERQ:—poCOS Qz_pocos 0 Epos@
sen@ sen@ sen@
cos’ @
S, =-po
2 P senZBEy

Con lo cual también observamos que el esfuerzo maximo se produce en parte inferior.

CUPULA CONICA con LINTERNA

p; peso de la linterna.



Consideramos 1° por EFECTO DE PESO PROPIO; siendo s espesor de la cascara conica.

LacargaQvale: Q=P+ yE‘BBT(I’ + ro)r — rOH
O cos6é O

Luego el esfuerzo S, vale:
~ P _yBO(r? - ro®)
2rrx 3en6 2t [r [3en 26

1

2 —
___ P _yBr -ro) S, =7ZR, =y [3 (€036 O——
2T %enf r [$en 26 sen @

1

En el pie de la linterna se requiere un anillo;en ese punto habra un S; de compresion
mientras que en la parte inferior es necesario colocar un anillo que para este caso sera un

anillo de traccioén.

O sea que el anillo superior trabaja a compresion en el que tenemos actuando la carga
vertical V de la linterna que se transmite a todo el contorno del anillo y S; que si actia como
compresion en la cascara, en el anillo sera de sentido contrario luego esta da una resultante H;

radial.
Por lo tanto componiendo S; con V nos da H; radial.

) /

¥, e € A"
'\ 1 Y

L

En la parte inferior ocurre lo contrario.

Sobre el anillo tenemos la reaccion V y la fuerza de compresion de la cascara, luego la

resultante de la S; y V nos origina una fuerza H que produce traccion en el anillo.

=

/=, N w7
1

i ' ' '
J Iy

Para el caso de considerar una carga por ejemplo de nieve, las consideraciones que se

hacen son similares a las ya vistas.

SOMBRILLA CONICA CON UN PILAR EN EL CENTRO




Para efectuar la determinacion de los esfuerzos S; y S, se procede en la forma general ya
vista anteriormente.

Haciendo un corte con un plano (p-p), pero ahora debemos considerar el equilibrio de la
parte inferior (figura 2).

Luego esta en equilibrio con el peso de la parte inferior considerada Q y los esfuerzos S; de
traccion que equilibran el peso:

Q=yBO(R+r)l :yE'l;DT(R+r)E
cos6
2 _ .2
L= yS(R™~r7) (positivo por ser un esfuerzo de traccion)
2 [¥ [Sen 6 [CosO
_ yE(RZ _ r2)
' ri3en26

Observamos que el valor del esfuerzo S; en el punto superior es:

comor=0 S;= .

Luego el esfuerzo S; se hace linfinito en el punto superior, por lo tanto es preciso considerar
un radio suficiente de tal manera que nos limite el valor de S; a cifras compatibles con el
espesor de la cascara.

Para el valor de S, tenemos:

S, =Z[R, =-y[320sO[R,
para este caso particular Z es de valor negativo:
S, =—y 3 BosO O——
senf
el esfuerzo maximo de compresion para este caso se produce en la parte inferior.

FONDOS DE DEPOSITOS PARA LIQUIDOS (Fondos de tanques)

Los casos mas comunes son para tanques elevados: esfericos, fondos conicos, tronco conico
y como caracteristica especial en los tanques Hintze tenemos fondos tronco cénico y esférico.



Caso de FONDO ESFERICO sometidos por ejemplo a una presion de liquido o sea de agua
que hay dentro del tanque.

Haciendo un corte con un plano p-p y viendo cual es el volumen de agua que incide que nos
dara la carga para calcular el esfuerzo S;.
En nuestro caso seria el rayado en la figura.

I 40
211[R [3en? 6

1

Como se ve todo el calculo estriba en determinar el volumen de agua que incide sobre la
parte de cascara considerada.

Si nosotros tomamos un pequefio cilindro hueco de radio p y espesor dp, un diferencial de
ese volumen sera:

dv =2 pldp [y p =Rsena dpo =Rcosa [da
y =H +R(-cosa)
reeemplazando:
dV =2 [R? Bena [Gosa [Ma[H +R(1-cosa)]

N 2 2 3 E?D
V= ;dV:ZnRZEHsen 6+Rsen 6+REd:os aDD

E 2 2 03 0O H
V = rRz[(H +R)sen® 0 +2R(cos’ O —1)]
luego el esfuerzo S; sera:

y GT[R2|(H + R) [3en? 0 + 2 R(cos® 6 ~1)]

S, =
' 2r[3en® 6
Slz—B%H+R) 2 (1-cos G)D
2 0 (1-cos B)D
U
Sl :-BHH +R)_% 5+M%
2 0 @+cosf)m

2

(]
H’H%‘z cos’ 0 RE
] 1+cosf [

El esfuerzo S, sera teniendo en cuenta que R; = R, = R



S, =-S, +ZR

R cos’8 O
S, =—H+3-2R—— H + R -Rcos6
? 2@4 33 1+cosQE—yR[ )
R cos’8 [
S,=-"—MH +3R-R(cosf -2
? 2 @4 s ( 31+cos(9)%

s, :_Ba_' +3R o0 3+2cos6 E
B 3(1+cosO) ]

Por ejemplo para el puntoA 6=0 cosb=1

54 =2 [ +3-2r4] s, =~ B [H +3R-2R]

S, =-RY S," =-RY

Cuando los valores de S; y S, son iguales, estos se pueden resolver de la siguiente manera:
Rl = R2 =R
Recordando que:

S,+S,+ZR 25, = -JHR

S;=-HE=5,
FONDO CONICO

H = altura de agua que hay por encima del punto superior de la cascara.

Haciendo un corte con un plano p-p a una distancia (y) del vértice tenemos que el volumen
de liquido que se debe considerar se puede calcular de la siguiente forma (rayado).

volumen V = volumen cilindrico — volumen cono
2

V=m?*H+y)-im?y= i

3 (BH +2y-vy)

2

= %(3H +2Y)




luego:
_—ym*(3H +2y) _ —yycotgé

S 3+H+2
! 3x27rsené 6send ( )
-y cotgl
=————BH+2
! 6send ( )

Se observa que el esfuerzo maximo se obtiene en el borde inferior.

Para el punto A: S;* =0

_ 5 r _ _y(H+Yy)
S,=ZR, =7 =- cotgé
2 2 send seng g

cotgf
S, =-y(H +y)y g
sen@

Vemos que para y=0 S,"=0 y que el maximo esfuerzo lo vamos a obtener en la parte
inferior.

FONDO TRONCO CONICO — Considerando influencia de liquido
Supongamos que por encima del borde tronco cénico actua un nivel H de agua.

Si hacemos un corte con un plano p-p (figura 1) cuyo radio con respecto al eje de
revolucion es r, luego la parte que esta en equilibrio es la dada en la figura 2.

Son las tensiones o esfuerzos S; que actldan en la seccién determinada por el plano p-p que
estaran en equilibrlo con el peso o carga de agua, por encima del plano (zona rayada).

Los esfuerzos S; son de compresion, luego el volumen que incide se puede calcular
descomponiendo la zona rayada en dos volumenes.

Un volumen que sera V; de facil calculo dado por un cilindro hueco y otro V, de forma
coOnica (triangulo en rotacion).

Luego: V=V; +V,



Llamando r radio superior del tronco de cono y r; al inferior tenemos:
V, =’ H-m@d? H =mH(r,” -r?)
V.= Lo calculamos aplicando el teorema de Guldin.

Si recordamos el teorema de Guldin que nos dice que el volumen originado por una
superficie de rotacién cualquiera dado por figura 3.

o |eje Siendo G centro de gravedad de 1 la superficie A y rg
,; r ol P radio de rotacion con respecto del eje al centro de gravedad
{: f A T"‘:j tenemos que el volumen es:
|I r
K= V = AR,
| Luego para nuestro caso particular el area que gira o sea
| |
A, que vale:

A2 = %(re - r)y
radio del centro de gravedad = [r +1(r, - r)]
por lo tanto:
V, =5(r, =)y 2afr +4(1, - 1)
Colocando y en funclon del angulo de inclinacion de la pared luego:

y =(r, —r)tgo
V, =1(r, = r)(r, - r)tg6 2nr +1(r, -r)]

El volumen total sera:

2r +
Vt =V, +V, =mH(r,” = r?) +(r, - r)(r, - r)tg8 O( rer

3

)
2r+r, O

3)E

Vt =ni(r, - r)é—( (r, =r)+(r, —r)tgo(

Forma comoda de expresar esta expresion es utilizando una relacion que la llamamos K.
O sea sacando factor comun r la expresién anterior nos queda.

241
3

r H r r
V=t - (2 1) + (S -Dgh(——)
r ar o r r n

Como vemos K esta en funcion de los datos del problema o sea en funcion de 6, en funcién
de la posicion del paralelo que estamos considerando: **
K = f(0)
luego el volumen es:
V =K Oro®
El esfuerzo S; sera, como es un esfuerzo de compresiéon sera negativo:
S B _WTE.B B _Wrz

L7 27rsend  2send




_ K

1" 2send 1

para el esfuerzo S, tenemos que el Z que se tiene es: trazando la normal a la cascara en el
punto considerado, siendo Z la presién en ese punto que es directamente el valor de la presion
normal por cuanto esta es normal a cualquier punto de la cascara y vale:

Z=p=y(H+y)=y[H +(re+r)tg6]

VA :yDrEH +BE—1BQD
rgr [ H

Z=yIOMA

luego como R; = « (radio de curvatura del meridiano) sera:

r Ar?
S.=ZR, =7 =
2 2= %%eno ! seno
_Ayo?
27 sen@ )

Consideramos ahora la influencia del peso propio.

s= espesor de la casacara

Como en los casos anteriores cortamos con un plano p-p la cascara que tiene un espesor s
para poder considerar el peso propio (siendo y,=peso especifico del material).

Al cortar con el plano p-p carga el peso de esa area rayada lateral de tronco de cono de
generatiz | luego:

La fuerza Q vale:



Q:ymE'l;DT(reH)l

Q= ymE'kDT(re+r)

N—

(re-r
coS cos@
2 O
s el g
cos@ rod g

_ymBOra?
cosé
El esfuerzo S, vale:

S_—w@me
' 27T BenOcosO

_-mBEOE

3
sen 26 S
para el esfuerzo S, tenemos

La componente del peso que actla hacia abajo (positiva) sera

Z =ym[$ [¢osO
luego: S, =ZR, =

Ys; luego proyectando en la direccién a la normal a la cascara tendremos z

ymE'kEtosé?L

S, =

ym [r [$ [¢ot gO

C))

Como vemos el esfuerzo S, es funcion de r debido a que 6 es constante para cualquier
punto, luego S, serd maximo en el borde superior del tronco de cono
puede ser una cupula esferica

Otra carga que se debe considerar es por ejemplo para tanques: Si tenemos una tapa que

L
N SEE— .
lllll lll I I
A |
L1 |
3 I'|II'|I .l"I ! |lr. .Th:
1\ L% i
LY
\
A

Tenemos que la tapa transmite una carga vertical como lo indica la figura 5

toda la circunferencia de radio re y si a la carga que se transmite la llamamos q por unidad de
longitud de la circunferencia es decir una carga continua

La carga Q total vale

Es decir que en el borde superior hay la accion de una carga vertical distribuida a lo largo de
O sea consideramos el efecto de una carga continua (figura 6)

Q =ql2mlre

T,
i_#_w-“



El esfuerzo S, valdra:
_ —ql2mrlre _ —qlre
2ir[¥ 3enf rsenf

__q e
g =—_4
' senf r )

1

para este caso el esfuerzo S; es inversamente proporcional al radio r, luego el esfuerzo
aumenta a medida que vamos hacia la parte inferior del tanque (tronco de cono) para el
esfuerzo S, en este caso particular como Z=0 por cuanto el Unico efecto que estamos
considerando es la carga en el borde superior, de manera que sobre la cascara no esta
actuando carga luego:

S, =0 S,=ZR, =0

VIGA BALCON

Vamos a considerar el caso mas general que puede ser, por ejemplo, rectangular, de luces
distintas, por cuanto si las luces son iguales es caso particular.

& o s P P
q: # Q, cargas distintas como caso mas general o
sea sobre la luz |, actua una carga continua q; y
l sobre |, actua qs.
Generalmente son cargas continuas (por ejemplo
| | una pared, una losa cruzada etc.).
| n " Luego hay que ver cuales son los esfuerzos que

hay en el encuentro de las vigas (punto A).
Los esfuerzos que aparecen son momentos
torsores, momentos flectores, esfuerzos de corte segun lo indicamos en la figura 2.



M:: momento de torsion que
actua sobre la seccion rayada.

M,: momento de flexion que
actua sobre el plano de simetria.

Q: esfuerzo de corte.

M:: momento de flexion que
actua sobre el plano de simetria.

M,: momento torsor que actua
sobe el plano rayado.

Q: esfuerzo de corte igual y
contrario al otro que actua en la
cara de I,.




La viga de longitud I, tiende a flexionar debido a la carga, luego la seccién extrema tiende a
girar o sea a tener una rotaciéon por flexion, luego esta rotacién por flexion se comunica a la
otra viga obligandola a girar y le comunica un par de torsién M, (lo consideramos como
positivo para deducir las expresiones) que actla en el plano de la seccion.

O sea que si en la viga N°1 actia como par de torsion y de sentido positivo segiin muestra
convencion en la otra viga o sea la N°2 actia en el plano de simetria como par de flexion y de
sentido contrario al de torsion (sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj).

Luego igualmente ocurre con la otra viga si una de ellas o sea la V; tiende a girar y produce
en V, un par de torsion que lo llamamos M,; entonces ese par de torsién actua como par de
flexion en V; con sentido contrario al de torsion.

Otra forma de indicar esquematicamente los efectos de momento puede ser la de la figura
3.

L
L
Lt

—

Para el otro caso o sea el de M, es a la inversa al dado en la figura 3.

También tendremos un esfuerzo de corte Q en cada una de las dos secciones. Que si en la
viga V; lo consideramos positivo o sea dirigido hacia arriba en la otra, viga V, tiene que estar
dirigido hacia abajo, por el principio de accion y reaccion (los esfuerzos normales se desprecian
por cuanto no hay cargas inclinadas).

Tenemos entonces tres (3) incognitas. El par M4, el par M, y el esfuerzo de corte Q.

Es un hiperestatico de tercer grado para resolverlo debemos plantear tres (3) ecuaciones.

Las ecuaciones que se pueden plantear son:

1. Ecuacion: la ecuacién de FLECHA EN EL EXTREMO.

Se calcula la flecha con los esfuerzos dados y la carga que actda.

La flecha en el extremo de la viga 1 sera igual a la flecha en el extremo la viga 2.

O sea: f,;=f, 1° ecuacion.

tenemos:

La flecha que origina la carga q., sabiendo que tenemos un extremo empotrado (con una
carga continua) vale:

g, 0"

~ 8[EJ

para simplificar se suele colocar el EJ=( llamandolo rigidez de flexion: luego sera la flecha
debida a la carga continua q;:
4
I S
8B
La otra carga que tenemos es un par que para éste caso particular es el My; o sea por
flexion actua el par M, que origina una flecha de sentido negativo que sera:

fql:q1|]
1

— _Mz D]lz
23

Demostracion por los teoremas de MOHR.

Y tambien tenemos el esfuerzo de corte Q en el extremo que esta dirigido hacia arriba en
este caso, y luego origina una flecha negativa que vale:

M1
f,



fQ — _Q|]13
1 3B

Suponemos para facilitar la resolucién del problema que las dos secciones son iguales que
es lo mas normal.
Luego B es idéntico para las dos vigas.
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para la otra viga en la cual tenemos una carga q, tendremos un par M; negativo, una fuerza
Q dirigida hacia abajo, las respectivas flechas son las indicadas arriba en el diagrama de la
derecha.

Entonces la primera ecuacion sera: simplificado el valor de (3

0, |]14 _M, D]lz _Qljll3 _% D]24 + M, [I]z2 +Q|]23
8 2 3 8 2 3

1°)

La segunda ecuacion que se plantea es la ecuacion de que la rotacion por flexion que se
produce en el extremo de la viga V; tiene que ser igual a la rotacion por torsién que actia en
la seccion de la viga Vs.

Luego la rotacion por flexién de la 1° viga en el extremo tiene que ser igual a la rotacién por
torsion en el extremo de la otra viga.

Luego es necesario calcular la rotacion por flexion para las cargas que tenemos:

En viga V; por flexion y en viga V, por torsion tendremos: la carga q;, la fuerza Q hacia
arriba y el par M, negativo.

t::-.__ ] i La rotacion debida a la carga continua vale:
- Y

3
| |:1 a:”:qll]l

| | _ 60

Consideramos las rotaciones positivas en el sentido de las agujas del reloj.
La rotacidon provocada por el par M, (es una rotacidon negativa).

Luego sera:

———
Il
1]

L T Tv.

-M, 0, | —
LN

Q origina también una rotacién negativa y vale:
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Esto tiene que ser igual a la rotacion por torsion debida al par M, en la viga V..

Calcular la rotacién por torsién en una viga de seccidon rectangular crea un problema muy
complejo.

Un criterio que se fija para el calculo de la rotacion es directamente dividiendo el area del
diagrama de momento de torsion, (que es constante a lo largo de la viga) sobre un valor a que
se llama rigidez de torsion.

0, M. 0, donde CZGE[J
C

(rigidez a torsion)

G: modulo de elasticidad transversal.
Jp: Momento polar de inercia.
f: Factor de torsién que depende de la forma de la seccion.

Para mayor comodidad se trabaja con una relacién gama (y) que es la relacion entre los dos
maodulos, el modulo de rigidez a flexion y el modulo de rigidez a torsion.
Y =— que vale: si uno introduce las expresiones que dan para el factor de
c

torsion:
U
y = 0.32%‘@ +10
EhO g

para seccion rectangular en funcién de la relacién alto sobre ancho (d/b).
Por ejemplo si se tuviera una viga de 20x60 cm donde la relacion

y =0.32(3% +1) =3.2
Luego By> se puede poner en funciéon de y quedando:

M, O 1
yrz 2 _Y

B c B

Como esto debe ser igual a la rotacion por flexién de la otra viga sera igualando:

M2 _
6, " =

0. EI]13 _Mz |]1 _Ql En12
6 I 2

=y[M, O, 2° Ecuacion

La tercera ecuacion viene a hacer la inversa, es decir, la rotacion flexiéon de la viga V, tiene
que ser igual a la rotacion por torsién que corresponde a V.

Luego tenemos: la carga g., par M; y Q.

1 e -l

| oM

rotacion negativa en el sentido contrario de marcha de las agujas del reloj.



Tendremos que las tres rotaciones son negativas.
Sera:

-q, |:I]23 _Ql]zz _Mll]Z — VDM1|]1

65 2p B B
luego la ecuacioén correspondiente sera:
1,° Qa,’
- 5 2 - 2 -M, O, =-y M4 tercera ecuacion

Con estas tres (3) ecuaciones resolvemos el sistema y determinamos las incégnitas
correspondientes.

VIGA DE EJE CIRCULAR
Si suponemos una viga de eje circular empotrada en ambos extremos como lo indica la
flgura N°1 (con empotramiento perfecto) la resolucién se puede hacer exactamente como se
hizo para la viga de angulo recto (balcon) o sea, produclendo un corte en la parte central y
determinando los tres (3) esfuerzos internos que se presentan.
La viga de eje circular que corresponde a un tanque
T ' apoyado sobre columnas como lo indica la figura N°2,
B fﬂ"’“ presenta una diferencia con respecto al primer caso de
| e empotramiento perfecto, por cuanto lo que ocurre
sobre la viga de eje circular es que descarga una
/}:;/ carga que es la misma que descarga en el tramo
9 continuo de la figura N°2. Entonces al producirse un
S— par de torsion o momento torsor en el encuentro de
la. viga con la columna (punto A) hay una. rotacién y
la viga que sigue en el otro costado o tramo tiene
exactamente la misma rotacion i por razones de
= simetria en consecuencia si ambas partes
’ {21 experimentan la misma rotacion, quiere decir que no
H“ B = hay una rotacion relativa entre la seccion izquierda y
J derecha de la columna, o sea, eso se comporta y asi
que considerarlo como si estuviera sujeta en sus
extremos mediante una especie de charnela, que
permite la libre rotaciéon por torsién, lo que no permite
es la rotacion por efecto de flexion en el punto
Al B & considerado, porque si hay continuidad, justamente la
flexion es impedida por la continuidad del otro tramo,
en cambio la rotacion por torsion no es impedida por
cuanto ambas rotan con el mismo valor.
Luego la hipétesis que se supone es considerar al tramo entre columnas como si tuviera una
charnela que permite la rotacion por torsion en ambos extremos (figura N°3).
Con ésta hipotesis el problema se transforma en un simple caso isostatico o sea que se
puede resolver con las ecuaciones de la estatica.

Consideramos por ejemplo uno de los tramos entre dos columnas (fig.N°4).
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Desighamos con 0g al angulo central (o sea entre columnas y eje central) que depende de
las cantidades de columnas que tenga el tanque.

La representacion de los momentos flectores y torsores lo hacemos en forma vectorial
(siendo ésta la mas adecuada para una facil interpretacion).

En el extremo A suponemos que existe un par de torsion positivo que lo representamos
normalmente al plano de la seccion.
Esto es debido a que si tenemos en la seccidon considerada actuando un par de torsiéon como
lo indica la figura N°©5, nosotros podremos representarlo vectorialmente con un vector M
normal al plano considerado, que en nuestro caso
) resulta tangente al eje del arco en ese punto (punto
[ : A).
o El momento flector se representa por un vector que
E esta contenido en el plano de la seccién, es decir que
S M ) el momento flector en el punto considerado es un par
- (figura N°6) de flexidon que actla en el plano normal a
- la seccidon, luego el vector representativo es un vector
M | que actda en el plano de la seccion, luego como la
| seccion
tiene la direccion del radio, coincide con el sentido
positivo fijado.
Los pares que actuan en el punto A (figura N°4) se denominan de la siguiente forma:

Mt® = Momento torsor en el extremo.

Mf® = Momento flector en el extremo.

! l_t a-'\.
por razones de simetria, es decir, — [
considerando ahora el punto B, Ila "EE'-_; ;
representacion vectorial del momento torsor ) et 4, ]
sera igual y de sentido contrario al que actia "m____"*.
en (A), ocurriendo lo mismo con fa - =

representacion vectorial del momento flector
en (B), o sea, de igual y de sentido contrario =
al que actua en (A).

La carga continua que incide sobre el arco, va a dar una resultante que actuara en centro de
gravedad de arco AB, es decir, que el punto (C), es dicho centro cuya pasicion se determina
por estatica.

El punto (c¢), en general, tenemos actuando la resultante de la carga continua uniforme que
actua sobre el arco AB. Podemos aplicar las ecuaciones para la determinacion de las
incégnitas, por ejemplo:

1° ECUACION, de proyeccion de momentos, tomando momento respecto al eje (y).



y —
Y M, =0
Sumatoria de los momentos de todas las fuerzas pi respecto del eje (y) es igual a cero,
sobre el tramo del arco AB.
Ademas hay que tener en cuenta el esfuerzo de corte Q que actua en los extremos (A) y (B)
y que vale la mitad de la carga que esta actuando sobre el arco AB, es decir, que si nosotros
llamamos (P) a la carga que actda en el punto (C) el esfuerzo sera:

o]
= E y en otro extremo sera igual y

I-\.

T A If:ﬁ. de sentido contrario o sea hacia abajo.
e . \ T, Esta consideracion es en cuanto al esfuerzo de

e e corte en general pero en nuestro caso para el

‘ 2 tramo AB el esfuerzo de corte actda en las
{ = | - e secciones con sentido hacia arriba y en el tramo

| o siguiente hacia abajo. Esto es asi porque se debe

i | ! mantener el equilibrio de la viga.
V| Luego tomando momento de todas las
- fuerzas respecto al eje (y) tenemos:
1|"- Sabemos por estitica que cuando se
toma momento de un par respecto de un
eje cualquiera como en este caso, representado por un vector para calcular o para obtener el
momento del par respecto del eje en forma vectorial se obtiene directamente proyectando
dicho vector sobre el eje.

Esto se demuestra por definicion vectorial del momento de una fuerza cualquiera respecto
de un eje, por ej. como se observa en la fig. 8, es igual al vector momento de esta fuerza (p)
respecto de un punto del eje (0) proyectado sobre el eje (Mp®).

Es decir que si se quiere calcular el momento de una fuerza, respecto de un eje, tomo un
punto cualqulera del eje, con respecto al cual se tlene un momento y después se proyecta
dicho vector momento.

Para nuestro caso ya tenemos el vector momento; luego proyectandolo directamente sobre
el eje (y) tendremos el momento del vector respecto al eje (y).

Por lo tanto para nuestro caso particular si consideramos positivo (+) el eje hacia arriba
tendremos:

2Mt° Bena,, + Mf © [Bosa, — Mf ° [tosa, + P =0
2Mt° [3ena, =0

Mt® =0 1° condicién

Es decir que el momento torsor en el punto de union con la columna vale cero, y esto es
I6gico, pues nosotros dijimos que rotaban el
mismo angulo, luego si rotan el mismo angulo

] no hay diferencia de rotacion y por
4l consiguiente no puede haber torsion.
Esto ocurre logicamente cuando los tramos

;f"_ Jr de la viga son iguales y de la misma seccion,
,,rf luego hay la misma rigidez, pues si las
A Aa secciones fueran distintas, habria distinta

Lo Nl rigidez a torsion, luego las rotaciones serian

i ’ distinta y existiria momento torsor.

Para calcular el momento flector en el
extremo, tomaremos momento respecto al
eje (xX) que lo consideramos positivo hacia la izquierda, luego la 2° condicion es:

ZMPiX =0

Sumatoria de los momentos de las fuerzas Pi respecto del eje (x), es igual a cero.
luego tendremos:

2Mf ° BBena, + Pic =0



Consideramos dos veces el momento flector en el extremo, porque sumamos el del extremo
(A) y (B) que tienen el mismo signo al tomar momento con respecto al eje (X).

Los momentos torsores no los consideramos pues son nulos para los extremos, y el
momento de la fuerza (P) que actia en (C) produce una rotacion positiva, luego se lo toma
con sentido positivo.

e _ —YyC[P
sena, [2

Esto nos dice que el signo fijado en la figura 4 al Mf° no es el real, luego debemos cambiar
signo.

Es decir que es un momento flector que tiene que producir traccion en las fibras superiores
en el punto considerado (A).

La distancia (yc) podemos calcularla considerando la distancia desde el baricentro del arco
al eje (X) y que vale:

Mf (€))

yc=0C-ON =R NG _ Rcosa,
aO
Reemplazando en (1):
i — NG _ Rcosa,
2sena,, a,
Mf ¢ - _PRU1 —cotgaOE
0

ya hemos calculado que es lo que pasa en los extremos, es decir, conocemos cuanto vale el
momento torsor en el extremo, que vale cero, el momento flector en el extremo que vale la
expresion (2) y también conocemos la fuerza de corte en el extremo que vale P/2, nos interesa
ahora conocer la ley de variacidon para saber donde se producen los maximos.

Deduciremos la ley de variacion para un angulo cualquiera (a).

En 1° lugar determinaremos cuanto vale el momento flector, el momento torsor en el punto
B7).

Para la determinacién del momento flector se tiene que tomar momento de la fuerza
respecto de un eje por ejemplo, tomamos el eje normal (n) es decir el eje que esta en el plano
de la secién y que pasa por el centro de gravedad.

Luego la expresion serd y como el momento torsor en el punto A es cero luego no lo
incluimos en la sumatoria.

Mf = Mf ® [tosa +;R Sena —qaR(C'D) (3)

El primer sumando lo obtenemos como sabemos tomando el momento del par Mf®,
respecto del eje n, que se obtiene proyectandolo directamente sobre el eje, o sea es igual al
momento flector del extremo por el coseno de alfa. (Mf® cosa).

También tenemos que para el segundo sumando hay el momento de la fuerza P/2 respecto
al eje considerado que es; el producto de la fuerza P/2 por la distancia al eje o sea:

P
—Rsena (con signo positivo por cuanto produce momento flector positivo, o

sea dirigido de abajo hacia arriba)

El tercer sumando esta dado por el momento flector que produce la carga continua q (que
sera de signo negativo) con respecto al eje n y que sera: La resultante de la carga continua (q
a R) por la distancia ae esa resultante al eje n (C'D").



Aclaramos que la resultante de esa carga continua actuando en la longitud de arco (dR)
estara aplicada en el centro de gravedad de ese sector de arco AB' que sera el punto C'.

El valor de C'D’ es:
C'D'=0C'sen$

siendo:

. _Rsen$ _ -
OC'=———= (radio R por sen de alfa sobre 2 dividido por alfa sobre 2 en

radianes)

reemplazando en la expresion (3) qaR2 "
2

sen

N

Mf = Mf © cosa +ZRsena - gaR?

a
2

Si colocamos g en funcion de la carga total que actia en el anillo o sea P, tendremos:

_ P(resultante.detodas.las.cargas) _ P
(longitud.del.arco.en.radianes)2a,R  2a,R

2

sen’ ¢

Mf = Mf © cosa +BRsena -
2 2a,R

2

Mf = Mf® cosa + - Rsena - "~ sen? a
2 a,R

Con esta expresion se puede calcular el momento flector para cualquier punto, pero lo que
nos interesa es el maximo, por lo tanto derivando la expresion (4) respecto a a tenemos, e

igualando a cero:

M:—Mfesenar+ERcosar———sen%cos%:0
da 2 a, 2
M:—Mfesena+ERcosa—Esena:O
da 2 a, 2
dMf _ e, PRH P
—— =-senapMf* + — E=--—Rcosa
da 2a, 2
PR
_ 2 -1
tga = =
_PRLPR g, + PR ctoa
20, 2 2a,
tga =tga,

Es decir que el maximo valor del momento flector se produce para a = g, es decir, que

existe en el centro del arco.
También pueden presentarse otros maximos, como ser el maximo negativo, en el extremo,

es decir, que existiran dos maximos, que son de signos contrarios, pero lo que nosotros



estamos tratando de deducir es el maximo en el tramo, pues es en donde existe la variacion.
(En el extremo el valor es fijo para cada caso particular).

El diagrama de los momentos flectores es como lo indica la figura 9.

Como se ve el valor del momento flector estid en
funcion de ag y del radio R Gnicamente.

Quiere decir que depende del numero de columnas,
el valor de ag

Veremos ahora la expresion del MOMENTO TORSOR,
para cualquier punto de la viga circular.

La determinacion del momento torsor la haremos
para la misma seccidn efectuada anteriormente o sea con angulo a.

Lo hacemos tomando momento respecto al eje tangente en el punto (B'). Sabemos que
cuando se tiene un sistema espacial de fuerzas y para calcular el momento torsor respecto de
um seccion se toma momento respecto al eje perpendicular a la seccién que pasa por el centro
de gravedad, y dicho eje es en este caso el eje tangente (t).

Le adjudicamos sentido positivo hacia la izquierda.

Como en el caso anterior, sabemos que el momento torsor en el extremo es nulo, luego la
expresion sera:

Mt = Mf ®sena +z(F'B')— qar(C'E))

F'B'=R-Rcosa =R(1-cosa)

a

C'E'=D'B'=R-0C'cos? = -
2
cE-grH_sena
O o 0O
Reemplazando en (5) nos queda: Mf = Mf°®sena +ZR(1—COSO{)—q0{R2§.— Sena@
a

Reemplazando a g en funcion de P (carga total): (=

2a,R
_ _ ._ PR PR
y teniendo en cuenta la expresion de Mf® =———+-—ctg a,
ay
—+—ctgao ena +E(1—cosa)— PaR B_senaH (6)
20, 2 20,R 0O a [

Expresion general que nos permite determirar el momento torsor en un punto cualquiera.

Es interesante saber que pasa en el centro del tramo sea para a=0a, luego tenemos que el
momento torsor vale:

PR PR Pa,R*[] sena,
—+—ctgao ena, +— - €osa, - -
20, 2 2 2a,R a,

_ PR PR PR PR, PR _
Mt = —senao 7cosar0 +7—7cosar0 —7+—senar0 =0

a, 20,

Para hallar el maximo valor del monento torsor derivamos la expresion de Mt respecto a a e
igualemos a cero:

dMt PR PR PR
= Mf °cosa +—sena ———+—cosa =0
da 2 20, 20,



dMt PR PR PR

—— =—-_—-C0sa +—_ctga,cosa+—_sena—_—+_—cosa =0
da 20, 2 2 20, 2a,

dMt _ PR 1

—— =—Htga,cosa +sena ——H==0

da 2 a,

(ctga,cosa +sena)= £l

a
Despejando sena para colocar todo en funcion de una sola variable:
1 2 1 2
sena :——ctgaocosa sen"a = —CthYOCOSCY =1l-cos"a
a 0

%é —2icosarctgar0 +cos’a [etg® a, =1-cos’ a
0

of

[ [
cosza(1+ctgzao)—20tga° cosar - 1-[ HD:O
o g HoUB

la dada es una ecuacion de 2° grado en cosa; tenien en cuenta que:

cos’a, _sen’a,+cos’a, 1
sen’aq, sen’aq, sen’aq,

il il
cosa
cos’ a % -2 0 €080 _ 5 1l HAg
sen“a, sena, 4, § M OF
2cosa O O
cos’a—-——— % sen’a,cosa - [1- 12 en®a,0=0
a,senda, g 0 B
sen2 0
cosza—aocosa—%—lﬁenzaogzo
a, a, |

sen2a, = [sen’2a, 1 )
cosa = + O+ [1-—lsen’q,
a, 4a, a,

1+ctg’a, =1+

)i

Si tenemoss un tanque con 4 columnas sera a= 45° o sea en radianes 7 .

Reemplazando valores:

cosa = 21/ ~/0.41-0.3=0.64%+-/0.41-0.3
4
La solucion que nos interesa es la suma luego:

cosa =0.64+0.33=0.97

Quiere decir ql8 para el caso de 4 columnas se produce el momento torsor maximo para un

angulo a=19°30'.
Determinaremos ahora cuanto vale el MOMENTO FLECTOR en el extremo para el caso de 4

columnas.




Mf‘*:—E : -ctga, :—F)R%—ctg%‘ﬁ
2, 2

Mf ¢ = —PZR(1.28—1)

Mf ¢ =-0.14[PR

Existen tablas que nos dan el valor del momento flector y torsor en funcion de la carga total
que son las TABLAS DE KETCHUMT.

El momento fiector en el CENTRO DEL TRAMO sera para a=dp.

De la expresion general que es:

Mf = Mf ® cosar +E5ena—ﬁsen2%
2 a,
Mfc = - gt -ctga, osao+Esenao—Esen2"70
2 Hr, 2 a,

PR os’a PR . PR
Mfc =-_— cosa, + % +sena, - +—cos® %
2, sena, a, a,

cos
MfC:B a, —i+ic052070 +i
2 a, a, a, 2sena,

Para el caso de cuatro columnas tenemos: 0(0:4502%

Mfc =— — 4+ -—C0S
2 T T T

PRI cos45 2 2 222.5%

Mfc = 0.07 (PR

La ley de variacion del esfuerzo de corte se puede obtener de la siguiente manera:
Si se elige una seccion cualquiera por ejemplo la que determina el punto B' figura N°4 sera:

P
=—-qRx
> q
Colocando g en funcién de p sera:
Q=C-_" Rq
2 2a,R
0 fo=tp-& = =0
5 a, para a=0g tenemos Q.=

Esto es importante conocer para ver como tiene que colocarse la armadura por ejemplo la
de torsion.

Es decir que si se coloca espirales desde el centro hacia el extremo se coloca la armadura a
45° por cara y avanzando en el sentido del momento torsor como lo indica la figura N°10.



Es decir que el espiral se coloca a 45° avanzando hacia el centro de la viga.

En realidad la espiral se necesita en donde se desarrolla el momento de torsibn maximo,
luego se podra ir disminuyendo la seccion de armadura de espiral (se efectia esto
aumentando la distancia de paso entre espirales).

Pero como también se nos presenta el esfuerzo de corte apareceran tensiones de corte, que
se absorben también con espirales y barras dobladas, luego en el caso de considerar espirales
habra que sumarselos a los tenidos en cuenta para el efecto de torsién, luego con la seccion
total se determina la armadura necesaria de espiral.

Ahora bien, cuando se nos presenta un caso como el dado, es conveniente absorber los
esfuerzos de corte totalmente por barras dobladas, dejando de esta forma a los espirales que
absorban los esfuerzos debidos a torsion.

RELACIONES ENTRE DEFORMACIONES UNITARIAS Y CORRIMIENTOS

Supongamos tener nosotros un trozo de membrana (figura N°1) de longitud diferencial
(ab), el cual esta referido por ejemplo, trazando las normales a la cascara en (a) y en (b).

[
= |



La normal a la cascara en (a) forma con el eje (e) un angulo 6, y la normal a la cascara
trazada por el punto (b) cortard a la normal a la cascara trazada por (b) formando un angulo
que llamamos (d6) de manera tal que el radio R; sera el segmento ao’ y el segmento ao sera
R2.

Supongamos que el punto (a) experimenta los siguientes corrimientos:

Un corrimiento en la direccion de la normal a la cascara que llamamos w, con sentido positivo
dirigido hacia afuera (es decir que si el corrimiento es dirigido hacia afuera se considera
positivo), y ademas un corrimiento a lo largo del arco que lo llamamos (u) positivo si se
produce en el sentido de los arcos crecientes, es decir en el sentido en que se tome el angulo
0, en nuestro caso lo tenemos a partir del eje (e) lo que nos dice que al aumentar 8 en el
sentido fijado por la flecha nos da el sentido positivo del corrimiento (u).

Luego de estos dos corrimientos el punto (a) pasaria a la posicion (a;) Consideramos ahora
el punto (b). Este punto experimentara un corrimiento en el sentido del arco que lo llamamos
(u+du), es decir, que tiene que ser igual al anterior, mas un diferencial, por la variacién que
puede haber en el tramo del arco abarcado por (d6)

También el punto (b) experimentara un corrimiento en la direccion de la normal a la cascara en dicho
punto que llamamos (w+dw).

Luego el punto (b) pasara debido a los corrimientos al punto (by).

(a;b,) es el arco (ab) después de la deformacion. Ahora bien, si nosotros queremos calcular
el alargamiento unitario del arco de meridiano (ab).

A dicho alargamiento unitario lo llamamos €1, que sera igual a la longitud final (a;b;) menos
la longitud inicial (ab), dividido la longitud incial (ab):

_a,b, —ab
' ab

El valor de (a;b;) se puede tomar practicamente igual al valor (a;by) que se obtiene
trazando por (a;) un arco paralelo al (ab), luego teniendo en cuenta que el (dw) es mucho mas
pequefio que el valor (w), podemos considerar que lo longitud (a;b;=a;bg), luego reemplazando
en (1) tenemos:

_ &b, —ab

! ab

A la expresion (a;bg) podemos escribirla en funcién del arco (ab) o sea: Si trazamos por el
punto (b) una paralela a la normal a la cascara en el punto (a), ésta cortara al arco (a;bg) en
el punto (@’), luego el angulo que forma con la normal a la cascara en el punto (b) sera (df)
con lo que (a;bg) sera igual a:

a,b, =ab+w[86 +u+du-u

:ab—wm9+u +du—ab :Wm9+du
ab ab

reemplazando tenemos: &,

El valor (ab) podemos expresarlo en funcion de d6, es decir:

ab =R, [d0, luego:

wlidlé+du w du

51:—:_+—
R, [d6 R, R, 6
1 du

g =—W+—

! ngN dHE 1

Como vemos es una relacion entre la deformacion unitaria del meridiano y los dos
corrimientos (w) y (u) que han experimentado los puntos (a y b). Esta deformacién unitaria se
calcula en base a las tensiones que se tienen en un punto, es decir, a las tensiones ortogonales
en un punto, por ejemplo la deformacion unitaria ¢, sera:

8_81_ S,
ER “EB




S S
1 = donde — es la tension oLy =2 |a tension o,; L es el
S S
coeficiente de Poisson debido a la deformaciéon
— 1 transversal.
. Luego considerando la ley de Hooke:
| = o g,
'h g = ~1_ U—=
E E

En general podemos decir que la deformaci6én unitaria €; sera igual a la deformaciéon en una
direccion menos la deformacion en sentido transversal a la anterior.

Veamos ahora la DEFORMACION UNITARIA del PARALELO en el punto considerado.

Si llamamos con ri el valor o distancia que existe entre el punto (a) y el eje (e), que
llamamos radio inicial del paralelo, y con (rf) al radio del paralelo después de la deformacion,
es decir, desde (a;) al eje (e).

Nosotros sabemos que cuando se tiene una
circunferencia, (figura N°2) de radio inicial (ri),
con una deformacion cualquiera (por ejemplo,
L provocada por presiéon interna o por variacion de

temperatura, etc.), se produce una modificacion
; de longitud y pasa a tener un nuevo radio (rf).
i ' Luego si llamamos con (Lf) a la longitud de la
y circunferencia final, y con (Li) a la longitud de la
circunferencia inicial, la deformaciéon unitaria que
corresponde a dicha circunferencia la llamamos

€, y vale:

_Lf —-Li _ 2mOf -2
Li 2 [xi

€,

_rf =i

€, = pr ©))

Lo que nos dice que la deformacion unitaria de la circunferencia es la misma deformacion
que se obtiene en el radio.

El (rf) radio final podemos expresarlo como sigue: considerando la figura N°1, podemos
colocar el radio final, en funciéon del radio inicial y de las proyecciones de los corrimientos
sobre una recta normal al eje (e) luego:

rf =ri—-w($enB +u [tosO

reemplazando en (3) tenemos:

_ ri+w[3en6 +u[tosO —ri

E, =
? ri
El radio ri podemos expresarlo en funcién del radio R, siendo:
ri =R, [3en@
wsenf@ +ucos@ _ 1
, = =—(w+ucotgb)

R,senf - R_2



£, :Ri(w+ucotge)
2

Como vemos también es una relacion entre la deformacién unitaria del paralelo y los
corrimientos experimentados por los puntos (a 'y b).
El valor de g, para un elemento de un punto determinado se puede expresar:
52 = S_Z - 'ui
Es Es
Lo que nos interesa en las membranas es calcular los corrimientos en base al estado de
tensiones S; y S, por ejemplo se puede calcular €; y €, que son las deformaciones unitarias del
meridiano y el paralelo respectivamente, luego relacionando las expresiones (2) y (4) podemos
llegar a las expresiones de los corrimientos (u y w) en cualquier punto de la membrana. Que
es lo que deducimos a continuacion.
Si de las expresiones (2) y (4) despejamos el valor de (w) tenemos:

w =R, [& —j—g:ez [R, —ucotgfl (4)

De esta expresion podemos escribir la siguiente ecuacién diferencial:
du
49 =ucotgfd =¢,[R, -¢&,[R, =f(0) (@4)

Es una ecuacion diferencial en (u) y en (e). En el segundo miembro de esta expresiéon
vemos que las deformaciones unitarias y los radios de curvatura dependen de la posicion del
punto considerado, es decir, dependen de 6, luego podemos decir que el segundo miembro es
una funcién de f(0).

La solucidon de esta ecuaciéon diferencial se puede hacer determinando primeramente la
ecuacion diferencial homogénea es decir:

OI—u:ucotgG:O
dé

Separando variables tenemos:

W _ docotgo = do S50 = ¢ (5en0)
u sen@ sen@

du _ dsenf
u sené
logu =logsen6 +1logC =logCsend

0

Ahora bien, esta expresién es la solucion de la ecuacién diferencial homogénea, pero la
solucion de la ecuacion diferencial planteada se obtiene considerando que (c) en vez de ser
constante es una funcién de 6, luego sera C(6).

Es decir que consideramos como solucién a la siguiente ecuacion:

u=C(60)3end (5)

El valor de la funciéon C(8) se puede determinar reemplazando en la ecuacion diferencial
planteada:

C'(0) 3en@ +C(6) [tos8 —C(O) Ben@ﬁ = f(6)
sené

C'(@) 3en6 = (O)

aCl) _ gy = 1O

c'(e
de ©) sen@

Luego integrando ambos miembros tenemos:



m _IC )

I f®) do +C
sen@

_f®) ,
C(G)—de6+c )

Conocido el valor de C (8) lo podemos reemplazar en la expresion (5) y calcular el valor de
(u), luego conocido (u) se puede calcular el valor del otro corrimiento o sea (w) reemplazando
en (4).

w=g,[R, —ucotg =¢, [R, —C(B8)senB cot go

cos6@
w=Eg, R, C(@)—6 send
sen

w=¢g, R, -C(6)cosd (6)

Resulta mas comodo trabajar con los corrimientos en direccién horizontal y vertical, es decir
que los corrimientos calculados por (5) y (6) estan dados en direccién de la normal y tangente
a la cascara en dicho punto, pero es mas comodo tener la expresion del corrimiento en sentido
horizontal y vertical.

Luego, si nosotros por ejemplo, le llamamos a los corrimientos del punto (a) (uy w) y
queremos ahora hallar el corrimiento horizontal y vertical, proyectamos a los corrimientos (w y
u) sobre una horizontal y sobre una vertical (figura N°3).

Es decir que de acuerdo a la figura el corrimiento horizontal sera (g) y el vertical (n).

_ rl:nhl Las expresiones de (g) ¥ (1)
ld-‘ en funcibn de (U y w) se
@ i pueden determinar por
= g : proyecciones:
1V B a_ |
0 e =w38enf +ultosfd (7)
y e L
L o) — 1
| | & ' l,i Plarg
4 = — | ™ honmontal n=ul3enf -wltos6@ (8)

Ahora bien, la expresiéon de ¢
es mucho mas rapido obtenerla con la consideracién de que el corrimiento (¢) se puede
obtener multiplicando la deformacién unitaria del radio por el radio.

Es decir que (€) es igual al radio inicial (ri) (figura N1) por la deformacién unitaria de dicho
radio, pero la deformaci6én unitaria del radio es (g;), ya que la deformacion unitaria de la
circunferencia es la misma deformacion que, tiene el radio correspondiente. Quiere decir
entonces que el valor de (¢) se calcula por la expresion:

E=¢, I
@ Lo que nos dice que el (g r)
de todo punto nos va a dar el
corrimiento horizontal del
e ] punto correspondiente.

PR ' ' Por ejemplo si consideramos

& - ., .
e T | _ e una cldpula cualquiera vy
— J,"_ - queremos calcular cuanto vale
fp— = . el corrimiento horizontal para

un punto dado.
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Expresion del corrimiento horizontal en todo punto. Es decir que si en el punto (I) de la
figura N°4 se conocen los valores de los esfuerzos S; y S, aplicando la expresion (9) se puede
calcular cuanto vale el corrimiento horizontal (¢) para dicho punto.

El calculo del corrimiento vertical (n) es un poco mas complejo.

Es decir para calcular (n) debemos reemplazar los valores de (u y w) en la expresion (8):

n =C(6) Zend Zend — (g, [R, — C(8) cosH)cos

n =C(0)sen’d - ¢, [R, [¢0sO + C(B) cos* & = C(B)(sen’@ +cos’ B) — &, [R, [t0sO
n=C(@0)-¢, R, [tosO

Podemos expresarla de otra forma, ya que recordando el valor de (& R»).
&

e=¢g, 0 r=R,08enf (fig.1) 0O €=¢,[R,Ben6 O szElezsen

n=C(6)-—5—cos@ =C(8) - kot go
sen@

£
=C(O)—— 10
n=C(6) 196 (10)

Esta expresion tiene la ventaja de que ya esta expresado en funcién de €. Es decir que si
nosotros calculamos antes (g), luego calculando C(8) que esta basado en la funcion 6, podemos
determinar el valor de (n).

En general el orden de este calculo es el siguiente:

r
i S )

1°- Se determina (€) con la expresion:

_cf6)

2°- Se determina C(8) con la expresioén:

&
=C(0)-—
n=C(o) 96

3°- Se calcula (n) con la expresion:

Con estas 3 expresiones se resuelve el problema de la determinacién de los corrimientos, en
direccion vertical y horizontal de todo punto de la membrana en cuestioén.

ROTACION de una SECCION CUALQUIERA en un punto determinado de la membrana.



Al decir la rotacién, se entiende como la rotacién de la tangente en un punto determinado
de la membrana.

Rotacion que llamamos (¢). Existen varias formas de determinar la rotacion (¢).

Por ejemplo si nosotros consideramos un elemento (a-b), de membrana (figura N°5) y si
consideramos la rotacién que se produce en la seccién es decir que la rotacion de la tangente
en el punto considerado depende exclusivamente de los corrimientos relativos que se tienen o
sea los corrimientos relativos (d¢) y del corrimiento relativo (dn).

Luego si el corrimiento relativo de (b) respecto de (a) en el sentido horizontal es (dg) y el
corrimiento relativo de (b) respecto de (a) en el sentido vertical es (dn).

Ahora si en vez de considerar la tangente primitiva consideramos a la secante, ya que
practicamente es lo mismo, debido a que si en la posicion primitiva del arco (ab) tomo la
secante (ab) y cuando se producen los corrimientos también se considera la secante del arco
(ab) deformado o sea (ab’).

El angulo de rotacion que tomamos es el angulo que forman las dos secantes entre si, que
llamamos ¢. Que podemos expresarlo en funcién de los angulos que forman la secante (ab)
con la secante (ab”), que llamamos ¢ y del angulo que forma la secante (ab") con la secante
(ab) que llamamos ¢, es decir que:

o=0¢ -9

En realidad consideramos dos componentes de rotacion producidas por un desplazamiento
de cuando dn=0 y viceversa la producida por dn cuando de=0 que son respectivamente ¢’ y ¢”.

En la que el valor de (¢’) vale, si proyectamos el valor de (dg) sobre la recta (I-1) que es normal a la tangente
en (a) y también podemos considerarla normal a la recta o cuerda del arco (ab) ya que en incrementos
diferenciales el aumento en los valores de los &ngulos en grados es muy despreciable, luego:

b= de [3en@
R, (86
El valor de (¢”) sera, proyectando el valor de (dn) sobre la recta (I'-1") tenemos:
Con las mismas consideraciones anteriores el valor del angulo (¢”) y depreciando los
infinitésimos de orden superior, tendremos la misma distancia R; d6:



cos@

||= d
o= g

reemplazando valores tenemos:

¢:d£Ben9_df7@059 iB; ne_—cosednH

En esta expresion aparecen los dos valores de los corrimientos (¢) y (n) luego resulta mas
comodo poder expresar el angulo de rotaciéon (¢) en funciéon de un solo valor, y en este caso es
mas facil expresarlo en funcion de el valor (g) , luego tenemos que reemplazar (n) de manera
tal de poder expresar a la ecuacion en funcién de (g) y la funcién (0).

Luego, para ello derivamos el valor de (dn) dado por la expresién N°10:

Bd—gtge— ¢ H

2
d_n_C() [do cos® 6]

de tg’6
de senf ¢
dn _ =C'(0) - d6 cos6  cos’ O dtg = 12
de sen’d cos @
cos’ 0
dr] C'(0) - de cosf cos6 ¢
d6 d6 senf  sen?d

Reemplazando tenemos:
1 de decos’@ eltosO
¢ =—
Rl

enf — + — - -——C'(0) [tosO
dé dO sen6  sen<f

H
b= € Heng + S0 O €800 gy o1
R, sen6 sen6 0

¢:iD de _gcos@
R, 16 3end ~ sen’d

~C'(0) Roseg

1 Ed—gsene—sﬁtose B
p=—r0 —C'(6) 80sOD
RO sen@ 0

= =

Si observamos la expresion anterior tenemos que el paréntesis no es mas que la derivada

respecto de 6 de:
senf

luego:

0 | 0
F%%c @) wos6

-1
R,



Si consideramos la expresion de C (0) dada en la ecuacion (5’) tenemos:
dc(6) f(9) me ic

C'(G)ZW C() = I

C(e)-— f(Q)mIQ —C: f(0)
do sen@ do sen@

Reemplazando:

1 0d (o]
v= F@seﬁ% wo | P

Como vemos este proceso para deducir (¢) es un poco largo, pero podemos expresar otra
forma mas rapida para deducir el valor (¢), utilizando un camino mas gréafico.

Si considera el elemento (ab) (figura N°6) cuyas secciones iniciales son (a y b), luego
veremos cuales con las rotaciones que experimente la seccion (a).

Cuando la seccion (a) experimenta un corrimiento u, la seccion (b) experimentara un
corrimiento (u + du), también la seccién (a) tendra en la direccion de la normal a la cascara un
corrimiento w, y la seccion (b) tendra un corrimiento (w + dw); pero teniendo en cuenta que
las secciones nosotros las debemos considerar perpendicular a la deformada del eje de la
céscara.

Con estas consideraciones
podemos ver cuales son las
[ rotaciones que han experimentado
/v las secciones (a) y (b).
f,-f \ La seccion (b) ha pasado de la
y / \ posicion (1) a la (2), barriendo un

,angulo negativo que llamamos (¢”) ,

""'-\.

) luego cuando ha pasado a la posicion
Ermein ty \ _ (3) ha girado un angulo (¢’), vy la
BT P2 ! - *_-| rotacion total de la seccién seréa:
\{' o=0¢"-¢"
g
. .;J,'E;f"ﬂ e railk Si trazamos una paralela al arco
g A !_i_'-'-.'.i- | en la posicion primitiva el angulo que
- T forma el arco deformado con el arco

paralelo al primitivo, cuyo vértice es
(A), sera también (¢"), por la condicion de perpendicularidad de los angulos, luego:

dw

=R e

la longitud AB siempre la consideramos igual a la primitiva o sea:

ab =R; db

. La_U+du _ u du
El valor de (¢”) sera: ¢'=——=——

du
— = valor que se puede despreciar por cuanto es un diferencial dividido por un valor

1

finito).

u
0 ¢"'=—
¢ R

Reemplazando en la expresiéon de (¢) tenemos:



_dw u
¢_le9 R,
1 Cdw
=— -u
ke F

Sabemos que:

w= LQ—C(Q) [t0s@

sen
dw d
B— C'(0) [tosO +C(0) 3end
do dBEsenGH_ ©) ©)

1 0d
0 __BITESEWHC (6) (8058 +C(8) [3en6 — C (0) E$eneH

f
c'O = ( ) determinado anteriormente
sen@

0d 0 fO)0

_1
¢= R, %[ﬁene 0 tg@

—n (@1
Como vemos llegamos a la misma expresion.

DETERMINACION del valor de f(8) para la MEMBRANA ESFERICA.

La expresi6n de f(8) esta dada por la ecuacion (4")

f(0)=¢,[R, —&,[R, perocomo para la esfera R; = R, = R tenemos:

t(6) =R, -¢,)
Los valores de (g1) y (g2) estan dados por las expresiones:

S5 Se_ S

luego:

(0= t+u)fs -s]| a2

Nosotros hemos visto para todas las cargas posibles, como se determinan los esfuerzo S; y
S, luego, una vez obtenidos estos valores, reemplazando en (12) se obtiene la funcién f(0),
que sirve luego para determinar los corrimientos y las rotaciones.

El valor (1) para el hormigén se toma por ejemplo igual a 0,1 y a veces se desprecia, por

ser un valor muy chico.



Caso para la MEMBRANA CONICA

Partimos de la expresion: f(8) =¢, [R, — &, [R,
Para la membrana conica tenemos: R;=» ; R,=R
g, [R
f@)=¢ RHA-—2—2E=¢ [R
81 |:lRl
Como en este caso seguimos teniendo el valor de R;=» debemos reemplazarlo.
Nosotros podemos admitir siempre que un (dl) en un arco es lineal y ser:

dl =R, @6 ; Rlz%
4 o . En realidad si se toma un dl en una
X / i cascara conica, las normales trazados por
e . n ; . los extremos del elemento seran paralelas

g -l 3 | y se cortaran en el infinito.

L~& & Pero por la simplificacion estriba en
considerar que al cortarse en un punto
formardn un angulo diferencial, y las
direcciones de estas rectas varian muy
poco con la direccidon normal a los extremos del elemento.

Es decir que esta suposicion siempre es valida porque siempre se cortardn en un punto
determinado luego:

dl
f(0)=¢, O—
0) =¢ gl a®

La expresion para el corrimiento (€) es la misma que para membrana esféricas.

£ =é(s2 ~1sS,)

La expresion de (n) se modifica de la siguiente manera. Se parte de la misma forma que
para la membrana esferica.

£ f(0)
=C(8) —— ; CO)=[——=do+C
L © tgo ©) Isen@
dl
51@ e
n:I d6+C-—
send tgo
1 £
=—— (g I +C—-—
'7 senHI ' tgo (14

La expresion de (¢) para la membrana cénica sera:
. 10d e f(6)0
R, %[ﬁene 0 tgo %

Como 6 es constante, al diferenciar tenemos:



1 de_ £(6)

¢= R, [3en6 dO R, [go
Reemplazando f(8) por la expresiéon (13):
¢:#d—g—é‘1L pero dl =R [d6
R, en6 d6 ' dO[R, (gl
1 de 1
p=—— g
R, (3en6 dO tgo
b= 1 = d_&  mo dy=disend
senf — 6 190
de
_de_ &
¢ = dy 198 (15)

Es decir que para calcular la rotacibn de una tg cualquiera en un punto tenemos que
derivar € en funcion de (y).

APLICACIONES DE CORRIMIENTO

1. CUPULA ESFERICA SIMPLEMENTE APOYADA

En 1° lugar tendremos en cuenta el peso propio.

Supongamos que la clpula tenga espesor (s) y radio (R). Debido al peso propio nos interesa
determinar cual es el corrimiento (¢) en el contorno que se produce por deformacion y la
rotacion (¢) tambien en el contorno, podriamos determinar también el descenso en el vertice
por ejemplo.

Es decir que estos son los descensos que pueden producirse debido al peso propio.

Las expresiones analiticas que habiamos deducido para los descensos son:

r
£=E(Sz—u81)
n= @d9+c_i
sen@ tgo
_10dQe f(@)0
R, %[rsenem tgo E

Nosotros estamos considerando el caso de la membrana esfélica; luego para este caso tiene



aplicacion la funcién f(8) que se expresa.
Siendo su expresion general igual:

f(0)=¢, (R -¢, R, =R(g, - ¢,)

Por otra parte: €& =S5 - £ _S. 5
Pare 5 T e T M Es ' : g HEs
(S S S
Reemplazando tenemos: f(6) =R El - [JE—ZS - EZ—ZS - uE_lS

f(9)=@(81—82) m

Para nuestro ejemplo, simplemente para poder resolver estas expresiones y calcular (g) y

(n), vemos que todos estan en funcidon de los esfuerzos S; y S, expresiones que nosotros para
cada sistema de cargas hemos deducido anteriormente

Es decir que si consideramos el caso de peso propio, sabemos que

S, =- RS =- A donde A=)Rs
1+cos@ 1+cos@
S,+S, =Rz ; z=-)s0ltosO
= —yRs[tosO + ———
R 1+cos6
=A Eﬂi —-cosf H
[1+cos@
Luego reemplazando estos valores en las expresiones de los corrimientos tenemos
RBenB L cosof s (-A) O
[11+0089 0 1+cos@H
_ARGen0 0 1+p _ o0
Es H+ cos@ E

Podriamos escribir a esta expresion en forma mas sintética, llamando K al valor AR/Es ya
que son todos valores constantes, luego:

O1+u il
£ =K [$enf —cosé
H+cose E

Es decir que para cada punto se podria determinar el (¢) correspondiente pero nos interesa
el valor en el contorno, luego ¢, es para 6=90°.

g, =K(L+p)

Para calcular (n) debemos calcular primeramente la funcion f(8)

, reemplazando valores en
la expresion (1) tenemos:



_RA+p)m -A 1
6= Es %HCOSQE_AQHCOSB COSQ%

AR 2 0O
f()=—A»1 0 -
©) Es(ﬂl)%OS 1+cosBE

Para simplificar la expresion utilizamos también el valor K= AR/Es.

£() =KL+ y)[%os@ —1+CZOSQE

) 40

Ahora nosotros lo que necesitamos es el valor: I 9
sen

Luego: I f(e)de M%OS@— 2 @9
sen@ sen@ 1+cos@

Resolver esta integral es lo mas complejo en todos los casos, ya que la derivada de (g€) con
respecto a (8), es una cosa simple.

Para resolver esta integral la podemos expresar de la siguiente forma:
f(6 cos@ +cos’8-2 1
10 4o = Kk 1+ 1)

J' J' do
sen@ 1+cos@ send

cos? 6 +cosf -2 2c0s? 0 —cosf

=K\l 0 =-K(1
( +H)I sen@(1+cosh) : +H)I senf(L+ cosh)

1-cos’0 +1-cos6
-K{1
( +U)I sen6(1+ cosf)

1-cos’ @ 1-cosf O
=-K{ dé
( +U)§sen6 [fL + cos@) +J’sen@ L+ cos6)

sen’d (1-cos6)(1+cosh) O
-K({1 d d
(+u)§sen9 L+ cos6) 9+Isen9[(1+cost9)[1+cos€ QE

UJ
sen@ 46 + sen@

)
Y e cos) e cosy -

La primera integral es de facil resolucion por cuanto que es el logaritmo de (1+cos6), luego:

sen@ [dO =d(cos0)

El signo (-) que afecta a la expresién lo podemos introducir en los sumandos, ya que se
hacen positivo, pues los denominadores pueden pasarse a numerador afectandolos de las
potencias (-1) y (-2) repectivamente:

K@+ ) din(L+cos6 +Isen9m9 L+ cos)?|
K+ u) Eﬁln 1+c0s6) +Id (1+cosB)(1+cos8) ]

1
=K@+ u)ﬁﬁn(ﬂ cos@)+%%
[ B [



f(6)
[ong %€= KL+ u) Eﬁln (1+cos@)- (L+cosB) ]

Luego el valor de n sera:

K Ben@BlJriu —cos@H
[1+cos@ 0

—+C-
1+cos@E tgo

E+C K Eoseﬂi cosQH

n=K@+ u)[@n(ﬂ cosf)-

=K({ 1
n=K( +H)[§ n(L+cosB)- +cos¢9

El objetivo de esto es determinar la constante (C) que depende de las condiciones de borde
que tengamos en los apoyos, luego en nuestro caso particular para 6=90°, el (n) debe ser
cero, porque no puede haber descenso en los puntos del contorno, debido a la condiciéon de
apoyo que tienen (apoyo simple no permite desplazamiento vertical).

n=0=K@+p)-1)+c o [C=K@+y)

El valor de esta constante lo reemplazamos en la expresion anterior y tenemos la expresion
analitica del corrimiento (n).

_ 1 0O Ol+u O
n-K(1+y)an(1+cose) 1+cosBE+K(1+u) Kmosem cos@E

Con esta expresion podemos calcular los corrimientos para cualquier punto conociendo el
valor de 0, asi por ejemplo para 6=0° tendriamos el corrimiento en el vértice.

Determinacion de (¢)

£ _Ksen9D1+u O1l+u

U L
= —-cosf =K —cosf
send senf H +coso c0s H B+cos@ > H

dQe 1+ u)send +u O

1
9HE& Hg E,7+sen9 —Ksen9 1
dfmen80  [1+cosB) E a1+0059)2%[+

il
=£D<sen9 1+p 2+1E~KMH:OSB—L%
R 5 1+cos0) g 0 1+cos6 [

Estos valores nos interesan mas adelante para resolver los casos de perturbaciones de
borde que aparecen.

luego:

Para el caso del contorno tenemos: 6=90° ; tgf=w

: =%[K[(1+/J)+1]] =%(2+/J)



CASO DE CARGA UNIFORME: por ejemplo carga de nieve (figura N°2).

1+|

Recordando que:
Q=phrx’
_ pmrax® _ pnk
21t [x [$end 21r[$end

1=

como r =R senf

__Pp[Rsen6 _ R

1

2[send P 2

S, =—p—
1 =P

S,+S,=Z[R=-p[Rcos* O

S, =—-p[Rcos’ 6 + p;: p%(l—Zcos2 9)

S, = pg(l—Zcos2 o)

Calculo de (¢):

Rsenf Rsenf [ R 2 RO
= S, —uS,)= —1-2 2] —
€ ES ( 2 l’l 1) ES %2( Ccos )+/'l|:p2E

2[E

p stense [1+ - 2cos? 6]

Nos interesa el (€) en el contorno, luego: 6=90°



Calculo de (n): Debemos calcular la funcién f(8) para estos nuevos valores:

RQ+p)O R
Es EpZ

f(0) :E(1+ H)E— p—§1+1—20052 6]

f(9)— 1+u[S -S ]— pR(l 2cos? 9)@

f(@):%(lﬂ,l)a— %[1 cos? 6] = —p_(1+,,,)sene

luego:
f(8) pR® sen’d _ _R°®
- _ 1+ =-p—(1+ u)send
senf Es ( H) senf p ( H)
2
llamando: B = PR
Es
@ = —B(1+ u)sene luego la integral sera:
senf

J’f(e)de J’ 1+usen6m9 1+yJ’ Bsen6 [dl6
sen@

=1+ p)Bcos@

por lo tanto el valor de (n) sera:
Célculo de la constante C para 6=90°, n=0, luego: C=0

r]=(1+[J)BCOSQ—%COSQ[(1+H)—2COSZQ]

(1"'/1) 2 U O+ 2 U
=BcosOfl+ u)—-~—<+cos’ 0= Bcosh +cos” @
n gl 1) > - H2 .

Reemplazando B por su igual tendremos la expresion general:

PR O+ u 2 o0
= cose +cos- 08
L Es H 2 E

Si quisiéramos conocer el descenso en el vértice sera para 6=0°

_ DRZBHHHH: pR2E§+uH
s 2 O EsO2 0O

El descenso en el contorno es cero debido a la condiciéon de apoyo (apoyo simple no permite
desplazamiento nada mas que en una direccion).

Calculo de la rotacion




_1
R 6 send

€ _ pR?send
senf  2Es senf

(1+u—2c0526?):%(1+u—2cos2 0)

d € 5
46 [send E— —[0-2x2cos6(-senB)] =  4cos0 (send = B (sen20
f(6) _ —B(l+pu)sen’d _ ) g
tg6 send ~B(L+ u)cosO 3end = -B(L+ )
cos@
luego:
1
¢ == [Bsen26 + B(1 + u)sen2 2]

|- :UI

é u%senw = —senZBB!iH

+
¢ = ESGHZQ%E Expresién general

Lo que nos interesa es (¢) en el contorno, luego: para 8 = 90° sen20 = 0.

¢C =0]| cuando existe una carga uniforme sobre la cupula, no hay rotacion de la

esfera.

CASO DE UNA CARGA CONCENTRADA

Supongamos una culpula sometida a una carga concentrada P en el vértice (figura N°3).

El esfuerzo S; en este caso particular vale:



o

1 =

271[R 3en?6
S,+S,=Z2 : Z=0
S, =-S5,
_ P
2 2mRsen’ 0
Calculo del corrimiento (&)
_Rsen6 Rsenf [ P uP O
= (S, - us,)=
Es Es HZnEleen ?) 27TEIRsen GE
_Rsen6g P r )= Pl+u) _A 1
Es HZnEleen ?) Es27senf 2 senf
llamando: A =—"™1 (1"'#)
Esmt
- 11
2sen@ an

El valor de (¢) en el oontorno se obtiene para 6 = 90°.

o =2 _Pl+p)
¢ 2 2mlEs

Calculo del corrimiento (n)
Debemos calcular la funcién f(8)

R(L+u) R P P O
f(0) = S, =S 1
©) Es (5.-5.)= Es (+H)E 2mRsen?6 2mRsen6H

0 P 0O _Pl+y) 1 _, 1
H mRsen?6H Eslr sen?® sen’ @O

f0)= =L+ 1)

f6) __ A
senf  sen’@

@)y - A

Isen@ _I_sen39d6

Esta integral se puede resolver haciendo el siguiente reemplazo:

=t

N

tg

luego el senb vale:



sen@ =2sen4cosd

t 1
sené = cosé = luego
©1+t? L1+t
t 1 t
senf =2 =
1+t J1+t° +1

Ahora debemos calcular d6, luego:
0
2 =arctgt ; 6 =2arctgt

_ _ . dt
d@ =2(darctgt) = 2o

Reemplazando estos valores en la expresion Il tenemos:

f6) o A 2dt _ }\(1+t J odt
Isenede_ ID 2t ] 1+t? I (2tf 1+t

H+t?H
J’ﬂd@ = —J’—A(]'S::Z)z 2dt = —I%dt

sen@

(6) yg A1, 20 t“ o AAL,2
[—> St LT 4IB?+t+tEIt

sen 9

0 29
tg%:t:senz (2 oS8’ g (4 = Sen
cos ¢ cos® & cos
t4_1:sen“%_1_sen“%—cos“%
cos* ¢ cos* ¢

S

0s? ¢ )sen? ¢ +cos? ¢)

29 29
2sen” $cos” &

|
[92}
@D
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ya que:
sen@
7] 0 —
senécosé =——
2
2
sen- @
29 29 —
sen“4cos” ¢ = 2

luego:




t*-1_ cos@ _ -2cosB

2t° sen’6  sen’@

2
4
es decir:

f(0) A cos6 O_ A cos@ [
46 = -2 2logt - 22987 = _AoHogtge - S5
Isen@ 4% g sen’0H 4 ag 92 sen?0H

Reemplazando valores en la expresion de n tenemos:

A cos@ Acos@
=-Z flodtgg - c-2—=2
'7 2% 92 sen%% 2sen’0
Acos@ B Acos@
2sen’0 2sen’6

n:—%logtg%+ +C:—%Iogtg%+c

Determinamos el valor de la constante C para®=90° n =0 C =0 luego:

A
n=--logtg;
Reemplazando A tendremos la expresion general
n= 2 Es ogtgé 2 expresion general del corrimiento n para carga
concentrada.

Calculo de la rotacion ¢

¢—i%B—Hf(9)D R, = R,=R

6men60 tgl [

ia B= B B:_Msenecose:_/\cose

d@[senB[] dO[Rsen’6O[] 4sen* @ seno

10 Acos@ A O 1 D 1 1 0O
¢ = = 0 aa 2 D 5 T +

R[] sen°6 sen“0tgf] R Esen 8 sen QE

Lo que nos dice que no hay rotacicn de la cascara para el caso de tener una carga
concentrada P.

CUPULA SEMIESFERICA SOMETIDA A UNA PRESION RADIAL CONSTANTE

Vamos a determinar la expresion analitica de los descensos, corrimientos en sentido
horizontal y la rotacion generica de una seccion cualquiera.
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Recordando que: S, = _Q

- 2rrtsend

dA =2mals

La forma de calcular la carga Q pa ra una presién constante es de la siguiente manera:
De un (ds) que abarca un (da) ubicado a un angulo (a) con respecto al eje vertical, luego
radio) tenemos que el valor del area de rotacion dA sera:

considerando el area de revolucibn completa que corresponde al elemento ds (siendo p el

dQ = PdAcosa — P2rtals cosa

direccion vertical (pues lo que nos interesa determinar es Q) sera:
P = R sena

Sobre esa area esta actuando la presion constante (P) de direccion radial que proyectada en
Como:

ds = Rda sera

dQ =P [2rR[8ena [R [Ma [dosa
dQ = P27/R’*sena [ (sena)

Q :J’:P[Znstena [d(sena) =

P 27/R*sen’ 6
2
POR’ 3en’ 6 R
luego: S, =- —=—P—
2rr[R[8en“ 0 2
R
S, =-P—
2
Esto es justamente el valor del esfuerzo que corresponde a una cupula esferica cuando hay
una presion radial constante.
El otro esfuerzo S, es: S, = ZR-S;
Para este caso particular Z = -P pues ya tiene la direccion radial y de sentido negativo
luego:
R R
S,=-PR+P—=-P—
2 2
R
S, =-P—




Es decir que los esfuerzos S; y S, son iguales.
La expresion de (¢) habiamos dicho que era:

_Rsenf .. _Rsen@ R R
€= Es (Sz lJSl)— Es %P2+Um2§

sacando factor comun nos queda:

R?sen@
=P (-
s 4=H)

Se puede calcular el (g€) en el contorno de abajo.
Con la expresion dada se puede calcular los (€) en cualquier punto.
El €. en el contorno vale para 6 = 90°.

. = ~PRY(L-p)
¢ 2Es

para este caso particular todos los esfuerzos son de compresion y el (g) tiene sentido hacia
adentro. Es un corrimiento interno.

Calcularemos ahora (n) para ello tenemos que conocer primeramente f(0) cuya expresion
era:

f(9)=¥(81—82)=0

Es igual a cero por cuanto S; y S, son iguales luego la expresién dada se anula.
La expresion de (n) es:

do £
=(f(6 +C-—=C-—
f] I ()sene tgo tgo
PR’ cos8
+—1-

oes 4 H)

n=_C

La constante se determina para las condiciones de borde abajo es decir para 6=90° el valor
de (n=0) para este caso luego:
C=0

La expresion final de n sera:

2
R cos@ (1—11)

=P
L 2Es

Se podria calcular entonces el descenso en el vertice. El descenso en el vertice se obtiene
para 6=0° luego:

2

_ PR

2Es

n, (- u)

La rotacion ¢ se puede determinar usando la expresion:



1©)
tgo

=0 se anula por cuanto para este caso particular f(8)=0.

Luego nos queda unicamente ¢ = l Od € %
"R BITG[senG

pero tenemos que: pasa a ser una constante nos quedara:

sen@

£ PR?
- == 1_
sené 2Es( H)

dapfe
do penf

Esto nos esta demostrando que:

luego: $=0 Es decir que no hay rotaciéon para este caso particular.

CUBIERTAS CONICAS: en regimen de Membrana

Regimen de membrana quiere decir que los apoyos tienen que ser adecuados para que se
cumpla el regimen de membrana.

Un apoyo que desarrolle una reaccion que produzca un esfuerzo normal en el extremo.
El angulo de inclinacién es 6. Ubicamos un plano a una distancia y del vertice superior.
1) Influencia del peso propio: la carga Q que corresponde al peso propio vale:

Q =rrlsy

mlsy — _ ysy2 - Ay
2rrsend 2sen- @

luego: S=-



s
S, =A A=—"__=cte
=AY 2sen’@

Esto nos dice que el valor del esfuerzo S; varia en forma lineal respecto a la altura.
El esfuerzo S, vale:

S, =ZR, debido que R;=wx
Z =-ysc0s0

=- cosQ—
» sené

S, =-sctg’0y =By

teniendo en cuenta que: r=y[letgf ; B= —ySC'[g2 6

tenemos: |S, =BLY

Luego el esfuerzo S, varia también linealmente con (y).
Los esfuerzos maximos seran paray = h.

r
£= —(82 —/JSl) ponemos todo en funcion de y

Es
ycotg@ cotgl , _ ) _ )
By - pmy] = (B - pA) y*=Dy’0e=DLy
La expresion de n es: I7=I 29dy+C—%
sen g

F 2
=———+C-Dy“cotgf
L 2sen’ 0 y J

La constante se puede determinar de la forna siguiente como tenemos un apoyo conico,
recordando que: si el punto A tiene un corrimiento hacia afuera (&) el (n.) correspondiente es
un (n) negativo por cuanto es un (n) para arriba luego: se cumple la condicion que (n.) en el
contorno es:

n. =—¢.cotgl sih es la altura total
n. =-Dh*cotg6

para determinar la constante tenemos que para: y=h n=n.

—thcotgezﬁﬁi—thcotge
S

" 2sen’@



La expresion que nos da en definitiva el valor de (n) es:

F

= m(y2 - hz)_ Dy2 cot g@

n

Con esta expresion podemos calcular (n) en cualquier punto: para y=0 se tiene (n) en el
vertice o sea el descenso del vertice:

__ FpR?
' 2sené
h? h> O cos’80
=——— [A-uB]=- +
i ZsenZBEIEs[ ue] 2Essen26Er25en26 uyssenzeg
_ph’ 2
=~ [1-2ucos*6
L 4EsBen49[ H ]

para el hormigén se puede tomara w = 0,1a0,15
por ejemplo para 6 = 60°

2

ysh

=———(1-2[0,1[0,25
g 4Es [0,55( )
E=200"kg/cm?* =210°kg/cm®
_ g 28N
=0,43
n, Es
h=5m
s =0,10m

2
n. =043M" ~131m0%m
E
El valor de p para el hormigdén generalmente se desprecia por cuanto su influencia en los

resultados es poca, dado que su valor es muy pequefio.

Valor muy pequefio, es un descenso insignificante. Estas estructuras son muy rigidas por la
poca deformacién que tienen.

DETERMINACION DE “¢”:



¢:E——1—2Dy Fy[dtgf = (2D - Fctgh).y
dy tg@

¢ =[2(B- pAktg0 - (A- B)etgo] - =[2B ~2pA - A+/JB]thg‘9

¢ =[B@2+u)- (1+2u)]y0t99

S cosé
p=-—7"

E.s.2.sen@ sen(9[22+/'lCOS o- (1+2/J)]

¢ en el contorno y 6 = 60°

_yh05

¢="Eim

(4,2.0,25—1,2): 0,057% = 0,0000000342 m (valor muy prquefio)

MEMBRANAS DE REVOLUCION CON CARGAS NO SIMETRICAS

Hasta ahora hemos trabajado con cargas que tenian simetria radial y hemos utilizado las
expresiones para obtener los esfuerzos S; y S, y hemos visto que cuando se presentan cargas
con simetria radial el esfuerzo tangencial, era igual a cero, ahora al considerar las cargas que
no son simétricas veremos que los esfuerzos son distintos y que son: El esfuerzo en la
direccion del meridiano (S;), en la direccién del paralelo (S,) y el esfuerzo tangencial que actua
en las caras del elemento considerado que lo designamos (T). Es decir que vamos a estudiar la
membrana de revolucion, considerando el elemento en la forma vista anteriormente (figura 1).

En la figura hemos considerado un arco de paralelo de radio (r) que abarca un angulo dy,
otro arco de paralelo de radio (r+dr) y que abarca el mismo angulo dy.

El angulo que forma el eje con la normal a la membrana es (6) en el elemento considerado,
y el radio sera R,.

Luego nosotros sabemos que el radio de curvatura que corresponde al meridiano forma
entre si con la normal en ese punto al meridiano un angulo que llamamos (d6) y el radio
correspondiente es el radio R;, radio de curvatura del meridiano, la longitud de este pequefio
arco de meridiano R;d6 (long. arco AB).

Ty e

U} L “ped “l.
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La longitud del arco AD es r dy; y la longitud del arco BC es [(r+dr)dy ].

Los esfuerzos gue vamos a tener son:

Vamos a considerar 3 ejes de coordenadas en el centro del elemento.
Un eje que coincide con la normal a la membrana que llamamos con (2).

Es decir que si sobre este elemento esta actuando por ejemplo un
sistema de fuerzas cualquiera, si tomamos la unidad de superficie del
elemento, superficie unitaria 1 cm? de cascara, sobre dicho cm? si
tenemos una fuerza cualquiera, al descomponerla nos dara tres
componentes. Una componente segun la normal que llamamos (z), una
componente segun la tangente al meridiana que la llamamos (x) y una
componente segun la tangente al paralelo en dicho punto, que la
llamamos (y).

En otras palabras, si tenemos un area unitaria y sobre esta area unitaria actda una fuerza,
de cualquier direccién, pero que al descomponer esa fuerza segun las 3 direcciones, tangente
al paralelo, normal a la cascara y tangente al meridiano, tendremos las componentes Z, X e Y,
que son las 3 componentes de la fuerza segun las 3 direcciones.

Sobre la cara AD del elemento que estamos considerando actla un esfuerzo segun la
direccion de la tangente al meridiano que lo llamamos S;.

En la cara opuesta o sea la CB, actuard también segun la direccion de la tangente al
meridiano en dicho punto un esfuerzo que vale (S;+ dS;).

En la cara CD del elemento considerado, actia en direccién de la tangente al paralelo en
dicho punto el esfuerzo S,, que es un esfuerzo perpendicular a la direccién del meridiano. En la
cara opuesta es decir la cara AB actla en direccion a la tangente al paralelo en dicho punto el
esfuerzo que vale (S,+ dS»).

Los esfuerzos tangenciales los designaremos de la siguiente manera:

Sobre la cara CD actua un esfuerzo tangencial que lo llenamos T,,, que significa
el esfuerzo que actua sobre una cara que es normal a la direccion n°2 (dado por el primer
subindice) y el 2° subindice significa la direccion del esfuerzo, es decir que tiene la direccion
del esfuerzo 1 de dicho elemento. Sobre la cara opuesta o sobre la cara AB actuara un
esfuerzo tangencial similar a lo anterior, pero que vale T,; + dT,;.

Sobre la cara AD actla un esfuerzo tangencial que lo designamos T, (Que significa lo
siguiente: el 1« subindice expresa que actla sobre una cara que es normal a la direccion del
esfuerzo (1) y el 2« subindice expresa que la direccién de dicho esfuerzo tangencial es la del
esfuerzo (2).

Sobre la cara opuesta a la AD, es decir la BC actuara un esfuerzo tangencial que vale
(T2 + dTy2).

Todas estas fuerzas deben estar en equilibrio. También se demuestra que los esfuerzos
tangenciales son iguales (como se demuestra en el plano) en el paralelo y en el meridiano.

Este concepto se puede demostrar por ejemplo, tomando momentos de todas las fuerzas
respecto del eje Z.



suma de momentos con respeto al eje z=0

De esta expresion se llega a la siguiente conclusion, las fuerzas exteriores todas estan
cortando al eje (z) es decir que las 3 componentes X, Z e Y tienen momento cero.

También S; y S;+ dS; cortan al eje (z) luego los momentos de estas fuerzas con respecto
eje (z) se anulan.

S, y So+ dS, vemos que no cortan al eje (z) pero al tomar momento vemos que son iguales
y de sentido contrario, quedando solamente el momento de la fuerza (dS;) pero como
consideramos un elemento diferencial, las distancias al eje de las fuerzas sera un infinitésimo,
luego el momento de la fuerza dS, con respecto al eje (z) serd un infinitésimo de orden
superior que lo despreciamos.

Luego lo Unico que nos queda son los momentos de las fuerzas tangenciales, que son:
despreciando siempre los infinitésimos de orden superior.

Momentos de las fuerzas T,; y (Ty + dTy), tenemos que formar un par, cuya distancia de
acuerdo a la figura es (arco) (r * dy), pero también debemos considerar que los esfuerzos T,;
y (T»1 + dT,;.,) actdan en todo lo largo de la cara del elemento considerado, luego la longitud
de la cara sera (R; * d6) (arco).

Este par tiene signo positivo, pues su sentido es el de giro de la agujas del reloj. Luego la
expresion queda, despreciando el infinitésimo de 2 «orden

Tp; Ry dOr dy

E1 momento de las fuerzas T» y (T12 * dT1,) se analiza de manera analoga, pero el sentido
del par es (—) pues es antihorario, luego:

Tior do R1 dllJ

Realizando la sumatoria e igualando a cero tenemos:
z M =0=T21*R1*dO*r*dy -T12*r*d6*R1*dy =0
T21=T12

Nosotros vimos que cuando actuaban fuerzas simeétricas bastaban
solamente dos ecuaciones. Ahora para el caso que no hay simetria

radial necesitamos tres ecuaciones, que son las siguientes:
Las ecuaciones que necesitamos plantear son las ecuaciones de equilibrio sobre los tres ejes
(z,%x,y).

1)SUMATORIA DE LAS PROYECCIONES DE TODAS LAS FUERZAS SOBRE EL EJE X
IGUAL A CERO

ZXZO

En primer lugar tomamos la proyecciones de las fuerza. exteriores que la designamos con
X, pero esta fuerza actua por unidad de superficie, le la superficie considerada vale:

r*dg *R1*d6 superficie del elemento

Luego la proyeccion la fuerza exterior sobre el eje X vale:

[ X *r*dy*R1*d6)| 0

2)Proyeccion del esfuerzo S; sobre el eje (X).
La proyecciéon de S; es negativo, pues se proyecta negativamente y sera:



—Sl*r*dt,u*cosdz‘9

cos db/2 es el coseno de un angulo infinitamente pequefio luego podemos cosiderar que:
cosde/2=1

La proteccién de (S; +dS,) se proyecta positivamente sobre el eje (X) y sera:

(S1+dS1)*(r +dr)*dL//*cosd29

]

Sumando (1) y (2) tenemos la proyeccion de sobre el gje (X)

—S1*r*dy +(S1+dS1)*(r +dr)*dy =
—S1*r*dy +S1*r*dy +S1*dr *dy +r*dS1*dy +dSi*dr*dy =
—SL1*r*dy +S1*r*dy +[S1*dr +r*dS1+dS1*dr]*dy =

al producto dS; *dr lo despreciamos:
= -S1*r*dy +S1*r*dy +[S1*dr +r*dS1*dy
si analizamos el corchete vemos que:

S1*dr+r*dSl=d(S1*r)

La proyeccion de S1 sobre el eje (x) vale:

d(sTry*dg| [y

3)Proyeccion del esfuerzo sobre el gje (X):
para calcular la proyeccién de S, sobre el gje (X) procedemos de la
siguiente  manera:

Determinamos primera la resultante de las tuerzas S, y (S, +dS,), esta
resultante sera una resultante en direccién radial (figura 2)

; .ﬂ_‘ﬁ.l_‘.l',
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proyectando en direccion radial a la direccion de curva al eje, nos va a dar como proyeccion
como las S, son iguales va a dar:

2*S2*R1*dO@*cosa +dS2*R1*d8 *cosa

Pero como en My en N los lados (MO) y (MP) y (NO) y (NP) forman entre si 90°



respectivamente el coseno de alfa es igual al seno de dy/2 o sea:

d
cosa =sen ;’U luego reemplazando:

2*82*R1*d6*send;p+d82*R1*d9*send§I

Pero como dy/2 es un angulo pequefo, el seno puede ser reemplazado por el angulo dy/2,
luego se tendra:

2*S2*R1*dO6*d l’g+d82*Rl*d9*d 42/ (se desprecian infinitésimos de
orden superior).
Luego:
(A) 2*S2*R1*d6*d 42/ Este valor es la resultante en la direccion radial

que ahora lo debemos proyectar sobre la direccion del eje (X), y el angulo que forma la
resultante con el eje (X) es (8) y el signo es menos (pues es contrario al sentido (+) de (X)
(figura 3)

Luego:
~S2*R1*d@*dy *cosh

Proyeccién de S, sobre el eje X vale:

—S2*R1*dO*dy*cosB| [l

Ahora bien sobre el eje (X) la proyeccién de las fuerzas tangenciales Ti5 y (T1,+dT35) son
cero, pues no tienen proyeccion por formar 90° entre las fuerzas y el eje.

4) Proyeccion de T21 y (T,; + dT,;) sobre el eje X
Si observamos la figura 1, vemos que al prolongar T,1, (T,1 + dT,; )estas se cortan en un
punto del eje, justamente con la prolongacion de X, pues las tres son tangente al meridiano,
luego la proyeccion de estas dos fuerzas valdra:
Una tiene una direccion y la otra tiene direccion contraria, luego se anulan las (T2;)
y queda solamente la (dT,1), que sera (+) por coincidir con el sentido positivo de X, luego
sera:

dT21*R1*d@*cosa

como a es un angulo muy pequefio, su coseno vale 1: cosa =1

[dT 21*R1*d6)] proyeccion de T,; sobre el eje X




Con las expresiones I, Il, 111 y IV podemos escribir la sumatoria general de las proyecciones
sobre el eje X..

Y X =0=X*r*dy*R1*d6 +d(SL*r)*dy - S2*R1*df*dy *cosa +dT 21*R1*df

v

pero a d(S; * r)*dyy podemos escribirla de la siguiente manera:

Si observamos que tanto S; como el radio (r ) varia unicamente con respecto a (6 ) y no
con respecto a (YY) me mantiene constante, asi que la variacion de S; y r se produce
exclusivamente debido a la variacion de 6, lo que nos permite que la diferencial se pueda
escribir de la siguiente manera:

d(S1*r)*dy ::e(Sl*r)*dB*dL//

También si analizamos (dT21*R1*d6), vemos que T21 varia en funcion de (¢ ) luego
podemos escribir como:

@*d(ﬂ*Rl*dB
oy
Pero ademas como T21 = T12= T reemplazamos: 0T 21 =0T
a—T*dt,ll* R1*d@
oy

reemplazando ambas expresiones en M tenemos:

Y X=0=X *r*dtp*Rl*d9+M?g”*d@*dw—sz*m*de*dw*cos@ +§de*m*de

ordenando tenemos:

*
OBL™N) | 0T b 52%R1*c0s8 = X *RI*r
0 oy

primera ecuacioén diferencial deducida en base a las proyecciones de las fuerza. sobre el gje

2) PROYECCION DE LAS FUERZAS SOBRE EL EJE Y

ZY =0

1) Proyeccion de las fuerzas exteriores sobre el eje (y)

Y*RI*dO*r*dy =0] [
2) Proyeccion de S1 sobre el eje (y)




S1 no tiene proyecciéon sobre el eje (y) debido a que S1 es tangente al meridiano y el eje
(y) es tangente al paralelo y como forman entre si 90° su proyecciéon vale cero.

3) Proyeccion de S2 sobre el eje (Y)

Esta proyeccion es facil de calcularla porque estan en un mismo plano (figura 4), y como las
proyecciones seran de signo contrario, las proyecciones de S2 se anulan quedando solamente
la proyeccion de (dS2) que sera de signo positivo, por coincidir con el sentido (+) de las (y)
luego:

N ds2*R1*dg*cos °¥ = ds2*R1*d6
— . - |
? ""-j demos expresarla como:
\ = - [es2
- Y} ' ——*dy¢*R1*d6
= Al - = aw l’U @

Ya que dS2 varia respecto de ()

4) Proyeccion de T12 sobre el eje (y)

Esta proyeccion se realiza con su valor, pues T12 es paralelo al eje (y) pero se anulan las
T12 por tener signo contrario, quedando solamente (dT12) pues despreciando los infinitésimos
de orden superior sera:

—T12*r*dy +(T12+dT12)* (r +dr)*dy =
= T12%r*d +T12*r*dg +T12*dr*dy +dT12* r*dy +dT12*dr *dy =
= d(T12*r)*dy

Que también se puede escribir

a(T *r)

*doé*d \Y
30 7 v
5) Proyeccion de T21.
Obtener esta proyecciéon es bastante complejo, para simplificar podemos hacer lo siguiente:
como T2l tiene la direccion de la tangente al meridiano, la proyectamos sobre el paralelo. Es
decir que si proyectamos T21 sobre el plano del paralelo vamos a tener una proyeccién que va
a tener la direccién del radio, pues es tangente al meridiano y se proyecta el valor:

o -
E\j" = - T-El‘l":.\'_l-.? coskd

T21*R1*d6*cosO
, o
| i.r"'f = e sentido contrario que sera:
— g e i
. ~ (T21+dT21)*R1*dB*cosO
.-"\"% ) A sands
™ LCS M. S0 :—‘#
"y

|.|l:"-rl.‘ B
EhUS vaiores b?jﬁus que nay gque proyecuar sobre el eje (y).

Observamos que las proyecciones sobre el eje (y) tienen el mismo sentido, luego se tiene
dos veces la proyeccion (T21) y (dT2l) esta afectado por otro infinitésimo que se desprecia.



Luego la proyeccién sera:
2*T21*R1*d6O*cosO*cos A

pero cos A =sen dy/2 ; pero como d ¢/2 es muy pequefio:

senw/2=dy /2 2*T21*R1*d9*cose*d§’ =T *R1*dO*dy*cos

proyeccion de T21 sobre el eje (y): [T *R1*dO*dy@*cos6| ]

Realizando la sumatoria tenemos:

*d0*dy +T *R1*dyw*dO*cos8 =0

yY=0= asz*dt,U*Rl*d9+Y*R1*d9* *dw+a(;9r)

*
2 a(a ") +T*R1*cosB =0

ZY =0= 68 *R1+Y*Rl*r+

Ordenando: R1 +T *R1*cos@ = -Y *R1*r| segunda ecuacion.

052, . (T *r)
oy 0

La 3a. ecuacion es la proyeccién sobre el eje z, veremos que vamos a llegar a la misma
ecuacion que habiamos obtenido para el caso de fuerzas simétricas es decir:

Sl S2 _
Rl R2

>Z2=0

Vemos que los esfuerzos tangenciales tienen proyeccion cero con respecto al eje (z) por
estar contenidos en planos normales al eje (2)

1) La proyeccion de S1 sobre el eje (z) vale: Despreciando infinitésimos de orden superior
tenemos:

2%S1*r *dw*sendze—Z*Sl* redy a6

—-S1*r*dy*dé proyeccion de S1.

2) Proyeccion de S2 sobre el eje (2):

Para proyectar sobre el eje (z) nos conviene 1° determinar la resultante en la direcciéon del
radio y luego proyectar dicha resultante sobre el eje Z . La resultante ya la hemos calculado
anteriormente (ecuacion A).

S2*R1*dO*dy
Pero cuando la proyectamos sobre el eje (X) era por (cos 0) en. cambio al proyectarla sobre
el eje (z) sera, por (sen 0) luego:



—S2*R1*dO*dy*senB| proyeccion de S2

La proyeccion de las fuerzas exteriores vale:

Z*R1*dO*r*dy

Luego:

ZZ =0==-S1*r*dy*d6-S2*R1*dO*dy *sen@ +Z*R1*dO*r *dy
reemplazando r = R2 *seno 6 tenemos:

—-S1*R2*dy *dB*senf —S2*R1*dO*dy *senf + Z*R1*R2*dy *dO*senf =0
—-S1*R2*sen@ —S2*R1*senf@ +Z *R1*R2*senB =0
—-S1*R2-S2*R1=-Z*R1*R2

S1 S2
7+7:Z
Rl R2

Ahora bien con el sistema de 3 ecuaciones diferenciales con tres incognitas se puede
resolver el problema.

tercera ecuacion.

Nosotros vamos a evitar este trabajo pues es muy complicado, luego seguiremos un método
mas simplificado.

Dicha simplificacion consiste en lo siguiente:
consideremos un estado de cargas que se llama antisimétrico y
que responde a la siguiente caracteristica. Por ejemplo si tenemos una estructura cualquiera
(fig. 5a) respecto de un eje (1—1) tenemos cargas iguales recibe el nombre de simétrico, pero
si en cambio tenemos el sistema de carga como lo indica la figura 5b, respecto del mismo eje
tenemos que las fuerzas producen efectos distintos a los anteriores y recibe el nombre de
antisimétrico. Otro caso es el que se indica en las figuras (6a) y (6b).
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Si tomamos una cascara y cortamos con un plano (p—p) veremos:
si dibujamos a la cascara en planta, nos quedan determinados cuatro cuadrantes que
designamos con I, II, 11l y IV. Como fuerza exterior podemos considerar una fuerza H por
unidad de superficie, la unidad de superficie tomada es un punto, pues es una fuerza continua,
que puede ser fuerza de viento, una fuerza de sismo se adapta a este sistema de cargas.

Justamente la fuerza de sismo se adapta a este sistema de cargas antisimétricas, por eso es
una ventaja pan la deduccién de la férmula.

En el caso de que actia una fuerza (H) (figura 7), la podemos descomponer en una
direccion radial y en una direccion tangencial segun el eje (y). Recordemos que el eje (y)
positivo tiene el sentido de los angulos Y crecientes.

Luego cuando (y ) esta en el I*' cuadrante, y ademas formamos un cuadro con los signos de
las 3 componentes de las fuerzas exteriores (X, Y, Z) para cada uno de los cuadrantes
tendremos:

La (y) en el 1* cuadrante (figura 7) produce proyeccién positiva:

| 11 11 v
Y + + - - Y=Yeoseny
X - + + - X=Xg COSW
Z - + + - Z=2Zg COSY

Lo que nos dice que en 1° cuadrante (y) es positivo.

Veamos ahora en el 2° cuadrante cuanto vale (y) descomponiendo siempre a H en una
tangente y en una direccion radial; vemos que (y) tiene proyeccion positiva porque el eje (y)
positivo siempre se toma en el sentido de los arcos crecientes. Luengo en el 2° cuadrante la
proyecciéon de H da un valor de (y) positivo (+).

En el 3° cuadrante la (Y +) no coincide con el sentido de la proyeccién de H sobre la
direccion tangencial, lo que nos determina que la proyecciéon de H sobre el eje (y) es negativa.

Veamos ahora que pasa con las tres componentes (X) y (Z) esto se puede ver mas
facilmente en la figura 8.

Si tomamos una componente radial hacia el CENTRO, cuando la proyectamos después
segun la direccion (z) y (X) que tienen valores positivos hacia afuera y en el sentido de los
arcos crecientes respectivamente.




Vemos que en el 1° cuadrante la fuerza proyectada segln x y segun z seran negativa.

En el 2° cuadrante la componente radial aparece hacia afuera en
consecuencia las proyecciones sobre (x) y (z) seran de signo
positivo.

En el 3° cuadrante la componente radial es hacia afuera, luego las proyecciones sobre (x) y
(z) seran positivas.

En el 4° cuadrante en cambio la componente radial va dirigida hacia el centro, luego las
proyecciones seran negativas.

Esto pone en evidencia lo siguiente: Que la componente (y) sigue la ley del seno, puesto
que en el 1° y 2° cuadrante las proyecciones son positivas y en el 3° y 4° cuadrante son
negativas. Luego es factible expresar a esta componente por una funcién seno que sera:

Y =Ye*seny

Es decir que varia con el seno del angulo ( ), pero también puede depender del angulo 6,
dependiendo de la posicién del paralelo. Es por esto que se le afecta del factor Ye.

La componente X sigue la ley de la funciébn coseno porque es negativa en el 1° y 4°

cuadrante y positiva en el 2° y 3° (cabe destacar que los cuadrantes de la funciéon coseno se
toman de la siguiente manera):

g T
ae

N
o a2

y que no se debe confundir con los cuadrantes
indicados en la figura 7.
Es decir que podemos expresar:

X = Xe*cosy

También Z sigue la ley del Coseno:

Z =7Zg*cosy

Un sistema de cargas que puede seguir esta ley de variacion se
denomina antisimétrico.



SINTESIS PARA OBTENER RAPIDAMENTE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

DEDUCIDAS ANTERIORMENTE

Si consideramos el mismo elemento de la figura 1 vista anteriormente tenemos (fig. 1)

g Ry I EJE-'

Nosotros consideraremos que el angulo ( dy) tiene un valor unitario dyy = 1 y si también el
angulo d6 le damos un valor unitario d0 = 1 va a ocurrir que a los lados de este elemento se
tendra:

Lado AD =r*dy perody=10 AD=r=CB

Lado AB = lado CD = R1 * d6 pero d6 =1 0 AB=CD=R1

Si el esfuerzo por unidad de longitud es S1 el esfuerzo total sera S1 *r.



*d0)

En la cara opuesta o sea CB se tendra: (S1*r+

d(S1*T)
96

0(S1*r
pero d6 = 1 luego: S1*r +g

Sobre la cara CD, el esfuerzo total sera (S, * R;), y en la cara AB el esfuerzo vale:

S2*R1+

0(S2*r1
(a)*dl,U pero como db y dy son unitarios y ademas R1 es constante en todo

el elemento considerado podemos escribir:

s2+R1+ 952 xRy
oy

Los esfuerzos tangenciales que actla seran:
Recordando que T2I =T12 =T

oT
Pero la cara CD, es T * R1, para la cara AB sera: T*R1+ w* R1*dy

oT
Perody = 1 T*Rl+@ R1

El esfuerzo tangencial sobre la cara AD sera (T * r) y sobre la cara opuesta BC sera:

*
Trr+ 90 g
26

o(T*r
pero d8 = 1, luego T*r +g

Luego las ecuaciones de proyeccion seran:

a) ecuacion de proyeccion sobre la normal (z) z Z=0

1) Fuerzas exteriores:

z z *r* -z
el area = R1 * r, luego seréa: Z*r*R1 proyecciéon de las fuerzas
exteriores

Sabemos que no hay proyeccion de los esfuerzos tangenciales sobre el eje (z), y las Unicas
proyecciones son las de S1 y S2 las proyecciones de las diferenciales resultan infinitésimos de
orden superior, luego se desprecian, por lo tanto tenemos: proyeccion de S1 sobre el eje
(z) daréa:

proyecciéon negativa, pues esta dirigida hacia adentro y sera:

—2*Sl*r*send29 , pero como Sendze dz@



6 1
d6 = 1 queda que: sen7 = E luego:

—2*Sl*l’*§ ==S1*r| proyeccion de S, sobre el eje (2).

proyeccion de S, es también negativa por estar dirigida hacia adentro y vale:

—2*82*R1*Send—w pero como: Send—w:d—w y dy =1
2 2 2
* * * 1 —_ * .
-2*S2*R1 E =-S2*R1 Resultante de S, sobre el plano horizontal.

La proyeccion de la resultante sobre el eje (z) vale:

[- S2*R1*send|

La proyecciéon de S, se muestra en la figura 2 (II).

Y

2*S2*Rl*cosa pero cosa :senz

Por ser los angulos en A y B igual a 90° o sea por la condicion de complementarios.

Luego la sumatoria de las proyecciones sobre el eje (z) son:
Z Z=0=Z*r*R1-S1*r-S2*R1*senf

reemplazando r =R2*senf

tenemos: Z*R2*R1*senf-S1*R2*senf -S2*R1*senf =0

ordenando: Z*R2*Rl1*senf =S1*R2*senB -S2*R1*senf



La proyeccion de S, sobre el gje (x), es la proyeccion de la resultante
sobre el plano horizontal (figura Il) proyectada sobre el eje (x) que

sera:
—-S2*R1*cos@

*R1-S2*R1*cosf =0

*
Luego: ZX =O:Z*R1*I’+a(sale I’)+66(T)

0(S1*r) = oT
o(s1*r) +a—* R1-S2*R1*cos@ = —X *R1*r| 10 ecuacion de proyeccion

20

c) Ecuaciéon de proyeccidon sobra la tangente al paralelo, eje (y):

>Y=0

proyeccioén de las fuerzas exteriores vale: Y *r * Ry

Tenemos que S1 no tiene proyeccion pues forma 90° con la direccion del eje (y)
Para S2 se anulan las proyecciones S, * R,y queda solamente la derivada parcial.

0(S2
((MI)*R multiplicado por el coseno de un angulo muy pequefio que lo

consideraremos igual a uno.

La proyeccion de (T) se anulan los (T * r) quedando solamente la derivada parcial:

o *1)
20

para la proyeccion de X * T * R; tenemos que:
Como T * R; tiene la direccién de la tangente al meridiano y si lo proyectamos sobre el

plano del paralelo, la proyeccion que se obtiene tiene direccidon radial.




Dicha proyeccion vale: T * R1* d06 * cos® ; pero d6=1 queda: T * R1 * cosB
Del otro lado tenemos otra proyeccion pero de sentido contrario que sera:

(T*R1+$I*Rl)*d9*c056

despreciando los infinitésimos de segundo orden y haciendo d6=1 tenemos:
T*R1*cos@

Luego estos valores los debemos proyectar sobre el eje (y) que sera:
1
2*T*R1*cos@*cos A=2*T* Rl*cose*sentg =2*T *Rl*cos@*E
T *R1*cos 6

Luego:

052, . I(R*T)

ZY :0:Y*r*Rl+w*Rl +T *R1*cos6

0S2 o(T*r
——*R1+ ((%0) +T *R1*cos6 = -Y *r *R1| 20 ecuacién de proyeccion.
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Presentacion

Vasija vinaria de acero inoxidable

Aplicacion de la teoria analitica de Odone Belluzzi

Introduccion

El presente trabajo tiene por objeto presentar los resultados obtenidos del analisis efectuado sobre
un tanque metalico, asi como también una breve explicacion sobre el procedimiento desarrollado
y la forma de utilizar la herramienta de calculo empleada.

En este estudio se hizo uso de la teoria de Belluzzi sobre membranas curvas, ya que, debido al
reducido espesor de la pared del tanque, las hipétesis que mas adelante se explicaran pueden
considerarse validas.

Generalidades sobre la teoria de las membranas curvas

Las membranas son estructuras laminares delgadisimas, considerandose por ello desprovistas de
rigidez a flexion y torsién. Por consiguiente, estan sometidas en cada punto sélo a esfuerzos que
actuan en el plano tangente; o sea, estan desprovistas de momentos flectores y torsores y de
esfuerzos cortantes perpendiculares a su superficie. En otros términos: las tensiones estan
uniformemente repartidas en el espesor de la membrana.

En las membranas planas la deformacion elastica tiene una influencia importante sobre los
valores de los esfuerzos y, por tanto, es necesario tenerla en cuenta. No siendo asi, los esfuerzos
resultarian ilimitados. En las membranas curvas las deformaciones elasticas no tienen influencia
sensible sobre los esfuerzos (salvo que sean tan grandes que alteren notablemente la forma de la
membrana). Por consiguiente, estas membranas se consideran inextensibles, aunque se tienen
en cuenta los alargamientos cuando interesa el calculo de las deformaciones.

Para calcular los esfuerzos en las membranas bastan las condiciones de equilibrio, por lo que el
problema es estaticamente determinado (internamente). Y es particularmente sencillo en el caso,
muy frecuente, de membranas con forma de superficie de revolucién y cargadas con simetria
axial. En los casos generales de fuerzas no simétricas o de membranas de forma cualquiera, el
problema, aunque continda siendo estaticamente determinado, requiere la soluciéon de un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales.

En el caso de las losas curvas, que difieren de las membranas porque no son muy delgadas, y
que, por consiguiente, resisten asimismo a flexion, el problema, estaticamente indeterminado
(internamente), es mucho mas complicado, tanto desde el punto de vista conceptual como desde
el matematico. Sin embargo, también en el estudio de las losas curvas pueden utilizarse con
buena aproximacion los resultados validos para las membranas, teniendo en cuenta por separado
las acciones en el contorno, lo que permite sustituir calculos muy largos y laboriosos por pocas
operaciones simples.
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Esfuerzos internos en las membranas de revolucién

Considérese un recipiente o depdsito de chapa, o bien una cupula muy delgada o una envolvente
de tejido (globo) con forma de superficie de revolucién de eje vertical como la que se muestra en
la figura nro. 1.

La superficie puede ser de doble curvatura, o bien de simple curvatura cuando es cilindrica o
coénica. Sobre la pared actuan fuerzas igualmente dispuestas en todos los puntos de un mismo
paralelo y variables generalmente de uno a otro. Pueden tener una componente X segun la
tangente al meridiano y otra Z segun la
normal a la membrana, por unidad de area
de ésta, siendo estas componentes
funciones solamente de la ordenada del
paralelo y no de la longitud del punto que
se considera; esto es, son iguales para
todos los meridianos y constantes a lo
largo de los paralelos.

Figuranro. 1 A lo largo de los meridianos existen
tensiones o4 dirigidas segun la tangente al
meridiano, provocadas por la resultante Q (vertical) de las fuerzas exteriores. Estas tensiones son
nulas si lo es la resultante. A lo largo de los paralelos existen tensiones o, dirigidas segun la
tangente al paralelo, que estan provocadas, sea por la componente Z de las fuerzas exteriores,
sea por el hecho de que las tensiones g4, cambiando de direccién de punto a punto del meridiano
(si éste es curvo), no estan equilibradas entre si y ejercen una accion radial sobre los paralelos
(ver figura nro. 2-a). Las o, existen también si es nula la componente Z de las fuerzas exteriores,
en cuyo caso se deben soélo a la segunda causa. En el caso de membranas coénicas, si en un
cierto entorno no actian fuerzas exteriores, las 04, que no cambian de direccion, resultan
equilibradas entre si (figura nro. 2-b), teniéndose, por consiguiente, o, = 0. Asi, en este caso, las 0,
estan producidas solo por las eventuales fuerzas exteriores Z.

Las o4 se transmiten a través de las secciones

\LSF O;s normales a los meridianos, o sea, producidas por

Seriades superficies conicas coaxiles con la membrana y

\ a) normales a ésta. Las o, se transmiten a través de
las secciones producidas por planos meridianos.

Ao 7
‘\S1= a,s - / Por razones de simetria, en las secciones segun
los meridianos o paralelos son nulas las tensiones
\ b) / T (en el plano tangente); en otros términos: dos
\ / gajos contiguos se comportan del mismo modo vy,

S

por consiguiente, no se transmiten tensiones T .
De donde, por el principio de reciprocidad de las
tensiones tangenciales, son nulas también las
tensiones 1 1, en las secciones segun los paralelos
(o bien porque las fuerzas exteriores X y Z tienen momento nulo respecto al eje de revolucion).

1

Figuranro. 2

Supdngase que el espesor s sea muy pequefio; esto es, que el comportamiento sea el de una
membrana. Admitase, por consiguiente, que tanto o4 como o, estan uniformemente repartidas en
el espesor s; ésta es la hipotesis que se utiliza como fundamento del estudio de los depdsitos o
cupulas delgadas en cuestion. En general esto se justifica asumiendo que el espesor s es tan



pequefio que resulta licito despreciar la rigidez a flexién. Sin embargo, es conveniente examinar
con mas atencion su significado exacto. En primer lugar, las diversas franjas segun los paralelos,
estando sometidas a traccion o a compresion, modifican su radio r, pero se conservan circulares,
por lo que la tension o, puede suponerse constante en los diversos puntos del espesor, ya que
éste es muy pequefio respecto a r. Como consecuencia de las variaciones Ar de los radios r de
los diversos paralelos, las franjas segun los meridianos pueden deformarse y, por consiguiente, su
curvatura modificarse en algun punto, lo que provoca tensiones o4 correspondientes a momentos
flectores, variables linealmente en el espesor desde un maximo positivo a un maximo negativo de
igual valor absoluto.

Las o, se superponen a las tensiones g, de forma que las tensiones totales ya no resultan
uniformemente repartidas. Sin embargo, las tensiones 04" son muy pequefas, porque lo son las
variaciones de curvatura del meridiano, pero sobre todo porque es pequeno el espesor s; por
consiguiente, son despreciables respecto a las 04, que por ello se mantienen practicamente
invariables, o sea, uniformemente repartidas en el espesor. En otros términos: el momento flector
M, es despreciable. Por tanto, la hipdtesis en cuestion equivale a suponer despreciable la
deformacion de la estructura, o sea, a considerar ésta como una membrana indeformable, ya que
en tal hipétesis no variaria el radio r de los paralelos ni la forma del meridiano, tanto mas cuanto
que en las membranas curvas el equilibrio subsiste incluso sin que se deformen, pues la
componente normal Z de las fuerzas exteriores esta equilibrada por las tensiones o4y g,, mientras
que la componente vertical esta equilibrada por la tension 0.

Al ser despreciable el momento flector en las franjas meridianas, también lo es el esfuerzo
cortante y, por consiguiente, la tension T dirigida normalmente a la superficie media (esto es, a
mitad del espesor) de la membrana.

En el caso de una membrana infinitamente flexible (tejido), los momentos flectores son nulos por
no poder soportarlos.

Por consiguiente, en todo punto de la membrana se tiene un estado plano de tensiones, cuyo
plano es el tangente en el punto a la superficie media de la membrana. Por razones de simetria,
las tensiones principales vienen a ser las 04y 0y indicadas (Tt 21 =T 12 = 0); 0 sea, las direcciones
principales son las tangentes al meridiano y al paralelo por este punto. Cualquier otra seccion de
la membrana, oblicua respecto al meridiano y al paralelo, esta sometida a tensiones oy (1
(situadas en el plano indicado) variables con la orientacion de la secciéon. Sélo en el caso en que
01 = 0y, 0 es constante y T nula en toda la seccion.

En lugar de las tensiones a1 y 0, se consideran frecuentemente sus resultantes S; y S,
correspondientes al espesor total s y a la unidad de ancho de una franja de membrana dirigida
segun el meridiano o el paralelo, que representan el esfuerzo normal en estas franjas.
Evidentemente, se tiene

S1=O'1'1'S, 82=O'2'1'S,
0 sea que

0'1=S1/S, 0'2=82/S.

A 04, 0y, T se les llama tensiones de membrana, mientras que a Sy, S;, T =1 1 - s, las
denominaremos esfuerzos de membrana. Las dimensiones de los esfuerzos S4, Sy, T son [F] [L]'1.

Las tensiones a1y 02 (y, por consiguiente, también los esfuerzos S;y S,) no dependen de la
deformacion de la pared; por tanto, el problema es estaticamente determinado; es decir, resoluble
empleando exclusivamente las condiciones de equilibrio.

Cuando se conocen los valores de S;y S, vy, por consiguiente, de o1y 0y, las condiciones de
resistencia son

01—V " 02= Oggm,

02—V " 01=< Oagm.



en que V Y Ogm Son el médulo de Poisson y la tension normal admisible respectivamente del
material que constituye la membrana.

Ecuaciones fundamentales de las membranas curvas cargadas con

simetria radial

Supongamos que se corta la membrana por un plano horizontal genérico (0 mejor, por una
superficie conica coaxil y normal a los meridianos) y que sustituimos la parte situada por encima
por los esfuerzos S, transmite a la situada por debajo. La componente vertical de S;es S; - sen 6
(figura nro. 1), si 6 (colatitud) es el angulo que la tangente al meridiano forma con el plano
horizontal (o que la normal a la membrana forma con el eje de simetria). Por consiguiente, sir es
el radio del paralelo correspondiente a la seccion que se ha practicado, la suma de las
componentes verticales de las S; a lo largo del paralelo es S - sen 6 - 21r. Indiquemos con Q la
resultante de todas las fuerzas exteriores que actuan sobre la parte inferior de la membrana. Por
la simetria de las fuerzas, Q es vertical. El equilibrio en direccion vertical exige que se tenga

Sy senB- 2r=Q,
de donde
S1=Q/ (21T - sen 6).

La ecuacién anterior determina S; independientemente de S,. En el caso de las cupulas, la
superficie esta invertida y el esfuerzo S, resulta de compresion.

El calculo de S, puede realizarse a partir de la relacion matematica que vincula los esfuerzos de
membrana con sus respectivos radios de curvatura; ésta es

Si/R1+S,/Ry =2,
por lo tanto

S:=(Z-S1/Ry) "R
siendo R,y R;los radios de curvatura instantaneos del meridiano y del paralelo respectivamente y
Z la componente instantanea (positiva hacia fuera) segun la direcciéon de la normal a la superficie

media de la membrana.

Cuando los liquidos en general forman parte de las acciones exteriores, se debe considerar el
efecto que las presiones p =y - V, normales a la superficie de la membrana, tienen en los valores
de Qyde Z, siendo yiy V el peso especifico y el volumen de la masa de liquido involucrada.

Comentarios y explicaciones sobre el programa de calculo

El calculo de las solicitaciones del tanque en estudio ha sido realizado en Microsoft Excel
mediante el empleo de un conjunto de férmulas, derivadas de la teoria anteriormente explicada,
que han sido modificadas para facilitar su utilizacion.

El programa permite estudiar los efectos producidos por las siguientes acciones exteriores:

m  Peso propio

m Liquidos



Para obtener las solicitaciones debidas al peso propio exclusivamente basta con asignar al nivel
de agua o al peso especifico de la misma el valor cero. En cambio, si se pretenden conocer los
esfuerzos generados solo por la accién de liquidos basta con anular el valor del peso especifico
del material.

d MATERIALES.
ACERO INOXIDABLE

Propiedad Simb. | Unidad Valor
Peso especifico y [KN/m3] 78
Médulo de elasticidad E [MPa] 210000
Modulo de Poisson % [adim.] 0,25
Tension admisible Oadm [MPa] 249 A |

AGUA

Propiedad Simb. | Unidad Valor

Peso especifico Vi [KN/m3] | %0800\ |

A continuacién se muestran las seis tablas de entrada que se utilizan para el ingreso de datos en
Excel. La tabla |, como puede observarse, hace referencia a las caracteristicas del acero
interviniente, como por ejemplo su peso especifico, su médulo de elasticidad, etc. La tabla Il
permite el ingreso del peso especifico del agua contenida en el interior del tanque. Es conveniente
aclarar que todos los valores deben introducirse en las unidades indicadas, correspondientes al
Sistema Internacional.

Las celdas sombreadas en gris contienen valores que deben ser introducidos obligatoriamente por
el usuario. En cambio, aquellas cuyo fondo es de color amarillo presentan dos alternativas: si en la
celda se escribe, ya sea en mayusculas o minusculas, la abreviatura “pd”, automaticamente Excel
adopta un valor por defecto (pd). Este valor depende del de parametro al cual se asigna segun se
describe a continuacién:

m Nivel de agua desde el fondo del tanque: Si en esta celda se escribe “pd”, Excel adopta
como nivel de agua la altura correspondiente al limite entre la zona de encuentro del cono
superior y el cilindro. En cambio, si se asigna un valor determinado, sera éste el que Excel
utilice para el célculo.

m  Espesores de cono superior, cilindro y cono inferior: La abreviatura “pd” indicara a Excel
que adopte como espesor el asignado al tanque en general en la tabla Ill. De lo contrario, el
célculo sera realizado con el valor indicado.

m  Diametro inferior del cono superior y diametro superior del cono inferior: “pd” indicara a
Excel que asigne a estas celdas el didmetro del cilindro; por el contrario, un valor determinado
permitira modificar estas dimensiones independientemente del diametro del cilindro. Esta
alternativa podria utilizarse, por ejemplo, para la verificaciéon de un cono o tronco de cono
apoyado en su extremo inferior sometido a la accién del peso propio; o bien, para el calculo
de un cono o tronco de cono sostenido por su extremo superior bajo la accién del peso propio,
agua, o una combinacion de ambos.



Las celdas que no se encuentran sombreadas no pueden ser modificadas por el usuario, ya que
las mismas forman

DIMENSIONES DEL TANQUE parte de la rutina de
calculo. Sus valores
Dimensiones Simb. | Unidad Valor pueden leerse, pero
Espesor s [mm] 2,5 no modificarse.
Diametro superior Ons [mm] 510
Didmetro del cilindro @ [mm] 3.100 La tabla Ill se refiere
Didmetro inferior i [mm] 100 a la geometria del
Altura del cono superior Hs [mm] 525 tanque en general,
Altura del cilindro He. [mm] 2.997 asi como también a
Altura del cono inferior H; [mm] 457 los  parametros que
Altura de la zona superior de empalme hs [mm] 143 detgrrﬁlnan la
Radio del empalme superior Rs [mm] 150 p95|C|on de. Sus
Altura de la zona inferior de empalme h; [mm] 146 vinculos, ~ nivel 'y
- - - volumen de agua y
Radio del empalme inferior R; [mm] 150 peso de material.
Nivel de agua desde el fondo del tanque N [mm] pd Esto también es
Volumen de agua V [hi] 243,80 vélido para las tablas
Altura total del tanque H [mm] 3.979 \V2 V y i
Peso total del tanque P [kN] 9,09 correspondientes,
Altura del punto de apoyo desde el f. d. t. Yy [mm] 300 como a cada una de
TABLA I las tres partes que
CONO SUPERIOR componen el tanque.
Dimensiones Simb. | Unidad Valor )
1779 El sistema de
Pendiente del tronco de cono o, [grados] 5 ’00 referencia adoptado
— — ' ara el andlisis
D!fflmetro |{1fgr|or Bss [mm] pd (F:)onsta de dos ejes
Didmetro limite del tronco de cono Pos [mm] 2892 perpendiculares entre
Espesor Ss [mm] 22 si, cuyo origen se
Peso total Ps [KN] L7s encuentra ubicado en
TABLA NV el punto de
CILINDRO interseccion entre el
Dimensidn Simb. | Unidad Valor plano superlor. del
tanque y el eje de
Espesor Sc [mm] pd simetria. El sentido
Peso total Ps [kN] 5,69 del semieje horizontal
TABLAV positivo es hacia la
CONO INFERIOR derecha, mientras
Dimension Simb. | Unidad | Valor que el del semieje
167 34 vertical del mismo
Pendiente del tronco de cono 6 | [grados] 5 (;0 signo es hacia abajo.
Didmetro superior B [mm] pd El grafico ubicado a
Didmetro limite del tronco de cono i [mm] 2866 la derecha de las
B i ol el
Peso total P [KN] TABLA15|6 explicado.

El algoritmo y los mensajes de advertencia

Si se observan las tablas de entrada correspondientes a los conos superior e inferior, puede
advertirse la presencia de un botdn programable con la leyenda “Actualizar”, en la fila titulada con
el nombre “Pendiente del tronco de cono”. El empleo de esta tecla permite que Microsoft Excel
itere internamente, hasta que el valor de la celda inferior indicado con rojo, se aproxime, por
debajo del error maximo permitido, a cero. Este algoritmo tiene por objeto resolver mediante
iteraciones una ecuaciéon que permite calcular el valor de la pendiente, en funcién de los valores
introducidos como datos. El razonamiento que justifica este proceso es el siguiente: segun puede



apreciarse en los planos del tanque, el encuentro circular entre los troncos de cono vy el cilindro
forma parte constituyente de los conos superior e inferior; esto quiere decir que los empalmes se
realizan en las piezas extremas del tanque y no en el cilindro. Entonces, aceptando lo dicho, y
conociendo los diametros superior e inferior del tanque asi como también los radios de empalme,
es posible trazar una envolvente de éstos Ultimos, es decir, arcos de circulo. Por lo tanto, la
inclinacion de la pared de los conos estara determinada por la pendiente de la recta tangente a
dicha envolvente que pasa por los puntos extremos de los didmetros superior e inferior. Esta
condicién fisica puede expresarse matematicamente mediante una ecuacién que no puede
resolverse en forma directa, ya que la incégnita (angulo de inclinacion) aparece tres veces en
distintos términos.

Puede presentarse el caso de querer introducir como dato el angulo de inclinacién de la pared de
los conos, especialmente en el cono inferior, ya que ésta viene condicionada fundamentalmente
por necesidades funcionales. Para esto puede emplearse la funcién “Buscar objetivo” del menu
“Herramientas” que Excel trae incorporada, la cual permite hallar el valor del radio de empalme en
funcion del asignado al angulo de inclinacién.

En la tabla IIl existen tres parametros que merecen especial atencién. Estos son los siguientes:
1) Radio del empalme superior.

2) Radio del empalme inferior.

3) Alturadel punto de apoyo desde el fondo del tanque.

Al introducir los valores de los dos primeros, la vinculacién matematica que existe entre las
distintas variables que intervienen en el calculo, genera un cambio en el valor de referencia para la
aproximacion (valor de color rojo). En consecuencia, si bien el resto de los valores se
autocalculan, la solucion fisica no es correcta, ya que tampoco lo es la inclinacién de la pared de
los conos no. Por lo tanto, para tener siempre presente la necesidad de iterar, en lugar de los
titulos 1) y 2) aparece el mensaje “ACTUALIZAR PENDIENTE”, el cual avisa que, como paso
inmediato, debe pulsarse el botén programable. En el tercer caso sucede algo similar pero el
concepto es diferente: cuando se introduce una altura del punto de apoyo, superior a la distancia
que existe entre el fondo del tanque y el extremo superior del tronco de cono inferior, el programa
no puede resolver el problema, apareciendo, como consecuencia el mensaje “VALOR
EXCESIVO".

Verificacion de la geometria y limitaciones del programa

Una forma bastante simple de verificar la solucion hallada por el algoritmo iterativo es la de
graficar en un sistema de coordenadas ortogonales, los valores que adopta el radio del tanque en
funcion de la altura. Este grafico se encuentra ubicado debajo de la dltima tabla de entrada y
representa el semicontorno derecho del tanque incluido el punto de apoyo. La continuidad de esta
geometria en toda la altura y su forma simple y regular garantizan que la solucién encontrada por
el algoritmo es lo suficientemente razonable como continuar con el analisis.

Como en todo programa de calculo, existe una serie de limitaciones que es importante conocer
antes de su empleo. En este caso, ademas de las correspondientes a la teoria de Belluzzi, y las
mencionadas en cuanto a los vinculos, podemos destacar, entre las mas importantes, las
siguientes:

m  Como acciones exteriores sdlo pueden considerarse el peso propio, los liquidos o una
combinacién de ambos.

m  El nivel de agua debe estar comprendido entre el fondo del tanque y el extremo
superior del cilindro.



m Las zonas de encuentro entre los troncos de cono y el cilindro, responden, en el plano,
a arcos de circulos, no siendo posible el empalme con curvas de radio variable
(elipses, espirales, etc.).
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Resultados del analisis y expresion de las conclusiones

Para realizar la verificacion del tanque es necesario, como se expuso al desarrollar la teoria de
Belluzzi, determinar el efecto que una tension genera en la direccion de la otra y viceversa. El
valor obtenido de esta manera, al que se denominara tension resultante, debe ser comparado con
el de la tensién admisible del material para verificar que éste no sea superado. Como los valores
de las tensiones resultantes dependen de la ordenada instantanea y, en consecuencia, la cantidad
de los mismos sera proporcional al doble del numero de puntos que se estudien, se hace
necesario buscar el maximo valor absoluto de estas tensiones. Por otro lado, cabe hacer notar
que una tension, al ser una magnitud vectorial, queda perfectamente definida cuando se dan a
conocer su direccion; sobre ésta, el sentido; la intensidad y el punto de aplicacion. En las planillas
que se adjuntan en la seccidon de Anexos, el punto de aplicaciéon queda determinado por la
ordenada del sistema de referencia; la direccion, por el angulo de inclinacion; la intensidad, por el
valor, y el sentido, por el signo de la tensién que se considere, ya sea principal o resultante.

Los graficos que se muestran a continuacion representan la variacion de las tensiones principales
y resultantes en funcion de la ordenada de referencia.

VALORES
Grafico de tensiones o,y en el cono superior. EXTREMOS EN
[MPa]
Tensiones [MPa] Tension
18 -16 14 12 -10 08 06 04 02 00 02 meridiana
0 A A A A I s 2 " ’ Nula 0,00
C 0,20
100 L
'E 200 A
£
@ 300 L
E b Tension absoluta
< 490 de trabajo
500 A 1-,6-8
Condicion de
600 resistencia




Grafico de tensiones g, y

en el cilindro.

VALORES
EXTREMOS EN

[MPa]
Tensiones [MPa] Tension
-6,0 -5,0 -4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0,0 meridiana
0 2 2 2 2 2 c 0,07
500 i C 0,30
1.000 3
E >
£ 1.500
@ 2.000 L
2 2.500 | Tension absoluta
< de trabajo
3.000 3
4,95
3500 [ Condicién de
4.000 resistencia
VALORES
Grafico de tensiones o, y en el cono inferior. EXTREMOS EN
[MPa]
Tensiones [MPa] Tension
-1400 -1200 -1000 -800 -60,0 -40,0 -200 00 200 400 600 meridiana
3.400 2 2 2 2 2 2 2 2 2 T 41,44
C 11,58
3.500
__ 3.600
E -
E 3.700 =
@
E 3.800 i Tension absoluta
< 3.900 X de trabajo
4,000 121,67
' Condicién de
4.100 resistencia
VALORES
Grafico de tensiones g, y en el tanque. EXTREMOS EN
[MPa]
Tensiones [MPa] Tensién
-140,0 -120,0 -100,0 -80,0 -60,0 -40,0 -200 00 20,0 40,0 60,0 meridiana
0 2 2 2 2 2 2 A 2 2 T 41,44
‘\
500 . C 11,58
1.000 -
= 1.500 L
E 2.000 L
8 2500
5~ Tension absoluta
< 30m [ de trabajo
3.500 —r 121,67
4.000 l; Condicion de
4.500 . resistencia




VALORES
Grafico de tensiones o>,y D, en el cono superior. EXTREMOS EN
[MPa]
Tensiones [MPa] Tension
-1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 50 6,0 7.0 paralela
0 2 2 2 2 2 2 T 5,93
C 0,35
100 Tension
resultante
£ 0 1 T 5,98
E ,
@ 300 1 C 0,30
E Tension absoluta
= - e — ]
S I de trabajo
500 - r 598
Condicion de
600 resistencia
VALORES
Grafico de tensiones o,y D, en el cilindro. EXTREMOS EN
[MPa]
Tensiones [MPa] Tension
00 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 paralela
0 I I I I I I I I I T 18,58
500 « Nula .9,00
Tension
— 10001 resultante
E 1.500 < T 18,66
@ 2.000 - T 0,02
E 2.500 + Tensién absoluta
< de trabajo
3.000 4
18,66
3500 1 Condicién de
4.000 resistencia




VALORES
Grafico de tensiones o,y D, en el cono inferior. EXTREMOS EN
[MPa]
Tensiones [MPa] Tension
00 50,0 1000 1500 200,0 250,0 300,0 350,0 4000 450,0 500,0 paralela
3'400 I I I I I I I a2 I T 452,73
T 3,17
3.500 4 —
Tension
__ 3.600 < k resultante
E —_—
E 3700 ¢ T 454,85
P T 2,78
3 3.800 1 Tension absoluta
< 3.900 4 de trabajo
4.000 454,85
' Condicién de
4.100 resistencia
VALORES
Grafico de tensiones 0, y D, en el tanque. EXTREMOS EN
[MPa]
Tensiones [MPa] Tension
-100,0 0,0 100,0 200,0 300,0 400,0 500,0 paralela
0 A 2 2 2 2 T 452,73
500 C .9,35
1.000 Ten|5|on
resultante
"= 1.500
E T 454,85
£, 2.000
8 2500 C 0,30
5~ Tension absoluta
< 300 de trabajo
3:500 454,85
4.000 Condicion de
4.500 resistencia

Los cuadros de texto que acompafan a cada grafico indican los valores extremos que adoptan
tanto las tensiones principales como las resultantes a lo largo de la parte analizada en cada caso.
Las letras “T” y “C” y la palabra “Nula” ubicadas a la izquierda de los valores se refieren al tipo de
esfuerzo, es decir, traccion, compresion y neutro respectivamente. Puede destacarse, ademas, el
cuadro de verificacion de la condicidn de resistencia, referido también a la parte correspondiente.
Es de apreciar, en los graficos de los conos superior e inferior, la presencia de un punto indicador
sobre el eje de las ordenadas, el cual representa el limite entre las zonas de empalme vy los
troncos de cono respectivos.

En cuanto a la variacion de las tensiones puede observarse que, en coincidencia con el punto
indicador, en sendos conos, se produce una discontinuidad apreciable. La razén de este cambio
radica en la diferencia de formas de las superficies en contacto. En efecto, el traspaso desde el
tronco de cono hacia el segmento esférico, involucra una sustancial reduccion del angulo que
forma la tangente a la superficie con el eje horizontal, con lo cual la tension meridiana aumenta
considerablemente. Por otro lado, si bien el efecto del agua es despreciable en el cono superior, la
variacion brusca que experimenta la tension paralela en esta zona, se debe fundamentalmente a
la influencia que sobre ésta tiene la tensién meridiana, ya que en la zona de empalme, el radio de
curvatura del meridiano tiene un valor definido. Las variaciones de esta tension en el cono inferior



pueden explicarse de la misma manera, teniendo en cuenta, que ahora, el efecto del liquido
incrementa notablemente los esfuerzos meridianos, razén por la cual los valores de las tensiones
paralelas se vuelven sumamente criticos. Es precisamente en esta zona, como puede advertirse
en los graficos, que la condicion de resistencia no es verificada. Ante esta situacion surgen dos
posibles soluciones: Colocar un refuerzo en las cercanias de las zonas criticas, o bien, aumentar
el espesor del cono inferior.
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2.2.4

ANALISIS DE ESFUERZOS. -

Ordenada .Ang.]ulo .d'e ) Radio Ter.ls.|on Tension Tension resultante
inclinacion instantaneo | meridiana | paralela
Parte
y (7] r (o] (o2} D, D>
[mm] [rad] | [grados] [mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
0 0,31 17,79 255 0,00 -0,06 0,02 -0,06
19 0,31 17,79 315 -0,03 -0,08 -0,01 -0,07
38 0,31 17,79 374 -0,05 -0,09 -0,03 -0,08
57 0,31 17,79 434 -0,07 -0,11 -0,04 -0,09
76 0,31 17,79 493 -0,08 -0,12 -0,05 -0,10
96 0,31 17,79 553 -0,10 -0,13 -0,06 -0,11
115 0,31 17,79 612 -0,11 -0,15 -0,07 -0,12
134 0,31 17,79 672 -0,12 -0,16 -0,08 -0,13
g 153 0,31 17,79 731 -0,13 -0,18 -0,09 -0,14
N 172 0,31 17,79 791 -0,14 -0,19 -0,10 -0,16
o 191 0,31 17,79 850 -0,15 -0,21 -0,10 -0,17
210 0,31 17,79 910 -0,16 -0,22 -0,11 -0,18
S 229 0,31 17,79 970 -0,17 -0,24 -0,11 -0,19
U 248 0,31 17,79 1.029 -0,18 -0,25 -0,11 -0,21
P 268 0,31 17,79 1.089 -0,18 -0,26 -0,12 -0,22
E 287 0,31 17,79 1.148 -0,19 -0,28 -0,12 -0,23
R 306 0,31 17,79 1.208 -0,19 -0,29 -0,12 -0,25
(I) 325 0,31 17,79 1.267 -0,19 -0,31 -0,12 -0,26
R 344 0,31 17,79 1.327 -0,20 -0,32 -0,11 -0,27
363 0,31 17,79 1.386 -0,20 -0,34 -0,11 -0,29
382 0,31 17,79 1.446 -0,20 -0,35 -0,11 -0,30
382 0,31 17,79 1.446 -0,20 5,93 -1,68 5,98
411 0,70 40,38 1.497 -0,09 1,32 -0,42 1,34
439 0,96 55,16 1.523 -0,08 0,86 -0,29 0,88
468 1,18 0,00 1.539 -0,07 0,72 -0,25 0,74
496 1,38 79,02 1.547 -0,07 0,69 -0,24 0,71
525 1,57 90,00 1.550 -0,07 0,74 -0,26 0,75




525 1,57 90,00 1.550 -0,07 0,00 -0,07 0,02
600 1,57 90,00 1.550 -0,08 0,46 -0,19 0,48
675 1,57 90,00 1.550 -0,08 0,93 0,32 0,95
750 1,57 90,00 1.550 -0,09 1,39 -0,44 1,42
825 1,57 90,00 1.550 -0,09 1,86 -0,56 1,88
900 1,57 90,00 1.550 -0,10 2,32 -0,68 2,35
975 1,57 90,00 1.550 0,11 2,79 -0,80 2,81
1.049 1,57 90,00 1.550 -0,11 3,25 -0,93 3,28
1.124 1,57 90,00 1.550 -0,12 3,72 -1,05 3,75
1.199 1,57 90,00 1.550 -0,12 4,18 -1,17 4,21
1.274 1,57 90,00 1.550 -0,13 4,65 -1,29 4,68
1.349 1,57 90,00 1.550 -0,14 5,11 -1,41 5,14
1.424 1,57 90,00 1.550 -0,14 5,57 -1,53 5,61
1.499 1,57 90,00 1.550 -0,15 6,04 -1,66 6,08
1.574 1,57 90,00 1.550 -0,15 6,50 -1,78 6,54
1.649 1,57 90,00 1.550 -0,16 6,97 -1,90 7,01
1.724 1,57 90,00 1.550 -0,16 7,43 -2,02 7,47
c 1.799 1,57 90,00 1.550 -0,17 7,90 -2,14 7,94
' 1.874 1,57 90,00 1.550 -0,18 8,36 -2,27 8,41
% 1.949 1,57 90,00 1.550 -0,18 8,83 -2,39 8,87
N 2.024 1,57 90,00 1.550 -0,19 9,29 2,51 9,34
D 2,098 1,57 90,00 1.550 -0,19 9,76 -2,63 9,80
R 2.173 1,57 90,00 1.550 -0,20 10,22 2,75 10,27
o 2.248 1,57 90,00 1.550 0,21 10,68 -2,88 10,74
2.323 1,57 90,00 1.550 -0,21 11,15 -3,00 11,20
2.398 1,57 90,00 1.550 -0,22 11,61 -3,12 11,67
2.473 1,57 90,00 1.550 0,22 12,08 -3,24 12,13
2,548 1,57 90,00 1.550 0,23 12,54 -3,36 12,60
2,623 1,57 90,00 1.550 -0,23 13,01 -3,49 13,07
2.698 1,57 90,00 1.550 -0,24 13,47 -3,61 13,53
2.773 1,57 90,00 1.550 0,25 13,94 -3,73 14,00
2.848 1,57 90,00 1.550 -0,25 14,40 -3,85 14,46
2,923 1,57 90,00 1.550 -0,26 14,87 -3,97 14,93
2,998 1,57 90,00 1.550 -0,26 15,33 -4,10 15,40
3.072 1,57 90,00 1.550 0,27 15,79 -4,22 15,86
3.147 1,57 90,00 1.550 -0,28 16,26 -4,34 16,33
3.222 1,57 90,00 1.550 -0,28 16,72 -4,46 16,79
3.297 1,57 90,00 1.550 -0,29 17,19 -4,58 17,26
3.372 1,57 90,00 1.550 -0,29 17,65 -4,71 17,73
3.447 1,57 90,00 1.550 -0,30 18,12 -4,83 18,19
3.522 1,57 90,00 1.550 -0,30 18,58 -4,95 18,66
3.522 1,57 90,00 1.550 -0,30 21,73 -5,74 21,81
3.551 1,37 | 101,25 1.547 -0,35 22,79 -6,05 22,88
3.581 117 | 112,97 1.538 -0,50 26,00 -7,00 26,12
3.610 0,95 | 12583 1.522 -0,82 33,56 -9,21 33,77
3.639 0,68 | 141,31 1.494 -1,65 56,23 -15,71 56,64
3.668 022 | 167,34 1.433 -8,49 452,73 -121,67 454,85
3.668 0,22 | 167,34 1.433 -8,49 82,70 29,16 84,82
3.669 022 | 167,34 1.428 -8,79 82,45 -29,41 84,65
C 3.670 022 | 167,34 1.423 -9,10 82,21 -29,65 84,48
o) 3.672 022 | 167,34 1.419 -9,40 81,96 -29,89 84,31
N 3.673 022 | 167,34 1.414 -9,71 81,71 -30,14 84,14
o 3.674 022 | 167,34 1.409 -10,02 81,47 -30,38 83,97
3.675 022 | 167,34 1.404 -10,33 81,22 -30,63 83,80
,L 3.676 022 | 167,34 1.400 -10,64 80,97 -30,88 83,63
F 3.677 022 | 167,34 1.395 -10,95 80,73 -31,13 83,46
E 3.678 022 | 167,34 1.390 -11,26 80,48 -31,38 83,29
R 3.679 022 | 167,34 1.385 -11,58 80,23 -31,64 83,12
I 3.679 022 | 167,34 1.385 41,44 80,23 21,38 69,87
o) 3.709 022 | 167,34 1.252 37,67 73,18 19,38 63,76
R 3.739 022 | 167,34 1.118 33,86 65,99 17,36 57,52
3.769 022 | 167,34 985 29,99 58,65 15,33 51,15
3.799 022 | 167,34 851 26,08 51,16 13,29 44,64
3.829 022 | 167,34 718 22,12 43,53 11,24 38,00
3.859 022 | 167,34 584 18,11 35,75 9,17 31,22
3.889 022 | 167,34 451 14,05 27,82 7,10 24,31
3.919 022 | 167,34 317 9,95 19,75 5,01 17,26
3.949 022 | 167,34 184 5,79 11,53 2,91 10,09
3.979 022 | 167,34 50 1,58 3,17 0,78 2,78
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591 Presentacion

Verificacion de un tanque metalico
Aplicacion del Método de los Elementos Finitos

Elementos Planos

Introduccion

El presente trabajo tiene por objeto exponer los resultados obtenidos del analisis de un tanque
metalico utilizando el Método de los Elementos Finitos. Ademas, se desarrolla una breve
explicacion del tipo de elemento utilizado para el modelo, y como se fue desarrollando el
modelado del tanque. La herramienta utilizada para modelar la estructura y calcular las
solicitaciones es el programa de calculo SAP2000 Non Linear.

Andlisis del problema real

El problema que se presenta corresponde a la determinacion de las solicitaciones en una
estructura que responde a las caracteristicas de una membrana curva; un tanque cilindrico de
acero inoxidable utilizado en la industria vitivinicola.

Las membranas son estructuras laminares delgadisimas, considerandose por ello desprovistas de
rigidez a flexion y torsién. Por consiguiente, estan sometidas en cada punto sélo a esfuerzos que
actian en el plano tangente; o sea, carecen de momentos flectores, torsores y de esfuerzos
cortantes. En otros términos: las tensiones estan uniformemente repartidas en el espesor de la
membrana.

En estd estructura encontramos que en un punto cualquiera de la superficie se presenta la
siguiente situacion:

Sesvidey [ A lo largo de los meridianos existen
\ a) tensiones g, dirigidas segun la tangente al meridiano.
\ S, / u A lo largo de los paralelos existen

\S 1=0,8 / tensiones o, dirigidas segun la tangente al paralelo.

- Figura 1: Esfuerzos S;

Recordando la Teoria de la Elasticidad, notamos que en el problema de tensién plana, las
tensiones se desarrollan en el plano del elemento. En el caso bajo estudio, tenemos una situacién
similar lo que nos permitiria considerar a nuestro problema como uno de tensién plana. La
importancia de esto radica en que el programa que se va a utilizar para realizar el modelado
trabaja en tensidon plana; si trabajara en deformacién plana se deberia tener en cuenta la
diferencia al modelar la estructura.
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Andlisis del elemento elegido para el modelo

Para el estudio del problema se eligi6 realizar un modelo en el programa SAP2000NL, y utilizar en
el modelado del tanque el elemento tipo Shell que proporciona dicho programa.

Elemento Shell

El elemento shell, que puede tener tres o cuatro nodos, combina el comportamiento de
membrana con el de placa.

El comportamiento de membrana usa una formulacién isoparamétrica que incluye rigidez a
desplazamientos en el plano del elemento, y rigidez a rotacién en el plano, alrededor de la normal
al mismo. Unicamente tomara fuerzas y momentos torsores ( alrededor de la normal) en el plano.
El comportamiento como placa incluye rigidez flexional en dos direcciones ortogonales, y rigidez a
desplazamientos en direccion normal al plano del elemento; sin tener en cuenta los efectos de
deformacion por corte. S6lo tomara momentos flectores y fuerzas normales al plano.
En general, este tipo de elemento nos permite modelar estructuras del siguiente tipo:

v/ Céscaras tridimensionales, como tanques y domos.

v Estructuras de placas, como losas.

v' Tabiques

Al modelar una estructura con elementos shell podemos elegir que adopte comportamiento
puramente de membrana, puramente de placa, o la combinacion de ambos como shell.

En estructuras tridimensionales se recomienda adoptar para el elemento el comportamiento de
shell. El tipo de membrana o de placa es mas conveniente utilizarlo para estructuras planas o
aquellas que estén correctamente vinculadas.

Para calcular la rigidez del elemento se utiliza una integracion numérica de ocho puntos. Las

tensiones y esfuerzos internos, en las coordenadas locales del elemento, se evallan con una
integracion en los puntos de Gauss y luego se extrapolan a los nodos.

Ejes locales y numeracion de nodos
El elemento shell puede adoptar cualquiera de las formas siguientes:
v" Elemento cuadrangular, definido por cuatro nodos j1;j2;j3y j4.
v Elemento triangular, definido por tres nodos j1;j2 yj3.
Los ejes locales se denominan como 1, 2 y 3, y responden a un sistema de coordenadas

dextrégiro. Los dos primeros (1 y 2) se ubican en el plano del elemento, mientras que el tercero es
normal a dicho plano.



M Face 2

Face 8: Top (+3 faca)
Face §: Botbom (-3 facw)

n

« Figura 2: Elemento cuadrangular de 4 nodos

Aads 3 A

Axis 2

Faca 6: Top {+3 face)
Fats &: Bottomn [(—3 face)

- Figura 3: Elemento triangular de 3 nodos

Grados de libertad

El elemento shell siempre tiene en cuenta los seis grados de libertad de cada uno de los nodos a
los que esta conectado. Cuando se utiliza el comportamiento puro de membrana, se debe
asegurar que los grados de libertad correspondientes a la translacion normal al plano y las
rotaciones debidas a la flexion han sido restringidos. Por otro lado, cuando el elemento es usado
como placa deberan restringirse los grados de libertad correspondientes a la translacion en el
plano y a la rotacion alrededor de la normal al plano.



- Esfuerzos internos y tensiones

¢ Esfuerzos internos:

Los esfuerzos internos del elemento son las fuerzas y momentos que resultan de integrar las
tensiones a lo largo del espesor del elemento, y son:

» Fuerzas en el plano en direccion de los gjes:

th/2
F; =J+ Gy dy
1] g0 011 6%3

th/2
Fssy = r O~ dX
2= 029

" Fuerzas transversales:

=  Momentos flectores:

=  Momento torsor:

thh'2
Myp=-[ " 101 dr
12 |y P O12 943

= Fuerzas de corte:
thh2
Vig =]  Oa e
13 _thh'2 13 3
ithh/'2

O ¢dX
thz =~ 2“3

Vs =
En las expresiones anteriores, se deben tener en cuenta las siguientes consideraciones:

> X3 €s la coordenada correspondiente al espesor del elemento medida desde el plano
medio de este.

> Los esfuerzos internos son fuerzas y momentos por unidad de longitud en el plano.



¢ Tensiones:

se pueden obtener de la siguiente forma:

On=——- T
th  thb
Fas 12 AF 49
'._.l'_l-'\. = - = 3
th  thp’
iy 12My;
D12 = = — : K3
th  thb
J
O3 ===
thb
F 5
Om = 4
thb

En las expresiones de los esfuerzos internos y las tensiones anteriores b es el ancho del
elemento y th es el espesor del mismo.

F-MIN
Axik 2

Forces am per unit Ads 1

of in=plan= langth

Fosliive franyverss shear forces and
stressas acting on positive facos
point toward the viewar

- Figura 4: Tensiones y esfuerzos de membrana



Axip 2

Mornernts are par unit

ofin-plane langth Axis 1

3

H 12

- Figura 5: Momentos flectores y torsores de placa

Las tensiones y esfuerzos internos se evaluaran con una integracion en los puntos de Gauss del
elemento y luego se extrapolan a los nodos.

Consideraciones sobre el modelo

+ Materiales y secciones utilizadas

+ Material

Al realizar el modelo es necesario definir para los elementos adoptados, sus caracteristicas
mecanicas y geométricas. En el caso bajo analisis el material utilizado es acero inoxidable; el cual
cuenta con las siguientes propiedades:

| ACERO INOXIDABLE
Propiedad Simbolof] Unidad

7,79
77,9

193000
0,25

- Tabla 1: Propiedades

Los datos corresponden al ACERO INOXIDABLE AISI 316 CON ADICION DE MOLIBDENO, el
cual es utilizado en la industria vitivinicola. La adicion de molibdeno mejora la resistencia a la
corrosion en ciertos medios.



¢ Secciones

Se utilizaron cuatro tipos diferentes de secciones, para todas ellas se adopto el comportamiento
tipo shell, y fueron denominadas como: seccibn membrana, seccidon apoyo, seccién empinf,
seccion viga.

A cada seccion es necesario asignarle un espesor constante para el comportamiento como
membrana y otro para el comportamiento como placa con rigidez flexional. El primero es utilizado
por el programa para calcular la rigidez de membrana y el peso propio del elemento. El segundo
es empleado para calcular la rigidez flexional del elemento comportdndose como placa. De
acuerdo a estas consideraciones se definieron los cuatro distintos espesores y las cuatro
secciones.

Secciones
Espesores en mm

Designacion pe membrana De placa Comportamiento

Membrana 25 1 shell
Apoyo 3 3 shell
Empinf 3 3 Shell

Viga 3 3 Shell

. Tabla 2: Secciones

La seccion membrana es la que se adopto para todos los elementos del modelo excepto para los
apoyos, la viga ubicada en el cono inferior y el empalme entre el cilindro y el cono inferior. Se
dispusieron distintos espesores debido a que se pretende aproximarse de la mejor forma posible
al comportamiento de una estructura tipo membrana, las cuales solo presentan fuerzas en el
plano, sin estar sometidas a momentos y esfuerzos de corte. Al disminuir el espesor de placa
limitamos la capacidad del elemento de trabajar a flexion, haciéndose despreciables los esfuerzos
derivados de ella con respecto a los correspondientes a la membrana. De esta forma nos
acercamos mas al verdadero comportamiento del tanque, ante la imposibilidad de utilizar el
elemento bajo el comportamiento de membrana pura en estructuras tridimensionales que
presenta el programa utilizado.

A la seccién apoyo se le asigno un espesor mayor debido a que se estim6 que los apoyos
estarian sometidos a solicitaciones mayores. Se adoptan 3 mm porque para espesores menores
las tensiones son muy grandes al igual que las deformaciones.

La seccion empinf corresponde al empalme entre el cilindro y el cono inferior. Como nos
podemos imaginar, en este lugar las tensiones alcanzan valores considerablemente mas altos que
en otros lugares del tanque por lo que se optd por incrementar el espesor en dicha zona.

Por Ultimo, la seccién viga corresponde a la viga ubicada en el cono inferior, el espesor en este
caso es dato, y se utiliz6 un perfil C 30x100x3.

Malla

¢ Elementos utilizados

Como se indico en los parrafos anteriores, se utilizaron elementos tipo shell. Ademas,
practicamente en la totalidad del modelo, exceptuando las patas de apoyo, se opté por los
elementos cuadrilateros de cuatro nodos.



Para modelar las barras en las que terminan las patas de apoyo se emplearon elementos de
barra (frame).

¢ Discretizacion

» Cono inferior: la malla va aumentando su densidad desde el centro hacia fuera.
Comienza con doce elementos de una amplitud de 30° cada uno, y se densifica
progresivamente para terminar en el encuentro con el cilindro con elementos de
1° 52" 30" de amplitud (16 elementos cada 30°). También se realiz6 una mayor
discretizacién en la zona donde se encuentra la viga. Para esta se utilizaron dos
elementos en el alma y uno en el ala inferior.

Figura A

FiguraC

FiguraB

- Figura 6: Discretizacién del cono inferior
Figura A: vista inferior
Figura B: detalle del centro del como

Figura C: detalle del encuentro con el cilindro y
de laviga.
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- Figura 7: Vista del cono inferior

- Figura 8: Detalle de la viga



= Cilindro: en el cilindro encontramos una mayor densificacién en los encuentros con el
cono superior e inferior, donde se presentardn concentraciones de tensiones
importantes. En la parte central del mismo la malla sera menos densa por no
presentarse grandes gradientes de tensiones.

- Figura 9: Cilindro

«  Figura 11: Detalle del encuentro superior

+ Figura 10: Detalle del encuentro inferior

= Cono superior: presenta el mismo tipo de discretizacion que el cono inferior. En este
caso los elementos ubicados en el centro del cono son de cuatro nodos y presentan un
arco cuyo angulo es igual a 7° 30'. En el encuentro con el cilindro la malla se densifica
de forma que los elementos abarcan un angulo de 1° 52’ 30” ( cuatro cada 7° 30’).



- Figura 12: Cono superior vista lateral

- Figura 13: Cono superior vista superior

* Elementos de transicion: para realizar la transicion
necesaria para densificar la malla se opt6 utilizar elementos
cuadrangulares de cuatro nodos. Estos en comparacién con
los elementos de tres nodos, también utilizados para realizar
transiciones de densidad de mallas tienen un grado de
aproximacion mayor.

- Figura 14: Transicién realizada en el cilindro




« Figura 15: Transicion realizada en los conos

Cargas y estados de cargas

Las cargas aplicadas al modelo se reducen a las debidas a la accién del vino sobre el tanque y la
correspondiente al peso propio del mismo. Para la primera situacion se cargé el modelo con la
distribucién de presiones que genera un liquido actuando sobre una superficie. La misma
responde a una variacion dependiente de la altura. Ademés, a modo de simplificacién se adoptd
para el vino el peso especifico del agua por tener esta una distribucién de presiones bien
conocida.

Los estados de carga considerados fueron tres:
1. Peso propio
2. Accion del vino

3. Peso propio + Accién del vino

Condiciones de vinculo

En este punto es importante destacar que fueron analizados dos modelos: uno del tanque en su
totalidad y otro para el cono superior en particular. En cada uno de ellos se utilizaron condiciones
de vinculo diferentes.

Para el modelo del tanque completo los vinculos estan ubicados Unicamente en las patas de
apoyo (cuatro en total). Se impidieron a estos puntos los desplazamientos en el plano (u; y u;) y
en la direcciéon normal a este ( uz ) como también las rotaciones alrededor de los ejes situados en
elplano (ryyrs).

El modelo correspondiente al cono superior por separado se corrié con distintas condiciones de
vinculo, como por ejemplo: totalmente empotrado en su base o0 restringiéndole los
desplazamientos verticales en su parte inferior y los desplazamientos en el plano en su parte
superior.

- Figura 16: Cono superior
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Conclusiones

Resultados del andlisis y conclusiones

El primer paso que seria necesario dar para realizar la verificacion del tanque seria analizar la
deformacién del mismo, junto con los esfuerzos internos y las tensiones obtenidos.

- Deformaciones

Al observar la deformada obtenida por medio del programa podemos notar lo siguiente:

1)

En el cilindro se produce un descenso que toma practicamente en todos los puntos un valor
cercano a los siete decimos de milimetro. Ademas, se origina una deformacion a lo largo de la
linea perimetral del cilindro que tiende abrir el tanque. Este efecto aumenta desde la parte
superior hasta aproximadamente un cuarto de la altura donde comienza a decrecer. El
fendbmeno antes descrito se ve alterado en las franjas debajo de las cuales estan ubicadas las
patas de apoyo. En dicha zona la deformacion es en sentido contrario, produciéndose un
efecto similar al de pandeo.

En el cono inferior debemos analizar tres elementos por separado: la parte del cono que se
encuentra por encima de la viga, la que se localiza por debajo y la viga propiamente dicha. En
la primera es donde se producen las mayores deformaciones ( del orden de los 2 cm ). En la
segunda las deformaciones decrecen desde valores de alrededor de 1,7 cm en las
proximidades de la viga hasta cerca de 1 cm en el centro. Por su parte la viga sufre una
deformacion de flexion combinada con torsion alcanzando sus méximos cerca del centro de
la misma donde toma valores del orden de 1 cm.
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Figura 17: Deformada del cono inferior



3) Por su parte en el cono superior lo mas importante surge del andlisis realizado sobre el
modelo independiente de esta parte del tanque. En él notamos que aparecen deformaciones
por flexion en la membrana, siendo esto una contradiccion con la teoria de Belluzi.

- Figura 18: Deformada cono superior

Esfuerzos internos y tensiones

El primer andlisis que se realiz6 de las tensiones y esfuerzos internos fue lo que motivo el
modelado del cono superior en forma independiente. La distribucién sin una variacion definida en
los diagramas de tensiones y esfuerzos, principalmente en la direccién de los meridianos, no es
clara ni de facil interpretacion.

Se puede notar cierta tendencia en el reparto de las tensiones y los esfuerzos internos. En el
cilindro las fuerzas dirigidas segin los paralelos toman valores positivos que van aumentando
desde la parte superior hasta el encuentro con el cono inferior. En el cono superior las fuerzas
negativas y disminuyen con la altura, situacién contraria a lo que ocurre en el cono inferior donde
tenemos fuerzas positivas y disminucion a medida que descendemos. Para el caso de las fuerzas
orientadas segun los meridianos, encontramos que en las zonas ubicadas directamente por
encima de las patas de apoyo predomina la compresion, como en las partes entre ellas
prepondera la traccién; en ambos casos con valores maximos en la parte inferior del cilindro.

Al introducirnos en el andlisis del modelo correspondiente al cono superior, vemos que en este
caso que tanto la variacién de las tensiones como de las fuerzas responde de forma mas
aproximada a la teoria de Belluzi. Para ambas los valores son negativos y con una variacion
aproximadamente lineal hasta el punto donde se produce la flexion de la membrana. En ese lugar
en los valores de las tensiones y las fuerzas se provoca un salto considerable; y la distorsion se
intensifica mas en las proximidades de los apoyos.

Para graficar la variacion de las fuerzas S;y S, se obtuvieron los valores de estas en los nodos de
los elementos y luego se promediaron los valores correspondientes a los nodos comunes a dos
elementos.



Esfuerzos S;
41
4
39
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©38
2
<
37
36
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- Figura 19: Gréfica con la variacion de los esfuerzos S; obtenido para el modelo
del tanque y el del cono

LIRSS

- Figura 20: Diagrama de fuerzas S; correspondiente al modelo del cono
superior



Esfuerzos S,
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- Figura 21: Gréfica con la variacion de los esfuerzos S, obtenido para el modelo
del tanque y el del cono

- Figura 22: Diagrama de fuerzas S, correspondiente al modelo del cono
superior



Conclusion

A pesar de lo expuesto en los parrafos anteriores, donde se hizo notar que la variacion de
tensiones en gran parte del tanque no esta bien definida, podemos observar que hay puntos o
zonas donde las tensiones alcanzan valores por encima de los que podrian considerarse
admisibles. Estos puntos los encontramos en la seccion del cono inferior entre el cilindro y la viga,
en la viga misma en su parte central principalmente, en la union del tanque con las patas de apoyo
y en las patas de apoyo. Podemos ver que en todos los casos son partes donde la geometria es
complicada, uniones o donde se producen cambios de pendientes. Lo que seria recomendable
hacer con respecto a este problema es proporcionar en estos lugares algun tipo de refuerzo como
podria ser aumentar el espesor de la membrana.

Para terminar es necesario decir que no estaria de mas comparar los resultados obtenidos con el
SAP2000 con algun otro método de calculo, como podria ser la teoria de Belluzi o algin otro
programa de céalculo. Ademas, se notd que en la versiéon de dicho programa utilizada para esta
practica, SAP2000 Non Linear Version 7.21, la interfase grafica no resulta clara en muchas
situaciones al mostrar los diagramas de tensiones y esfuerzos internos de los elementos shell con
sus correspondientes valores. Este problema no se presenté al analizar los valores que nos
muestra la planilla de output.
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Seccion

2.2.4

Variacion de las tensiones

« Variacion en el cono superior

Para el cono superior se realizaron dos modelos de los cuales se obtuvieron los siguientes
esfuerzos; para el modelo del tanque completo se analizo la variacion en la zona ubicada sobre el
apoyo Y la que se encuentra en los mismos.

Esfuerzos S;

4,07 J
4,02 J
3,97 4
3,92 1
— 3,87 1
3,82 4

3,77 1

Altura[ m

3,72 1
3,67 4

3,62 4

3,57 o

3,52 T T T T T T T T T t T T T
-3,00 -2,70 -2,40 -2,10 -1,80 -1,50 -1,20 -0,90 -0,60 -0,30 0,00 0,30 0,60 0,90 1,20

Si[kN/m |

——S1 cono ——S1tanque sobre apoyos S1tanque entre apoyos

- Figura 23: Esfuerzos S: en el cono superior
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- Figura 24: Esfuerzos S; en el cono superior




« Variacion en el cilindro

En este caso también sélo hay un modelo para el cual se analiz6 la variacion en la zona ubicada
sobre el apoyo y la que se encuentra entre los mismos.

Esfuerzos Slen el cilindro

3,75
35
3,25

2,75

25

2,25

1,75

Altura[ m ]

15
1,25

0,75
0,5
0,25

0 v v v v v v v v v

-260 -220 -180 -140 -100 -60 -20 20 60 100
Efuerzos [ KN/m ]

Sobre apoyos Entre apoyos I

- Figura 25: Esfuerzos Sz en el cilindro



Altura[ m ]

3,75
3,5
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Esfuerzos S2 en el cilindro
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- Figura 26: Esfuerzos S, en el cilindro




. Variacion en el cono inferior

En el cilindro inferior se opt6 por graficar dos series de valores por cada esfuerzo, al igual que en
el caso anterior. Lo importante es hacer notar que a 86 cm por debajo del empalme entre el
cilindro y el cono inferior se encuentra la viga circular que rodea el cono inferior.

Esfuerzos S; en el cono inferior

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250
0,000 $ $

-0,050

-0,100 g

-0,150

-0,200

-0,250

Altura[ m ]

-0,300

-0,350

-0,400

-0,450

-0,500
Esfuerzos [ KN/m ]

——Sobre apoyos Entre apoyos I

- Figura 27: Esfuerzos S: en el cono inferior



Altura[ m ]

-0,050

-0,100

-0,150

-0,200

-0,250

-0,300

-0,350

-0,400

-0,450

-0,500

-1200
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600
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- Figura 28: Esfuerzos S1 en el cono superior
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Estructuras laminares

2.3.1 Introduccioén.

Los problemas que implican los sélidos tridimensionales de
Simetria Axil(o sélidos de revolucién) sometidos a carga axial
simétrica se reducen a problemas bidimensionales, debido a la total
simetria respecto al eje “z” todas las deformaciones y esfuerzos son
independientes del angulo de rotacion 6. El problema tiene que
verse como un problema bidimensional en rz, definido sobre el area
revolvente.

Formulacién de Simetria Axil

Se recomienda consultar Apuntes del Ing. Daniel Lopez
(2002)- Formulacion de Elementos Finitos- Céatedra: Estructuras
Laminares -U.N.C.

2.3.2 Modelado por Elemento Finito. ;

A continuacidn realizaremos la aplicaciéon en un Tanque de Acero Inoxidable, donde la
region bidimensional definida por la envolvente se divide en elementos plano isoparametrico de 4
nodos. El tanque tiene las siguientes Geometria y dimensiones:

| ‘ =
. [}
i. H=4476 mm.

ii. D=1550 mm.
ifli. hl=525 mm.
iv. h2=3522 mm. T - o
v. h3=429 mm.

Vi. Espesor 2 mm.

ACERO INOXIDABLE /% S_—
Propiedad Simbolo] Unidad |  Valor N =

!

1
Densidad ] [ kig!m T,
Peso especifico 1 [ kM/m’ 7
Médulo de elasticidad 1] [ MPa ]l 193000 Fig. N°1-Esquema del Tanque.

Madulz de Poisson B [adim. J] 0.25




Definidas la Geometria, y el material con que se materializo el mismo, se procede a la
Modelacion con elementos de 4 nodos(cuadrilatero), utilizando el software Sap2000, para los
estados de carga de Peso Propio y la Presion Hidrostatica del Agua.

Con respecto al elemento usado haremos los siguientes comentarios:

Este software nos da la facilidad de poder trabajar con elementos triangulares,
cuadrilateros de 4 nodos y cuadrilateros de 9 nodos. Recomienda la utilizacion del ultimo elemento
citado, y para poder definir la estructura correctamente, especifica segun el plano en que estemos
trabajando, la direccién radial, el eje de simetria y la direccién circunferencial, por ejemplo si
nosotros hemos definido nuestro elementos en el plano x-y, la direccién radial sera la paralela al
eje global x, el eje de simetria seré el paralelo al eje y, y por ultimo la direccion circunferencial lo
sera con respecto al eje global z.

También indica que los elementos deben ser definidos en el eje positivo, cuando este
corresponde al eje radial.

Con respecto a la definicion de los elementos, los mismos deberan respetar un orden
preestablecido, ya sean elementos de 3, 4 0 9 nodos, con respecto a los ejes globales del sistema.

En cuanto a los Tensiones (stresses) S11, S22, S33, S12, S13, y S23 se corresponde con
0,1.05,, Oa3, 055, 013 Y Oy respectivamente, en el sistema de coordenadas local del elemento.

Como anteriormente se ha comentado los modelos de elementos Asolid son
representativos de la estructura axi-simetrica, cuyas tensiones y deformaciones no varian en la
direccion circunferencial, por lo que las tensiones de corte (05, , 0,5 ) Y Sus correspondientes

deformaciones (y,, , Y13, SOn iguales a cero.

2.3.3 Aplicacién al Tanque Metalico.

La modelacion se realizo con un total de 23 elementos de 4 nodos, densificando la malla
en la seccién de mayor gradiente tensional, como por ejemplo los encuentro de los conos superior
e inferior con el cilindro.

-
L

Fig. N°2-Esquema de Modelado del Tanque.



Del analisis de los resultados (nodales), se establecieron los valores y variacion de los
mismos a lo largo del perimetro (espesor medio) del tanque, para los estados de acciones
combinados de Peso Propio y Carga Hidrostatica.

En nuestro caso, y como indica la figura, la modelacion se realizo en el plano y-z, con lo que para
nuestro fin nos interesa obtener los valores de las tensiones S3 y S2, es decir en la direccién
circunferencial y en la direccion del eje de simetria.

2.3.4 Condiciones de Borde o de Frontera.

Las condiciones de borde del Tanque se materializa *
mediante 4 apoyos, que difieren en 90° cada uno, en la planta >
circular del Tanque. Dichas “Patas” son de seccién variable en
toda su longitud, partiendo de la unién con en cono inferior con
una seccion cajon hasta una seccién circular en su otro
extremo de apoyo.

También se observa que el cono inferior posee un refuerzo
materializado con un perfil “C” en todo su perimetro.

En nuestro caso la imposicion de las condiciones de
borde a nuestro modelo, difieren notablemente de las
condiciones reales, ya que se ha adoptado que por el
refuerzo del perfil “C” se transmita las reacciones mediante un
apoyo de segunda especie.

Esto quiere decir que dicha condicidn se repetira en toda la
circunferencia del tanque, lo que nos da una aproximacion del
gradiente de tensiones generados en las secciones proximas Z

a los apoyos reales.

FiN

Fig. N°3-Distribucion de la Presion
Hidrostatica.

En la fig.N°3 se puede apreciar el Modelo de elementos de Simetria Axil, realizado en Sap2000,

con sus correspondientes gradientes de presion Hidrostatica en toda la altura del cilindro y el cono
inferior.

2.3.5 Variacioén de las Tensiones en la Seccién Media del Tanque.

A continuacién se presentan 3 Graficos en el que se aprecian la variacion de las tensiones S3 'y
S2, con respecto al perimetro del tanque(seccion media), para el estado de Peso Propio + Presion
Hidrostatica, con la condicién de borde descripta anteriormente.
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Grafico N°3

En los Gréafico N°1 y N°3, se realizaron tomando la longitud rectificada de las transiciones
del cono superior y el inferior con respecto al cilindro.



Para la determinacidn de las tensiones en los puntos de la seccién media, tenemos dos
posibilidades, una es definir el problema estudiado con elementos de mas de 4 nodos, de tal forma
que los nodos de la altura media del elemento coincidan con los puntos de la seccion media del
cilindro, esto se puede lograr utilizando la opcién de un elementos de 9 nodos.

La segunda posibilidad es la de utilizar elementos de 4 nodos, en la que para poder
determinar las tensiones en la secciéon media se debe aplicar técnicas de alisado, ya que en este
caso se hizo coincidir el espesor del tanque con la altura del elemento, por lo que obtenemos como
datos las tensiones en los nodos de los elementos.

Una técnica de alisado mas grosera, y que fue la adoptada, fue promediar los valores de
las tensiones de los nodos de un mismo elemento, y realizar una segunda operacion promediando
los mismos con los valores obtenidos del elemento contiguo.

En el Grafico N°2 se puede apreciar la variacion de las tensiones circunferenciales y
paralelas al eje de simetria en toda la altura del cilindro.

2.3.5 Resultados del Analisis.

Cono Superior: observando el Grafico N°1, se puede apreciar que el gradiente de
tension S22 se desarrolla en el campo de las tensiones de compresion, caracterizado por un “pico”
de tensién en la zona de transicion. Por lo contrario la tensién S33, sufre un cambio de signo en el
desarrollo de la longitud del cono superior, verificAndose de la misma forma que para la S22 un
“pico de tensién en la zona de transicion. Recordemos que estos graficos se confeccionaron para
el estado de Peso Propio + Carga Hidrostatica del agua, aunque en este caso la accion presente
sea solamente la del peso propio.

Cilindro: del Grafico N°2 se observa que la tension S22 se desarrolla bajo el mismo
signo en toda la altura del cilindro, es decir bajo esfuerzo de compresioén, teniendo un fuerte
gradiente tensional en las proximidades de la transicién con el cono inferior, alcanzando la tension
de 416 kg/cm2 aproximadamente. Con respecto a la tension S33 se desarrolla bajo esfuerzos de
traccion llegando a valores de 235 kg/cm2 en las cercanas de la transicién con el cono inferior.

Cono Inferior: del Grafico N°3 se observan elevados gradientes tensionales de S22 y
S33 correspondientes a la longitud de la seccion media comprendida entre la transicién y el apoyo.
Estos tensiones se desarrollan en forma mas gradual después del apoyo llegando a valores que
superan 2300 kg/cm? para S33 y 600 kg/cm? para S22.

2.3.6 COMPARACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS DE LAS
DISTINTAS APLICACIONES.

A continuacion se presenta un cuadro comparativo con los valores obtenidos para el
problema propuesto utilizando tres alternativas diferentes para su resolucion; Teoria de Belluzi,
Método de los Elementos Finitos Elemento Plano, y Método de los Elementos Finitos Elemento de
Simetria Axial.



CUADRO COMPARATIVO DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS DE LAS DISTINTAS APLICACIONES

Esfuerzo S; [KN/m]

Teoria Elemento Shell
Ubicacion del punto Tanque sobre| Tanque entre Elemento Asolid
Cono
analitica apoyos apoyos
Extremo superior 0 -0.18 -0.52 0.42 -0.2
Limite tronco de cono superior - zona de empalme -0.5 -0.44 -0.39 0.01 -0.3
Mitad zona de empalme superior -0.2 1.00 -0.80 -0.07 -1.2
Limite zona de empalme superior - cilindro -0.2 -2.57 -2.0686 -1.2
Mitad cilindro -0.5 -44.535 -27.415 -1.1
Limite cilindro - zona de empalme inferior -0.8 -88.61 -16.665 -5.2
Mitad zona de empalme inferior -1.7 34.635 10.270 -104.0
Limite zona de empalme inferior - tronco de cono inferior -21.2 15.245 6.980 155.3
Zona de apoyo 37.3 69.875 -170.810 348.8
Extremo inferior 39.4 53.14 -57.410 151.4

Esfuerzo S, [KN/m]
Teoria Elemento Shell
Ubicacién del punto Tanque sobre| Tanque entre Elemento Asolid
Cono
analitica apoyos apoyos
Extremo superior 0 -0.03 0.68 -0.97 -0.9
Limite tronco de cono superior - zona de empalme 7.0 12.79 14.91 2.32 0.5
Mitad zona de empalme superior 2.0 22.02 12.43 2.75 0.3
Limite zona de empalme superior - cilindro 1.8 8.445 2.01 1.1
Mitad cilindro 23.2 10.395 9.59 15.8
Limite cilindro - zona de empalme inferior 50.4 -251.415 -97.035 48.0
Mitad zona de empalme inferior 74.4 -370.440 10.750 104.6
Limite zona de empalme inferior - tronco de cono inferior 669.3 -425.635 22.350 36.8
Zona de apoyo 200.6 67.62 -1055.855 248.8
Extremo inferior 7.9 1.93 9.390 577.3
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Presentacion

3.1.1. Introduccion

El presente trabajo tiene por objeto presentar los resultados obtenidos del analisis numérico
(Método de los Elementos Finitos), asi como también una breve explicacion sobre el
procedimiento desarrollado y la forma de utilizar la herramienta de calculo empleada.

En este estudio utilizando el Programa de Célculo SAP 2000 Nom LinearVersion 7.12. Los
detalles sobre la modelacion se explicaran méas adelante.

3.1.2. Geometria

A continuacion vemos un esquema general de la estructura. Nuestro andlisis se limitara sélo a uno
de los tanques en forma individual. Un esquema mas detallado del tanque se puede observar en
la figura siguiente.

Figura 3.1.1. Esquema General de la Estructura



Descripcion: El tanque tiene una altura de 10,60m. A los 8,00m existe una losa que separa el
tanque de agua superior del de vino inferior. Ambas partes del tanque tienen un diametro interior
de 2,00m y un espesor del tubo de 30cm. Las losas tienen un espesor de 15cm.

esp 0.15m

Tubo esp 0.30m

e
V.oV

Losa esp 0.15m

Diamefro

Medio &.30

Figura 3.1.2. Esquema del Tanque de Hormigén Armado

3.1.3. Cargas

Las cargas que actian sobre el tanque son las siguientes: Peso propio, peso de la cubierta
metalica, peso del agua del tanque superior, peso de la azotea inaccesible y peso del vino del
tanque inferior. Ademas también se realiz6 una combinacién de todas las cargas. Estas cargas
se aplicaran al modelo de acuerdo a la discretizacion realizada y se muestran en el siguiente
cuadro.

Carga de agua
Esta carga se aplicara en los elementos Shell y corresponde a la presién hidréstatica del
agua sobre las paredes y al peso de la misma sobre la losa del tanque superior.

z h y.h Presion Elemento
[m] [m] [kg.m] [kg/m?]
10,60 0,00 0
10,40 0,20 200 100 1
10,00 0,60 600 400 2
9,60 1,00 1000 800 3
9,20 1,40 1400 1200 4
8,80 1,80 1800 1600 5
8,60 2,00 2000 1900 6
8,40 2,20 2200 2100 7
8,27 2,33 2330 2265 8
8,13 2,47 2470 2400 9
8,00 2,60 2600 2535 10




Carga de vino
Esta carga se aplicaran en los elementos Shell y corresponde a la presion hidréstatica del
vino sobre las paredes y al peso de la misma sobre la losa del tanque inferior.

z h g.h Presiéon Elemento

[m] [m] [kg.m] [kg/m’]

8,00 0,00 0

7,87 0,13 130 65 1
7,73 0,27 270 200 2
7,60 0,40 400 335 3
7,40 0,60 600 500 4
7,20 0,80 800 700 5
6,80 1,20 1200 1000 6
6,40 1,60 1600 1400 7
6,00 2,00 2000 1800 8
5,60 2,40 2400 2200 9
5,20 2,80 2800 2600 10
4,80 3,20 3200 3000 11
4,40 3,60 3600 3400 12
4,00 4,00 4000 3800 13
3,60 4,40 4400 4200 14
3,20 4,80 4800 4600 15
2,80 5,20 5200 5000 16
2,40 5,60 5600 5400 17
2,00 6,00 6000 5800 18
1,60 6,40 6400 6200 19
1,20 6,80 6800 6600 20
0,80 7,20 7200 7000 21
0,60 7,40 7400 7300 22
0,40 7,60 7600 7500 23
0,27 7,73 7730 7665 24
0,13 7,87 7870 7800 25
0,00 8,00 8000 7935 26

Carga de Techo

Se aplicara en los nodos superiores, y se obtuvo dividiendo la carga por
tanque por el nimero de nodos.

Carga total = 60000 kg
Carga/tanque = 15000 kg
Carga/tanque.nodo = 417 kg

Carga de la azotea inaccesible
Se aplicara en los nodos a la altura de los 5,40m, y se obtuvo dividiendo la carga por
tanque por el nimero de nodos.

Cargatotal = 1360000 kg
Carga/tanque = 340000 kg
Carga/tanque.nodo = 9444 kg



3.1.4. Vinculacion

La fundacion a utilizar podria llegar a ser del tipo que se muestra a continuacion:

Tanque de H°

Fundacion

Figura 3.1.3. Esquema de Fundacién

Debido a esto es que se adoptd en el modelo empotrar todos los nodos inferiores.



3.1.5. Modelo

A continuacion puede verse un esquema del modelo utilizado. En el mismo se puede observar
como las zonas de unién entre las losas y el tubo se discretizaron con elementos mas chicos,
debido a la concentracién de tensiones que ahi se pruduce.

Figura 3.1.4. Discretizacion del Cilindro

En el esquema siguiente se observa la discretizacion hecha en las losas, donde se aplica el
mismo criterio de discretizacién que en el tubo.

Figura 3.1.5. Discretizacion de las Losas



3.1.6. Resultados

Los resultados del analisis hecho pueden verse a continuacion. Primero veremos la deformada
obtenida para la combinacién donde actlian todas las cargas a la vez.

Figura 3.1.6. Deformada del Tanque para la combinacion en que actdan todas las cargas

En la siguiente Figura podemos ver la orientacién de los ejes locales que utiliza el Programa
SAP 2000, donde el eje rojo corresponde al 1-1, el blanco al 2-2 y el celeste al 3-3.

Figura 3.1.7. Ejes locales



La variacion de tensiones a lo largo del cilindro y las losas pueden verse a continuacién: Primero
la variacion de las tensiones en sentido tangencial y luego en sentido vertical (paralelo al eje z).

Figura 3.1.8. Tensiones S11 para el estado en que actlan todas las cargas

Figura3.1.9. Tensiones S22 para el estado en que actlan todas las cargas



A continuacién veremos las variaciones de los momentos M11 y M22 a lo largo de un plano
vertical. De acuerdo con la direccién de los ejes de la Figura 3.1.7. El M11 corresponde al
momento a lo largo de eje 1-1y el M22 a lo largo del 2-2.

Momentos [kgm/m]

Estado de Carga

LOSA Peso Propio
Elemento Nodo M11 M22
0,00 76 -145,61 -145,61
0,43 38 74 -128,61 -133,79
0,86 37 72 -84,34 -107,62
1,29 36 70 -13,96 -66,72
1,51 4638 4326 29,03 -41,39
1,72 4639 68 80,71 -11,78
1,86 4710 4362 118,51 10,07
2,01 4711 4364 159,75 33,73
2,15 4712 43 204,03 59,15
TUBO
Elemento Nodo M11 MZ22
10,60 57 0,00 0,00
10,40 28 55 0,16 0,55
10,00 27 53 1,27 4,24
9,60 26 51 2,89 9,63
9,20 25 49 3,29 10,97
8,80 24 47 -0,89 -2,97
8,60 4139 3969 -6,12 -20,41
8,40 4138 45 -14,27 -47,57
8,26 3923 3827 -21,48 -71,60
8,13 3922 3825 -30,07 -100,23
8,00 3921 43 -39,80 -132,68
8,00 3920 43 21,35 71,17
7,87 3920 3823 18,73 62,42
7,73 3919 3821 15,63 52,08
7,60 3918 41 12,45 41,49
7,40 4137 3967 8,07 26,89
7,20 4136 39 4,55 15,17
6,80 19 37 0,27 0,91
6,40 18 35 -1,09 -3,64
6,00 17 33 -1,00 -3,34
5,60 16 31 -0,52 -1,74
5,20 15 29 -0,13 -0,44
4,80 14 27 0,06 0,21
4,40 13 23 0,09 0,30
4,00 11 21 -0,02 -0,08
3,60 10 19 -0,27 -0,89
3,20 9 17 -0,59 -1,97
2,80 8 15 -0,74 -2,47
2,40 7 13 -0,11 -0,36
2,00 6 11 2,25 7,51
1,60 5 9 6,97 23,24
1,20 4 7 12,67 42,23
0,80 3 5 13,11 43,71
0,60 4135 3965 7,54 25,12
0,40 4134 2 -5,03 -16,76
0,26 3812 3751 -18,59 -61,98
0,13 3811 3749 -37,22 -124,06
0,00 3810 1 -61,48 -204,94




Diagramas de variaciones de momentos.
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Tensiones [kg/cm?.m]

w 3750 cm’®/m
Estado de Carga
LOSA Peso Propio

Elemento Nodo T11 T22
0,00 76 3,88 3,88
0,43 38 74 3,43 3,57
0,86 37 72 2,25 2,87
1,29 36 70 0,37 1,78
1,51 4638 4326 0,77 1,10
1,72 4639 68 2,15 0,31
1,86 4710 4362 3,16 0,27
2,01 4711 4364 4,26 0,90
2,15 4712 43 5,44 1,58

TUBO W 15000 cm®m

Elemento Nodo T11 T22
10,60 57 0,00 0,00
10,40 28 55 0,00 0,00
10,00 27 53 0,01 0,03
9,60 26 51 0,02 0,06
9,20 25 49 0,02 0,07
8,80 24 47 0,01 0,02
8,60 4139 3969 0,04 0,14
8,40 4138 45 0,10 0,32
8,26 3923 3827 0,14 0,48
8,13 3922 3825 0,20 0,67
8,00 3921 43 0,27 0,88
8,00 3920 43 0,14 0,47
7,87 3920 3823 0,12 0,42
7,73 3919 3821 0,10 0,35
7,60 3918 41 0,08 0,28
7,40 4137 3967 0,05 0,18
7,20 4136 39 0,03 0,10
6,80 19 37 0,00 0,01
6,40 18 35 0,01 0,02
6,00 17 33 0,01 0,02
5,60 16 31 0,00 0,01
5,20 15 29 0,00 0,00
4,80 14 27 0,00 0,00
4,40 13 23 0,00 0,00
4,00 11 21 0,00 0,00
3,60 10 19 0,00 0,01
3,20 9 17 0,00 0,01
2,80 8 15 0,00 0,02
2,40 7 13 0,00 0,00
2,00 6 11 0,02 0,05
1,60 5 9 0,05 0,15
1,20 4 7 0,08 0,28
0,80 3 5 0,09 0,29
0,60 4135 3965 0,05 0,17
0,40 4134 2 0,03 0,11
0,26 3812 3751 0,12 0,41
0,13 3811 3749 0,25 0,83
0,00 3810 1 0,41 1,37




Momentos [kgm/m]

Estado de Carga

LOSA COMB1

Elemento Nodo M11 M22
0,00 76 -1190,46 -1190,46
0,43 38 74 -1026,93 -1090,72
0,86 37 72 -686,68 -878,07
1,29 36 70 -108,02 -541,83
1,51 4638 4326 245,43 -333,54
1,72 4639 68 670,42 -90,05
1,86 4710 4362 981,42 89,59
2,01 4711 4364 1320,31 284,09
2,15 4712 43 1658,36 484,65

TUBO

Elemento Nodo M11 Y
10,60 57 0,01 -0,03
10,40 28 55 1,22 4,07
10,00 27 53 10,03 33,45
9,60 26 51 25,23 84,08
9,20 25 49 34,67 115,56
8,80 24 47 10,72 35,73
8,60 4139 3969 -26,60 -88,68
8,40 4138 45 -89,63 -298,75
8,26 3923 3827 -148,40 -494,66
8,13 3922 3825 -221,49 -738,32
8,00 3921 43 -308,25 -1027,49
8,00 3920 43 188,87 629,58
7,87 3920 3823 149,10 497,00
7,73 3919 3821 112,20 374,01
7,60 3918 41 79,90 266,33
7,40 4137 3967 41,29 137,63
7,20 4136 39 14,21 47,36
6,80 19 37 -15,47 -51,55
6,40 18 35 -28,28 -94,27
6,00 17 33 -37,08 -123,62
5,60 16 31 -36,81 -122,70
5,20 15 29 0,33 1,09
4,80 14 27 35,45 118,16
4,40 13 23 30,06 100,20
4,00 11 21 14,34 47,79
3,60 10 19 0,86 2,85
3,20 9 17 7,78 -25,95
2,80 8 15 -10,57 -35,24
2,40 7 13 -2,56 -8,54
2,00 6 11 25,90 86,32
1,60 5 9 81,71 272,36
1,20 4 7 148,57 495,21
0,80 3 5 153,43 511,41
0,60 4135 3965 87,70 292,34
0,40 4134 2 -60,03 -200,11
0,26 3812 3751 -219,37 731,22
0,13 3811 3749 -437,99 -1459,96
0,00 3810 1 -722,69 -2408,98
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Tensiones [kg/cm?.m]

W = 3750 cm’®/m
Estado de Carga
LOSA COMB1

Elemento Nodo T11 T22
0,00 76 31,75 31,75
0,43 38 74 27,38 29,09
0,86 37 72 18,31 23,42
1,29 36 70 2,88 14,45
1,51 4638 4326 6,54 8,89
1,72 4639 68 17,88 2,40
1,86 4710 4362 26,17 2,39
2,01 4711 4364 35,21 7,58
2,15 4712 43 44,22 12,92

TUBO W = 15000 cm®/m

Elemento Nodo T11 T22
10,60 57 0,00 0,00
10,40 28 55 0,01 0,03
10,00 27 53 0,07 0,22
9,60 26 51 0,17 0,56
9,20 25 49 0,23 0,77
8,80 24 47 0,07 0,24
8,60 4139 3969 0,18 0,59
8,40 4138 45 0,60 1,99
8,26 3923 3827 0,99 3,30
8,13 3922 3825 1,48 4,92
8,00 3921 43 2,06 6,85
8,00 3920 43 1,26 4,20
7,87 3920 3823 0,99 3,31
7,73 3919 3821 0,75 2,49
7,60 3918 41 0,53 1,78
7,40 4137 3967 0,28 0,92
7,20 4136 39 0,09 0,32
6,80 19 37 0,10 0,34
6,40 18 35 0,19 0,63
6,00 17 33 0,25 0,82
5,60 16 31 0,25 0,82
5,20 15 29 0,00 0,01
4,80 14 27 0,24 0,79
4,40 13 23 0,20 0,67
4,00 11 21 0,10 0,32
3,60 10 19 0,01 0,02
3,20 9 17 0,05 0,17
2,80 8 15 0,07 0,23
2,40 7 13 0,02 0,06
2,00 6 11 0,17 0,58
1,60 5 9 0,54 1,82
1,20 4 7 0,99 3,30
0,80 3 5 1,02 3,41
0,60 4135 3965 0,58 1,95
0,40 4134 2 0,40 1,33
0,26 3812 3751 1,46 4,87
0,13 3811 3749 2,92 9,73
0,00 3810 1 4,82 16,06




3.1.7. Comparacion

El mismo andlisis hecho anteriormente para el tanque de las caracteristicas descriptas, se hizo
para un tanque de similares caracteristicas pero aumentado el didmetro del mismo hasta 8m.

Las variaciones de momentos y tensiones son similares al tanque anterior por lo que solo
veremos la comparacién del momento M11 en la losa y M22 en el cilindro con sus valores
respectivos, para la combinacion de todas las cargas.

Momentos [kgm/m]
Estado de Carga

LOSA COMB1
R Elemento Nodo M11 M22
0,00 190 -4092,99 -4092,99
1,20 108 188 -3004,68 -3335,91
1,60 107 186 -2386,61 -2993,86
2,00 106 184 -1491,66 -2492,69
2,40 105 182 -407,27 -1875,70
2,80 104 178 869,22 -1144,82
3,20 103 181 2339,08 -300,86
3,40 112 198 3129,96 159,90
3,60 113 191 3985,51 650,69
3,73 109 194 4579,68 993,07
3,87 110 196 5198,58 1348,34
4,00 111 125 5839,08 1716,16
TUBO
Elemento Nodo M11 M22
10,60 151 0,01 0,04
10,40 86 149 5,37 17,90
10,00 85 135 32,73 109,11
9,60 74 133 48,01 160,05
9,20 73 131 1,77 5,91
8,80 72 129 -159,74 -532,48
8,60 84 147 -299,24 -997,45
8,40 83 127 -484,22 -1614,07
8,26 80 143 -633,00 -2110,01
8,13 79 141 -800,76 -2669,20
8,00 78 125 -984,59 -3281,96
8,00 77 125 767,87 2559,56
7,87 77 139 648,20 2160,67
7,73 76 137 533,10 1777,00
7,60 75 123 426,33 1421,10
7,40 82 145 285,93 953,09
7,20 81 121 171,99 573,29
6,80 67 119 19,11 63,71
6,40 66 117 -52,97 -176,56
6,00 65 115 -72,90 -243,01
5,60 64 113 -62,68 -208,93
5,20 63 111 -32,02 -106,74
4,80 62 109 -4,10 -13,66
4,40 61 107 4,36 14,53
4,00 60 105 3,04 10,12
3,60 59 103 1,44 4,78
3,20 58 101 8,51 28,36
2,80 57 99 32,38 107,94
2,40 56 97 78,45 261,51
2,00 55 89 144,40 481,35
1,60 49 87 211,37 704,58
1,20 48 85 232,35 774,50
0,80 47 83 122,17 407,24
0,60 51 91 -18,42 -61,41
0,40 50 80 -240,10 -800,33
0,26 54 95 -441,37 -1471,23
0,13 53 93 -690,91 -2303,02
0,00 52 79 -992,12 -3307,05
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Tensiones [kg/cm®.m]

W = 3750 cm’/m
Estado de Carga
LOSA COMB1

Elemento Nodo T11 T22
0,00 76 109,15 109,15
0,43 38 74 80,12 88,96
0,86 37 72 63,64 79,84
1,29 36 70 39,78 66,47
1,51 4638 4326 10,86 50,02
1,72 4639 68 23,18 30,53
1,86 4710 4362 62,38 8,02
2,01 4711 4364 83,47 4,26
2,15 4712 43 106,28 17,35

TUBO W = 15000 cm®/m

Elemento Nodo T11 T22
10,60 57 0,00 0,00
10,40 28 55 0,04 0,12
10,00 27 53 0,22 0,73
9,60 26 51 0,32 1,07
9,20 25 49 0,01 0,04
8,80 24 47 1,06 3,55
8,60 4139 3969 1,99 6,65
8,40 4138 45 3,23 10,76
8,26 3923 3827 4,22 14,07
8,13 3922 3825 5,34 17,79
8,00 3921 43 6,56 21,88
8,00 3920 43 5,12 17,06
7,87 3920 3823 4,32 14,40
7,73 3919 3821 3,55 11,85
7,60 3918 41 2,84 9,47
7,40 4137 3967 1,91 6,35
7,20 4136 39 1,15 3,82
6,80 19 37 0,13 0,42
6,40 18 35 0,35 1,18
6,00 17 33 0,49 1,62
5,60 16 31 0,42 1,39
5,20 15 29 0,21 0,71
4,80 14 27 0,03 0,09
4,40 13 23 0,03 0,10
4,00 11 21 0,02 0,07
3,60 10 19 0,01 0,03
3,20 9 17 0,06 0,19
2,80 8 15 0,22 0,72
2,40 7 13 0,52 1,74
2,00 6 11 0,96 3,21
1,60 5 9 1,41 4,70
1,20 4 7 1,55 5,16
0,80 3 5 0,81 2,71
0,60 4135 3965 0,12 0,41
0,40 4134 2 1,60 5,34
0,26 3812 3751 2,94 9,81
0,13 3811 3749 4,61 15,35
0,00 3810 1 6,61 22,05




En el gréfico siguiente podemos ver los momentos M11 en la losa y M22 en el cilindro para el
tanque de 4m de diametro y el de 8m de diametro.
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3.1.8. Conclusiones

Como conclusién podemos decir que el Unico problema gque obtuvimos con el modelo fue la salida
de datos del Programa utilizado (SAP 2000 Nom LinearVersion 7.12). Este inconveniente fue
encontrado cuando se traté de verificar el equilibrio en los nodos de unién entre la losa superior y
el cilindro. El problema era que no coincidian los resultados graficos con los numéricos. Es decir
que el equilibrio no se verificaba si los valores en los nodos se obtenian de la salida grafica, en
cambio no pasaba lo mismo cuando se verificaba en el equilibrio con la salida numérica, ya que
en este caso no se encontraba ningun problema.

Como podemos observar en los diagramas obtenidos los puntos mas importantes a la hora del
dimensionado son la unién entre la losa superior y el cilindro ya que en estos puntos se producen
las mayores concentraciones de tensiones. Lo mismo pasa en la unién entre la losa inferior y el
cilindro pero en menor medida.

En la comparacién hecha con los tanques de 4m y 8m de didmetro podemos observar que los
momentos en la union entre la losa superior y el cilindro aumentan considerablemente, como asi
también la concentracion de tensiones. Lo mismo sucede en la unién entre la losa inferior y el
cilindro pero el aumento del momento es mucho menor. Este se debe a que la luz de la losa
superior aumenta al doble y por consiguiente esto produce en gran aumento en los momentos. En
cambio en losa inferior si bien esta luz aumenta en la misma medida al encontrarse todos sus
nodos empotrados no produce gran influencia en el momento.
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Elementos Asolid

3.2.1 Introduccion

Este trabajo tiene por objeto basarnos en los mismos criterios que para el tanque metdlico
anteriormente expuesto, pero con la variante que es un tanque de hormigon de otras dimensiones.
La herramienta utilizada para modelar la estructura y calcular las solicitaciones es el programa de
calculo SAP2000 Non Linear.

3.2.2 Analisis del problema real

El problema que se presenta corresponde a la determinacion de las solicitaciones en una
estructura que responde a las caracteristicas de una membrana curva.

Las membranas son estructuras laminares delgadisimas, considerandose por ello desprovistas
de rigidez a flexion y torsion. Por consiguiente, estan sometidas en cada punto sélo a esfuerzos
gue acttan en el plano tangente; o sea, carecen de momentos flectores, torsores y de esfuerzos
cortantes. En otros términos: las tensiones estan uniformemente repartidas en el espesor de la
membrana.

Seccion
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3.2.3 Analisis del elemento elegido para el modelo

Para el estudio del problema se eligi6 realizar u modelo en le programa SAP2000NL, y utilizar en
el modelado del tanque el elemento tipo Asolid que proporciona dicho programa.



+ Elemento Asolid
Este elemento fue mencionado anteriormente, (cuando se formuld para tanque metalico); lo

distinto en este caso es que la modelacion del tanque de hormigén es a partir de elementos de 9
nodos, que permite tener una mejor aproximacion al sistema real.

+ Ejes locales y numeracion de nodos
El elemento asolid puede adoptar cualquiera de las formas siguientes:
v' Elemento cuadrangular, definido por cuatro nodos j1;j2; j3y j4.
v Elemento cuadrangular de 9 nodos, J9=1,j2,j3,j4,j5,j6,...,j9.
v' Los ejes locales se denominan como 1, 2 y 3, y responden a un sistema de coordenadas

dextrégiro. Los dos primeros ( 1y 2 ) se ubican en el plano del elemento, mientras que el
tercero es normal a dicho plano, circunferencial. Para nuestro caso Y=1; Z=2.

3.2.4 Consideraciones sobre el modelo

+ Materiales y secciones utilizadas

¢+ Material

Al realizar el modelo es necesario definir para los elementos adoptados, sus caracteristicas
mecanicas y geométricas. En el caso bajo analisis el material utilizado es Hormigon (H13); el cual
cuenta con las siguientes propiedades:

Peso especifico del H® = 2400 kg/m3

E del hormigon = 240000 kg/cm2

Maodulo de poisson= 0.2

*Dimensiones:

Las dimensiones con las que se modeld la estructura son las siguientes:

Hiotal =10.6 m

Htanque= 2.6 M; €SP. josatanque= 0.15

H ciingro= 8 MtS.; Qiiinaro= 4.00mM

€SP.josa cilindro= 0.3 M

*Condiciones de borde o frontera:

A los 10.6 metros, se encuentra la estado “TECHO” = 1100 kg (cargas nodales).

Desde los 10.6 mts. A los 8 mts., existe una carga triangular de estado "AGUA”.

Desde los 8 mts. hasta la base, Estado “VINO” (Carga triangular).

A los 5.40 mts., estado “LOSA” = 340000 kg (carga nodal)
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3.2.5 Resultados del analisis y conclusiones

El primer paso que seria necesario dar para realizar la verificacion del tanque seria analizar la
deformacién del mismo, los esfuerzos internos y las tensiones obtenidos.

+ Esfuerzos internos y tensiones

Las tensiones S11 y S22 son las que siguen. La estructura presenta dos picos de traccion en las
losas a 8 y 5.4 metros de la altura total, en S11.

A los 8 metros se encuentra el cilindro cargado con la totalidad del agua y a los 5.40mts. existen
fuerzas puntuales, que representan es estado de carga distribuida de la losa.

Esfuerzos en el tanque

—S511 H[m]
10
—S22
9
S33
8!
{

S11/S22/S33 [Kg/cn]




En S22, el pico que presenta es de traccion en la zona de la losa, y una fuerte compresion en
toda la altura del cilindro con la carga de vino.

A continuacién se muestra como se discretizd la estructura para poder llegar a obtener los
resultados de las tensiones.
Se densificé alin mas la zona de encuentro de la losa con el cilindro del tanque.

> [




En el nudo se puede observar cémo se distribuyen las tensiones maximas. Pero es notable que el
programa establezca como zona de maximos esfuerzos, no justo en las lineas de borde, que se
denominaron (Seccion 1-1, para la losa) y (Seccion 2-2, para la pared del tanque), sino una distancia
mas alla del encuentro o interseccion, como puede observarse por la zona delimitada por los colores
desde el rojo al naranja.

A continuacién, se calcularon los valores de los momentos correspondientes a estas secciones,
anteriormente citadas.

Estos valores son los correspondientes a los M11 de la seccion 1-1 y los M22 para la seccion 2-2. Es de
notar que el equilibrio de nodos no se establece y que existe una diferencia muy grande de 81 kgm.

Una solucién seria tomar una seccion mas solicitada, paralela a la anterior y verificar si puede llegar a
darse el equilibrio de nodos para esas secciones que no se dan doénde tendria que darse; o bien
discretizar alin més esta zona y ver como varia el diagrama de tensiones maximas.



M11 M22 M33
Seccion 1 1044.54 -407.39 -176.68
Seccion2 8073.68 1125.50 835.57
Seccion 3 -3.16 16.07 -1.26
-278590.1 -80346.29
278496.44 251 64563.39
557086.54 144909.68
X= 0.075 X= 0.134
F= 10441.9 -10448.9 F= 4314.9 -6682.3
2/3x= 0.050 2/3x= 0.089
1/3x= 0.025 1/3x= 0.045
0.075 0.134
L-x= 0.075 L-x= 0.166
2/3L-x= 0.050 2/3L-x= 0.111
1/3L-x= 0.025 1/3L-x= 0.055
M11 1044.5 kg.m M22 1125.5 kg.m
Diferencia = 81.0
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ESTRUCTURAS LAMINARES
INFORME: “Esfuerzos en el plano”

Se plantea el problema de resolver casos diversos en el plano. Esto es facil, como se podra deducir en su
momento para casos sencillos, donde no es muy laborioso el célculo analitico. Pero el problema se agrava,
cuando nos encontramos con casos en donde estos métodos analiticos no son muy simples, o mejor dicho, donde
la complejidad del caso hace muy posible que cometamos errores de arrastre.

Por eso surge como medio Gtil, usar un programa computacional, como el SAP, que me permite poder
probar distintos problemas, ya sean en el plano o en el espacio, y en forma muy &gil y rapida, combinar
distintos esquemas de cargas, sin tener que demorarnos en su uso.

Pero, nuestra inquietud inmediata es poder determinar qué caracteristicas tiene este programa; cOmo es
que resuelve los problemas de tension y deformacion plana?

Para esto lo primero que se propone a evaluar es:

« Caso A: Se muestra una probeta que esta empotrada en dos direcciones, en este caso en el plano
XY, so6lo se le permite la deformacién segun la direccién Y; 6=0.1 (desplazamiento prescrito). Se
obtendran valores de tensiones en el plano, y luego se compararan con los obtenidos analiticamente
para Tension Plana, Deformacion Plana y Simetria Axil (ASOLID).

» (Caso B: La misma probeta, pero con otras condiciones de vinculacion. Se le permite que se desplace
segun la direccion “Y”, y segun la direccion “X” (6=0.02).Se obtendran las tensiones como para el
Caso A.



Caso A: — —

;ﬁo.l 1 X

[
1

Probeta

1°) Se representa un elemento shell como de tipo membrana. Esto es debido a que las condiciones de
carga y simetria influyen poco, y ademas no tiene la capacidad de absorber flexion. Sélo presenta
deformaciones en su plano.

2°) Al colocar las restricciones que le permitirdn deformarse, después de darle los desplazamientos
prescriptos, es necesario ver como es posible que se desplace sélo en “Y”, ya que esa era la condicion que se
fija (confinada en ambos sentidos), siendo til vinculos de primera especie, que permiten el desplazamiento
segun “Y”. En la base sélo se logra con vinculos de segunda especie, que restringe los desplazamientos en “x”
e “y”.

En los nodos superiores se colocan vinculos en la direccion del desplazamiento prescrito.

3% Los desplazamientos prescritos ( en la direccion de y, Py=-0.10) son aquellos que permiten al
elemento, se deforme en la direccion impuesta. En este caso lo que se hace es que por medio de los vinculos se
obtengan reacciones, y estos se traduzcan en acciones en el nodo.

49) Este diafragma a la vez, fue discretizado en muchos mas elementos ej: 10 x 10.

Como resultado se obtiene que los desplazamientos disminuyen en forma proporcional, el 10% menos en
cada hilera de nodos a medida que descendemos, hasta llegar a la base, donde se anulan los desplazamientos.

La prueba también se hizo para mallas en distintas direcciones y también se pudo observar como varian
los desplazamientos de los nodos en forma proporcional a medida que se desciende.

Es decir que las mallas ademas de hacerlas con sus lados paralelos a los ejes globales, también fue posible
hacerlas con sus lados no paralelos a los ejes, para ver si se producia algin cambio en los resultados obtenidos.

Conclusiones:

» La densificacion permite que veamos que para casos simples como este, donde sélo trabajamos en el

plano y con estados de cargas simples y esfuerzos resultantes de compresion simple = 0X;0Y, no se
observen cambios en ninguna de las mallas analizadas.

* Del andlisis de las mallas en distintos sentidos, como se menciond anteriormente, se descubre que el

estado tensional se mantiene constante, es decir, el gradiente de tensiones es nulo, en cualquiera de
los casos analizados.
Esto surge de la expresion discretizada del vector de tensiones en el interior del elemento o=
D.e =D.B.a; que como B=cte , las deformaciones y tensiones son también constantes en todo el
elemento. Esto es consecuencia directa del campo de desplazamientos lineal escogido, cuyos
gradientes son constantes. Por consiguiente, en zonas de alta concentracion de tensiones sera
necesario utilizar una malla tupida para aproximar la solucidn de tensiones con suficiente precision.

» Después de analizar el problema analiticamente y por medio del programa SAP2000, se ve como el
Shell con comportamiento de membrana resuelve problemas en Tension Plana.

» Para Tension Plana, los valores obtenidos para €x;gy, son los que se supusieron en un principio.
Luego, al contar con los datos de ox;oy;ex;ey, se pudo calcular el valor de €z#0, y el de 0z=0,
valores obtenidos por la Ley generalizada de Hooke. Con lo que se puede concluir que verifican las
condiciones de Tension Plana, que parte con la hipétesis de que €z£0 y 6z=0.



» Para el caso de Deformacion Plana, el valor de €s es nulo, como se supuso. Los valores de oy y oy se
mantienen, por lo que puede calcularse el valor correspondiente de oz que resultd distinto de cero,

como se habia supuesto para este caso.
Se observa, ademas que al ser €z =0, produce confinamiento, por lo que aumenta o, y Ox, €n

comparacion con la Tension Plana, que es menor, porque £z20.

» Para el elemento Asolid (Nota 1), las tensiones que se obtuvieron son las mismas que las salidas del

SAP, pero para el caso de Deformacion Plana.
Este tipo de elemento tiene la caracteristica de que los desplazamientos radiales ur, causan

deformaciones circunferenciales normales € = ur/r. (r= radio del punto en cuestién). Estos
desplazamientos en la direccidn circunferencial no tienen efecto sobre el elemento, por lo que de esa
forma se puede justificar que g = 0, obteniendo de esta forma valores de oy # 0; como en el caso de

Deformacion Plana.

Op = 033= esfuerzo normal circunferencial

Los esfuerzos de corte circunferenciales (01,,013)=(0rz,0rg) Y sus respectivas deformaciones de corte
Vi2,Y13 SON asumidas de ser cero.

Nota 1:
El Asolid es un elemento usado para modelar sélidos asimétricos, bajo cargas asimétricas.
Es un elemento de 3 a 9 nodos para modelar estructuras asimétricas. Esta basado en una
formulacion isoparamétrica.
El elemento modela una seccion representativa en dos dimensiones de un sélido tridimensional.
Los ejes de simetria deben ser uno de los ejes globales y el elemento debe existir en uno de los planos

globales principales (X-Y, Y-Z, Z-X).




CASO A

E= 210000 kg/cm?

v=0,2

Tension Plana

218750| 43750 0 d impuesta
D=| 43750| 218750, o
0 o 87500 2 0
gy= 01
Deformacion Plana YXy= 0
233333| 58333,3] 0 Tension Plana Deform. Plana  Simetria Axil
D=| 58333,3 233333 o
0 of 87500 Ox=  -4375 -5833 -5833
oy=| -21875 -23333 -23333
Simetria Axil XY= 0 0 0
233333| 583333 0
D=| 58333,3 233333 0
0 ol 87500
Tension Plana Deformacion Plana Simetria Axial
ex=(oxvoy)E= 0,000 ex=(oxvoy)E= 0000 er=(or-voz)[E= 0,000
ey=(oy-vox))E= -0100 ey=(oy-vox))E= -0,100 ez=(oz-vonE= -0,100
ez=-v(oy+oxX/)E= 0,025 gz=-v(oy+ox)/E= 0028 g=-v(or+ozE= 000
gz9-v(oy+ox)+oz/E= 000
ox= A.et2G. ex= -4375 oX= A.et2.G. ex= -5833,33 or= A.et2G. er= -5833,33
oy= A.et2G egy= -21875 oy= A.et2G egy= -233333 0z= A.et2G gz= -233333
0z= A.et2G.ez= 000 0= \et2G.ez= -9722| 06= Aet2G. &b = -5833,33
0z= v.(ox+ay) = -5833,33
A=Vv.E/(1-2v)(1+y) = 58333 A=V.E/(1-2v)(1+) = 5383333 A=Vv.H(1-2v)(1+v) = 58333,33
e = ExHEyHEZ = 0075 e=exteytez= -0,10 e = extey+ez = -0,10
G=E(24(1+)= 87500 G=FE/(2{(1+v)= 87500 G=HE/(2(1+)= 87500,00

Los valores coinciden, sin ninglin tipo de problema con los valores obtenidos para “Tension

Deformacion Plana”, para un elemento “Plane”, que es obtenido en el SAP.
El Asolid también coincide con los valores obtenidos para Deformacion Plana.

y



Caso B

T10.1

Lo mismo que en el caso anterior, pero con las siguientes variantes:

1°) Es necesario cambiar las condiciones de vinculo, ya que se permiten a los nodos de la derecha, que
desplacen segin “x”; porque asi esta impuesto el desplazamiento. Al igual que los nodos de arriba, se les
permite el desplazamiento segln “y”.

Los nodos de la base también son restringidos a desplazamiento segn “x”e “y” (los de las esquinas), no
asi los internos que solo se les impide el desplazamiento segln “x”.

2°) Los desplazamientos prescritos :
ox=0.02; dy=-0.10

Conclusiones

* Los desplazamientos prescritos permiten que exista €ex y g€y, por lo que al no estar confinada la
muestra, las tensiones ahora son mucho menores. Los esfuerzos segun “x” se anulan , ya que este
elemento se dilata segln esta direccion, caso contrario del anterior, siendo ox=0.

Para oy no es cero, pero se ve disminuido por efecto de poisson, el desplazamiento en un sentido implica
menor esfuerzo de compresion en el sentido perpendicular (tension uniaxial).

Las conclusiones son las mismas que en el caso anterior, salvo que se agrega un desplazamiento en la otra
direccion, que crece proporcionalmente de acuerdo al nimero de nodos en esa direccion.
También es un problema de Tension plana.



CASO B

E= 210000
v=0,2

kg/cm2

Tension Plana

218750 43750 0 d impuesta
D= 43750| 218750 0
0 o| 87500 EX= 0,02
gy= -0,1
Deformacion Plana YXy= 0
233333| 58333,3 0 Tension Plana Deform. Plana Simetria Axil
D=| 58333,3| 233333 0
0 0| 87500 OX= 0 -1167_ -1167_
oy= -21000 -22167 -22167
Simetria Axil Xy= 0 0 0
233333| 58333,3 0
D=| 58333,3| 233333 0
0 0| 87500
Tension Plana Deformacion Plana Simetria Axial
ex=(oxvoy)lE= 002 ex=(ox-voy)E= 002 er=(or-voz)[E= 0,02
ey=(oy-vox))E= -010 ey=(oy-vox)E= -0,10 ez=(oz-vonlE= -0,10
ez=-v(oy+oX))E= 002 ez=-v(oy+oX)E= 002 g8=-v(or+ozE= 000
ez=[-v(oy+oX)+oz)E= 000
oxX= A.er2G.ex= 0 oX= 1.et2G. ex= -1166,67 or=Aet2Ger=  -1166,67
oy= Aer2G. ey= -21000 oy= A.et2G ey= -221667 07= A.et2G gz= -22166,67
07= Aet2G. egz= 0 0z= Aet2G. gz= 777,78 00= A.et2.G. 0 = -4666,67
0z= v.(ox+oy) = -4666,67|
A=V.E(1-2v)(1+v) = 58333 A= V.E(1-2v)(1+) = 583333 A=V.EH(L-2v)(1+) = 58333,33
e =gxteyt+ez = -0,06 e=gxteytez = -0,08, ez exteyez = -0,08
G=HE(2(1+v)= 875000 G=H(2(1l+v)= 87500 G=H(21+)= 87500,00

Estos valores se comparardn con aquellos obtenidos a partir del SAP para elemento “Plane”

“Deformacion Plana” y

para “Tensién Plana”

para

En este caso el Unico inconveniente es que no coincide para el elemento ASOLID con los valores de
Tension Plana. Esto no es lo que se obtuvo arriba.
Los resultados se presentan en una planilla al final del informe






El otro inconveniente que surge €s :
“Si este programa resuelve problemas diversos; (Como haria yo para analizar problemas que son

visiblemente de deformacion plana, si este programa los resuelve como tension plana?”

Lo primero que surge es analizar los valores correspondientes para la matriz “D”, cuando trabaja en

Tensién Plana y cuando lo hace en Deformacion Plana.

de:

En segundo término se pueden analizar “Ecuaciones de movimiento en funcidn de los corrimientos”:

EPTensién Plana : @

G [@ + @] +G (1+v) 3 [@+6_vJ+X= pdu
& ¥y (1-v) & < &x 8y ot?

G [62_v+ Sy J +G (L) B [@ +QJ+Y: p &y
o oy (1-v) &y L dx dy ot

EP.Deformacion Plana @

G[@+@ J+G 13 [6u+6¢}+><=p&

5 By (1-2v) & (3% oy 5t

G [62_v+62_v J+ G1 & [es_u+QJ+Y=p&/
O &y (1-2v) dy o Oy ot
El factor que afecta a estas ecuaciones es para E.P.T.: (1+v)/(1+Vv);y para
E.P.D.: 1/(1-2v)
por lo que puede obtenerse un valor de n modificado a partir de igualar estas ecuaciones entre si, es decir
1+v = _1 | yapartirde alli se puede obtener el valor de n*.
1-v 1-2v

Este valor de v modificado es para la expresion 2; v* = v/(1+v).
Para la expresion 1 es, v* =1/(1-2v).

Como conclusion en el caso de el ler valor de v*, se utilizaria cuando tuviese un elemento que es

netamente de deformacion plana para que lo resuelva como tal, solamente cambiando el valor de v que es el
parametro que tengo de dato para resolver el problema.

Se plantea el mismo ejercicio anterior. Los valores que analiticamente se obtuvieron para el caso de la

probeta con las ecuaciones de Deformacion Plana; se comparan con los valores que obtiene el programa , nada
mas que cambiando el valor de v por el de v*.

Entonces en “2”, debo reemplazar el valor de v=0.2, lo que me da como resultado v*=0.1667. Con ese

valor trabajo en el programa y obtengo resultados, que si bien no son idénticos a los que se obtuvieron en
Tension Plana, son muy parecidos.



