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Introduccioén

Especialmente _ D
importante para Discretizacion de un

problemas fluidos (se espacio fluido, malla.

adapta al desarrollo Volumen de Control
tedrico)

Método de los
Volumenes
Finitos

Resolucion por Qué ecuaciones quiero
integracion en los resolver?? Que
volumenes, conociendo condiciones debo
la variacion cumplir?
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de estado « J. C. Tannehill, D. A. Anderson, and R. H. Pletcher, Computational

: Egﬂ?eﬁ"ggfes fluid mechanics and heat transfer. Washington, DC: Taylor & Francis,

* Formas 1997 ) . )
integrales... « S. V. Patankar, Numerical heat transfer and fluid flow. Washington :
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* Introduccioén
 Ecuaciones

de fluj : A
cglo;”o / Conservacion La masa no cambia o el cambio es igual a la
- Ecuaciones de |a VERE introducida o extraida

de estado

* Ecuacion de
Navier-

— d
HJ ~ Ur\,m
d \:/ o o

Stok - 7
. Fo(;meass (OLe]plS{=IR2z (i [01aMM - L a tasa de cambio de la cantidad de
integrales. .. : movimiento es igual a la suma de las fuerzas
. Ap"gaciones de Ia Cantldad en una particula de fluido (segunda ley de

de Movimiento BGD.

* La tasa de cambio de energia es igual a la
suma de la tasa de calor agregado y a la tasa

{ de trabajo hecho en la particula de fluido
de Ia Energla (primera ley de la termodinamica).

- =
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« Introduccién -

« Ecuaciones = 1O ONES ]IS
de flujo y il ik
calor ] ) ]

- Ecuaciones « Se considera al fluido como continuo

. gifjéi)dno e « Para nuestro andlisis (escala macroscopica) la estructura
Navier- molecular y el movimiento molecular pueden ignorarse.

. ﬁg‘;ﬁfass  El comportamiento se describe por las propiedades
integrales. .. macroscopicas (velocidad, presion, densidad y

(Ao temperatura) y sus derivadas espaciales y temporales.

« Una particula de fluido o punto en el fluido es el menor
elemento cuyas propiedades no son influenciadas por
moléculas individuales.
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gradf=|7f=<

u 7 — d
~ _— 7~ ”~ 7~ —~ _— ”~ — [ & ) | —~ - 7~ ”~ ™ _— a Y o)

| ) \ — / ) | — - \ ) | —— - - = |
G GG UG U UG/ W WG WUG/ U W Gl ded W WGV W O\

[~4

=] V"4 =]

N O\ B _— _—

SIS \_/\._/\_A\:/\.:/._J\:/

b

Se considera al fluido como continuo

Para nuestro analisis (escala macroscopica) la estructura
molecular y el movimiento molecular pueden ignorarse.
El comportamiento se describe por las propiedades
macroscopicas (velocidad, presion, densidad y
temperatura) y sus derivadas espaciales y temporales.
Una particula de fluido o punto en el fluido es el menor
elemento cuyas propiedades no son influenciadas por
moléculas individuales.

of of 6f>

ax'_x'?x

oM 0N 0P
F=M,N,P):-divF =V -F=—+—+—
j I dx dy 0z

ot r=vxF=|o/ox 8oy 9/9z| Wveradr=v.-vP=vF=30+T000  m
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* Introduccion E

« Ecuaciones i e
de flujoy == 2T Seis Caras (N, S, E, W, T, B)

- Ecuaciones \/ Direccion, centro.

‘ée Sl . Los cambios (de masa,

* =cuacion de . , , .
Navier- (X Ys Z) & impetu, o energia) debido al
S ’ flujo a través de bordes y

* Formas N )
integrales. .. g fuentes o sumideros,

* Aplicaciones conducen a las ecuaciones.

- =
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» Ecuacion de . .

Navier- Incremento de flujo de
 DoKes de Masa en masa hacia

integrales... el elemento el elemento
" Aplicaciones fluido fluido

17



-

: Correas, F.
Ecuaciones

* Introduccién
* Ecuaciones

de flujoy
calor
» Ecuaciones
de estado Tasa de
* Ecuacion de .
Na\f(ier- Incremento
Stokes
. Bormas de Masa en
integrales. .. el elemento
* Aplicaciones ﬂUIdO

9 (05x8y67) = 2L 5x5y6
g POXOYOL) = G 0x0Y0z

-

Conservacion de la masa

Tasa neta
de flujo de

masa hacia
el elemento
fluido
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Conservacion de la masa:

+ Introduccién Tasa de flujo masico a través de una cara:
» Ecuaciones Densidad - area - componente normal de v
de flujoy d(pw) 1
calor W= 2%
* Ecuaciones
de estado d(pu) 1
« Ecuacion de pu+—c—:50x
Navier-
Stokes hy e (pu a(pu)_5x) 5y6z — (pu n a(pu)_5x) SySz+
. _Formas a(pv) 16 = a(pv) a(pv)
integrales... PP sy 2% ) (p + —6y) Sx6z — (pv + 6y) Sx6z+
« Aplicaciones e Vs a(p )1 a(p )1
7 \ +(pw + ?56 ) oxéy — (pW +— 5 ) 6xoy
_d(pu) 1
ox 2 * . a(pv) 1
I sy 2
I
|

& y * =
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d(pu) d(pv) a(pw)
I ox6yoz + WSxSySZ + 57

9 9
~ (pOx8ys7) = 2P sx6y6z 5x8y5z

dt

- =
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Tasa de cambio en

funcion del tiempo de

la densidad

-

dp N d(pu) N d(pv) N d(pw) _

Conservacion de la masa

0

ot dx

+ div(pu) = 0

Flujo neto de masa
gue sale del
elemento a través de
los bordes (término
convectivo)

dy 0z

[1] Ec. transitoria tridimensional de
conservacion de la masa o ecuacion
de continuidad par un punto en un
fluido compresible.
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dt

+ div(pu) = 0

Conservacion de la masa

divu=0

[2] Ec. para un fluido
Incompresible.
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Ju Jv oJw

6x+(')y+(')z

Conservacion de la masa

divu=0

[2] Ec. para un fluido
Incompresible.
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Conservacion de la cantidad de movimiento y la energia

Cambios de las propiedades de una particula de fluido.
Cada propiedad de tal particula es una funcién de la

posicion ¢(x,y, z). La derivada total o sustancial de la

propiedad respecto al tiempo, %

D _0¢ 0pdx dpdy 0¢dz
Dt 0t oOxdt dydt O0zdt

Do od¢p 0p 0¢p 0 09
Dt—at+uax+vay+waz—at+u grad ¢
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La tasa de cambio de una propiedad por unidad de
volumen esta dada por el producto de % y la densidad :
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* Introduccioén

rFeuaciones | 5 tasa de cambio de una propiedad por unidad de

de flujoy
o D .
calor volumen esta dada por el producto de Do y la densidad :
* Ecuaciones Dt
de estado
* Ecuacion de D¢ a¢
Navier- _r _ _r .
Stokes p Dt <at tu-grad ¢>
. _Formas
integrales. .. La ecuacion de la conservacion de la masa contiene la masa

* Aplicaciones . .
P por unidad de volumen como cantidad conservada. Ec 1.
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9] 0
a—': + div (pu) ) (g:b) + div (pju)
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. _ | .
} Egt;ﬁg';;es Relacionemos ahora la tasa de cambio de ¢ con D—‘f

calor

. Ecuaciodnes
de estado

* Ecuacion de a(pgb)
Navier- ot
Stokes

* Formas
integrales...

» Aplicaciones

0 D
—¢+u-gradqb D_qf

at

+ div(pdu) = p + ¢

9,



( Correas, F.
-, GIHCA

* Introduccion
* Ecuaciones
de flujoy

calor
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* Formas
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Conservacion de la cantidad de movimiento y la energia
Relacionemos ahora la tasa de cambio de ¢ con Z—‘f
Ipdp) . _ |o¢ dp : _ D¢
m + div(pgu) = p 3 +u-grad |+ ¢ D dlv(pu)‘ =P

Por conservacion de la masa Ec 1.
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Conservacion de la cantidad de movimiento y la energia

Relacionemos ahora la tasa de cambio de ¢ con —I;‘f
(pe) =0
opgp) . _ [o¢ dp . D¢
ot + dlU(p(]’)lO =p E +u- grad Q|+ ¢ _at dlv(pu)‘ =P,

Por conservacion de la masa Ec 1.

Tasa de
Incremento
de ¢ para
una particula
de fluido

Tasa neta de
flujo de ¢
que sale del
elemento
fluido

Tasa de
incremento

de ¢ en el
elmento
fluido
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Conservacion de la cantidad de movimiento y la energia

* Introduccion
- Ecuaciones Por componentes:

de flujoy
calor
* Ecuaciones cantidad de movimiento en x u b apw) .
de estado bt TR
+ Ecuacion de : _ Dv a(pv
Navier- cantidad de movimiento eny v P e (; , ) + div (pvu)
Stokes
] _Formas cantidad de movimiento en z w pD_W sl + div (pwu)
integrales... Dt at
» Aplicaciones ; DE d(pE
Energia E Pt (gt ) + div (pEu)
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de estado
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* Formas
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Newton =

Por componentes:

cantidad de movimiento en x

cantidad de movimiento eny

cantidad de movimiento en z

Energia

P % 0(;);1) + div (puu)
p% 6((;):) + div (pvu)
p%v: a(g:v) + div (pwu)
pll))—li 6(5):?) + div (pEu)

movimiento de
una particula
de fluido

Tasa de
incremento de
cantidad de

Suma de
fuerzas en

una particula

de fluido. l
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Ec. de la cantidad de movimiento 3D

* Introduccién
* Ecuaciones

ggl(f)I;JjO y - Tasade
+ Ecuaciones st e e
de estado movimieqto de partiqula de % % D_W
. Ecuaci(')n de ungepf?l:%cgla fluido. Dt Dt Dt
Navier-
Stokes
* Formas
integrales. .. e Fuerzas de superficie | —  Fuerzas de presion
» Aplicaciones —  Fuerzas viscosas
o Fuerzas de volumen —  Fuerzas de gravedad
—  Fuerzas centripetas
Fuentes —  Fuerzas de Coriolis
—  Fuerzas electromagnéticas

Definimos el estado tensional en
l términos de la presion y tension viscosa l
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calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

« Aplicaciones

T2 p = presion
T;j = tension viscosa
“n Jj = direccion en que actua;
} e b i = superficie normal a la direccion i
| T
fﬁ\\\ | //’yzxy f\\ : — il
L B Lo EE@K
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Ec. de la cantidad de movimiento 3D

* Introduccién

* Ecuaciones p = presion
de flujo y T;j = tensién viscosa
calor j = direccién en que actia;
» Ecuaciones i = superficie normal a la direccién i
de estado
« Ecuacion de
Navier-
Stokes
* Formas
integrales... Consideremos todas las

« Aplicaciones fuerzas en la direccion x
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Ec. de la cantidad de movimiento 3D

* Introduccion
 Ecuaciones
de flujoy
7 oX
calor nﬂfﬁﬁw o 112

- Ecuaciones J
T2t T 5K
de estado Tyl 7 5 - W.,MZ

- Ecuacion de " - 0
o Y e e
Stokes Ty 1269

- Formas o j@\ﬁ\j“ﬂ _
integrales.. IR ) Consideremos todas las

* Aplicaciones ‘ %ﬂ@mﬂj |25 fuerzas en la direccion x
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Ec. de la cantidad de movimiento 3D

* Introduccioén

* Ecuaciones 962 4128 p = presion
de flujoy *mﬂiﬁz“ﬂ m?@mﬂ’ﬁ’*‘ 1 T;j = tensién viscosa
calor @ 4125Y T %5[9/5%’“2 j = direccién en que actla;
 Ecuaciones e ,?fy” - P i = superficie normal a la direccion i
de estado ) v oy 122
« Ecuacion de el GO v o
Navier- W P -
Stokes pP W‘:gwfﬁz Fuerzas de superficie = Tensiones de

z S
* Formas superficie x Area
integrales... ; %

« Aplicaciones
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* Ecuaciones
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* Ecuaciones
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* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

« Aplicaciones

Caras

(E, W) =

(N, S)
(T.B)

-

0Ty 1 0Tyx 1 OTyy
- ———=0y | 6x6 —— =0y | 0x6z = ——8x6yd
(Tyx dy 2 y) xz+<ryx+ Yy | 0xoz dy X0yoz

0T, 1 0T, 1 0
- <sz - aT;x §5Z> 6x6y + (sz + &—&) 6x6y = %53(5}/52

Ec. de la cantidad de movimiento 3D

962 1128 p = presion
Ll i P T;j = tensién viscosa
142 w4t . . ) .
WWZW o W@pﬂ’@% j = direccién en que actla;
R ’1,’/2@ i = superficie normal a la direccién i
f@%ﬂﬁ@&% L ‘ﬁwﬂmﬂ
mﬁ;ﬁﬁx'wm L A 20F
p¥ W‘:gwfﬁz Fuerzas de superficie = Tensiones de

superficie x Area

dp1 O0Tyy 1 dp1 0Tyy 1 _ dp 0T,y
[(P 92 5x) <Txx 9% 2 6x>] 6yoz + [ <p + %7 Ox |+ | Ty + 3% 2 ox || 8ydz = 9% + 9% bx | 6x8yodz

ox 2 Sumamos los componentes y dividimos

por el volumen

39
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Ec. de la cantidad de movimiento 3D

* Introduccién

* Ecuaciones

g:l(f)llwo / a(_p + Txx) n aTyx + asz

- Ecuaciones 0x dy 0z
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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Ec. de la cantidad de movimiento 3D

* Introduccién
* Ecuaciones

g:lgwo / a(—p + Txx) n aTYx n 5sz
» Ecuaciones 0x 5y 07z
de estado
* Ecuacion de Sumando la contribucién del
g@ﬂgg efecto de las fuerzas de volumen.
B — La componente x de la ecuacion
integrales... de la cantidad de movimiento.
« Aplicaciones Ecuaciones [3]

41
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Ec. de la cantidad de movimiento 3D

* Introduccioén

 Ecuaciones

de flujo
e O(—p + Tyy) N 0Ty, N 0T,y
* Ecuaciones ox ay 07
de estado
* Ecuacion de
Navier-
Stokes

Sumando la contribucion del

efecto de las fuerzas de volumen.

« Formas La componente x de la ecuacion
integrales... de la cantidad de movimiento.

« Aplicaciones Ecuaciones [3]

Du d(-p+r1,,) Ot 0T
Signos: presion tension p = P =+ S +—=4 Svrx
de compresién = signo Dt d0x dy 0z
negativo
Dv Ot ol-p+7 0t Dw Ot 0T o(—-p+rt
o _ Xy ( yy)+ zy _xz | Clyz | P+ Tzz)

— 0y —
Dt  0x dy 9z "My PDr T Tox dy 0z * Suz

- =

42
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Ec. de la energia especifica en 3D p%

* Introduccién
* Ecuaciones

de flujoy
calor Tasa de Tasa neta de Tasa neta de
» Ecuaciones incremento de calor trabajo
de estado energja de una adicionado a hecho en la
« Ecuacion de particula de la particula particula de
Navier- fluido de fluido fluido
Stokes
* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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Ec. de la energia especifica en 3D %

* Introduccién
* Ecuaciones

de flujoy
calor _ ~ Tasade Tasa neta de Tasa neta de
* Ecuaciones incremento de calor trabajo
de estado energia de una adicionado a hecho en la
« Ecuacion de particula de la particula particula de
Navier- fluido de fluido fluido
Stokes
* Formas
integrales...
* Aplicaciones d(pu) 1 s a(Txxu) 1 a(pu) 1 1 0(Tyu) 1 1o W svs
PUT g 29 ) ("t 2 bt T e 2 .
Trabajo hecho por la a(ryxu) 1 a(ryxu) 1
fuerzas de superficie * l (Tyxu oy 2% ) T\ Bt T, lax&
direccion x: d(Tu) 1 0(T41) 1
+ I— (szu — 82; 562 + | Tu + 62; =6z || 6xdy

- 4
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Ec. de la energia especifica en 3D p%

* Introduccién
* Ecuaciones

de flujo y
calor ~ Tasade Tasa neta de Tasa neta de
» Ecuaciones incremento de calor trabajo
de estgdo energia de una adicionado a hecho en la
« Ecuacion de particula de la particula particula de
Navier- fluido de fluido fluido
Stokes
* Formas
integrales...

* Aplicaciones

Trabajo hecho por la _
fuerzas de superficie O[u(=p + 7x)] + 0(utyy) 4 I (UT,y)

direccion x: 0x dy 0z

- =

6x0yo6z
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_ Correas, F.
Ecuaciones

Ec. de la energia especifica en 3D

* Introduccion
* Ecuaciones
de flujoy

calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

« Aplicaciones

~0(up) d(wp) d(wp)
0x dy 0z

= —div(pu)

Tasa total de trabajo
realizado por unidad de
volumen. Debido a
tensiones de superficie

0(UTyy) N 6(uryx) N 0(utyy) N 8(vrxy) N a(vryy) N a(vrzy) N 0(WTy,) N a(wryz)

[~div(pw] + l ox dy 9z ox
a(WTZZ)
+ 0z l

Flujo de Calor

dq, 0qy 0q, .
Cox dy 0z =—divq
B kaT T B kaT
T T x T TR, 12T TG,

dy 0z 0x dy

Ley de Fourier para la
conduccion de calor
relacion entre el flujo y el
gradiente local de T°

=

46



Correas, F.
~) GIHCA

Leyes ... i ifi
- Ec. de la energia especifica en 3D ey e e s
* Introduccion realizado por unidad de
. EgL;Iac_loones a(up) a(vp) a(Wp) volumen. Debido a
ey — — — = —div(pu tensiones de superficie
calor_ ox dy 0z (p ) P
" e estado (u152) (vry)  9(13y)  9(0e) (v
de estado , O(UTyy)  0(uTyyx) 0(uty) 0(VTyy) 0(vryy) 0(vizy) 0(wty,) 0(wry,
- Ecuacion de [=div(pw)] +l ax oy T 8z T ox T oy Tz T ax oy
Navier- d(WT,,)
Stokes +Tl
* Formas
integrales...

» Aplicaciones -
P Tasa de calor adicionado a

—div q = div(k grad T) la particula debido a la
conduccion del calor (k=
conductividad térmica)

47



( Correas, F.
~) GIHCA

Leyes ... i
- Ec. de la energia Energia = energia interna +

- Introduccion DE energia cinética + energia
. Egﬁﬁﬁf;es pD_t = —div(pu) potencial gravitatoria
calor
- Ecuaciones + 0(UTyy) + a(uTyx) + 0(UT,y) + a(vTxy) + 0 (UTW) + 0 (szy)
(IJEIe estgf:lod Ox dy 0z 0x dy 0z
« Ecuacion de
Navier- O(WTyz) a(WT ) o(wtyz) )
Stokes + axxz + ayyz + aZZZ + div(k grad T) + Sg
* Formas

: E—i+1(u2+v2+wz)
integrales... Ty

grdl Se incluye la energia potencial como un término fuente
« Aplicaciones

Di , , ou ou ou dv v v ow
Pp;="P divu + div(k grad T) + Txxa+ Tyx$+‘[zx£+‘[xy$+ Tyy@"‘szE"‘sza
ow ow
+ Tyz@"’ TZZE'FSL'

Definimos un nuevo

Ec. de la energia interna término fuente S; = S; —
- - Si —>
48
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* Introduccioén

» Ecuaciones Ecuacion de la energia interna
de flujoy
calor
 Ecuaciones
de estado /
"Rowadonde | Elyido Incompresible También suele reordenarse:
Stokes tendremos: B ho =i +£+1(u2 +v2 4+ w?)
- Formas = T p p 2
integrales... =6 _ _ p
» Aplicaciones ¢ = calor especifico h=E+ ;
divu =0 h = entalpia especifica
Ec. de la Temperatura o del h, = entalpia esp. total
calor Ec. de la entalpia

- 4
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Ecuaciones

* Introduccion
» Ecuaciones
de flujoy

calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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Ecuaciones

* Introduccion
» Ecuaciones
de flujoy

calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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Ecuaciones de estado

* Introduccioén
* Ecuaciones

de flujo » Variables
camrJ J Conservacion de Termodi- Densidad
« Ecuaciones la Masa namicas
de estado
* Ecuacion de Sl
Navier- antidad de .,
Stokes Movimiento x Presion
* Formas
integrales... _
« Aplicaciones Cantidad de

Movimiento en y Energia interna

Cantidad de

Movimiento en z Temperatura

Energia
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« Introduccion LR Ay A a @ e
- Ecuaciones Ll YL COUD
de flujo y
calor ] ] o .
- Ecuaciones » La velocidad del fluido es lo suficientemente pequefia, de
,decstado manera que, el fluido esta termodinamicamente de
Navier- equilibrio de punto a punto.
i ﬁg‘;ﬁfass » Las excepciones son algunos flujos con fuertes ondas,
integrales. .. aunque, incluso en estas condiciones son suficientemente
(Ao aproximadas las condiciones de equilibrio.

* En equilibrio termodinamico el estado de una sustancia
puede describirse por dos variables de estado:

p=ppT) vy i =1i(p,T)

Gas perfecto p=pRT vy [ = C,T

. (Cv Cap. Cal) »
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Ecuaciones

Leyes ...

* Introduccién

» Ecuaciones
de flujo y
calor

» Ecuaciones

de estado

* Ecuacioén de
Navier-
Stokes

* Formas

integrales...
* Aplicaciones
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Navier-

Stokes

* Introduccion

» Ecuaciones
de flujo y
calor

» Ecuaciones
de estado

* Ecuacién de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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_ Correas, F.
Ecuaciones

* Introduccion

* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

« Aplicaciones

Tensiones
viscosas

Tl'j

No las conocemos
Necesitamos
determinarlas

Navier-

Stokes

Funcion de la
velocidad de

deformacion lineal

Medio isotropico

(Fluidos Newtonianos)

Funcion de la
deformacion
volumétrica
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_ Correas, F.
Ecuaciones

* Introduccion

» Ecuaciones
de flujo y
calor

» Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

« Aplicaciones

Navier-

Stokes

Funcion de la
velocidad de
deformacion lineal

Medio isotropico
Seis componentes
independientes

57
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Navier-

Stokes

Funcion de la Medio isotropico

* Introduccion velocidad de Seis componentes
* Ecuaciones WORNT
de flujo y deformacion lineal independientes
calor
* Ecuaciones
de estado ou oV ow
« Ecuacion de Cry = — @, = — e,, = —
Navier- XX Ox yy dy zz 0z
Stokes
. E‘t’;graa?es 1/0u N ov 1/0u N ow 1/0v ow
- Aplicaciones ¥ ~ “vx T dy ox) ** ¥ 2\0z ox) Y* % 2\0z 0y
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Ecuaciones

* Introduccioén

* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones
de estado

 Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas 1
integrales... — —
g e — eyx — _

- Aplicaciones XY

Fluido Newtoniano:
La tension viscosa es

Navier-
Stokes
Funcion de la Medio isotropico
velocidad de Seis componentes
deformacion lineal independientes
ou ov ow

exxza eyy:@ ezz:E

Ju O0v B au ow B _1 av+aw
3y | ox exz_ezx‘ 3z ax ) = =32\ 5y

Ju 0Jv Jw

proporcional a la
velocidad de deformacion

vilumétrica

— di
ox "oy 9z v

=)
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Navier-

Stokes

> Forma Tridimensional Involucra dos
* Introduccion .
. Ecuaciones de la Ley de Newton constantes:
de flujo y u = def lineal
calor . oy
- Ecuaciones A =def volumétrica
de estado ou v ow
* Ecuacion de — — —
iyt = 2U—=— I + Adivu Ty, = 2Uu—— 3y + Adivu t,, =2u F + Adivu

Stokes

. Formas ou 0Jv ou Jw ov odw
integrales... Txy = Tyx = H @‘Fa Txz =Tz = U E-I_E Ty, =Tzy = U E_I_E

« Aplicaciones

A(pequeno) Para liquidos
Para gases se suele  (incompresibles):
aproximar: divu=20

2
A=—=
3 H
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Ecuaciones

* Introduccion

* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

« Aplicaciones

Navier-

Stokes

Sustituyendo las tensiones
de corte en las componentes
de la ecuacion de la cantidad
movimiento Ec. [3]

Ecuacidén de Navier-
Stokes [4]

Du op 0 ou 0 ou ov o [ou ow)]
pE=—a+—< u—+/1dwu) Oy['ll(ay-l_ax) +E “(E+§> + Sux
Dv v d ov Jdw

D_t ay Ox [M(ay ax>]+—<2u@+/1dwu)+£ <£+W> + Smy
Dw u 0 ov  Jdw d ow
pD_tz_EJrﬂ[“(aera )] ay[ (az+ay>]+£<2ug+ldwu>+5}wz

=)
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Ecuaciones

* Introduccioén

* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones

Navier-

Stokes

Sustituyendo las tensiones
de corte en las componentes
de la ecuacion de la cantidad
movimiento Ec. [3]

Ecuacidén de Navier-
Stokes [4]

de estado Du op 0 ou , 0 du 0Jv [ [ou odw)
. Egtj/%crl_on de pE= —a+a<2ua+ldw u>+0y['u<ay+0x> +E_“(E+§>_ + Sy
.EtOkeS Dv. dp 0 du ov 0 , ov 2 di o[ [ov ow)\ )
ntegiaes.. Dt 9y ' ox “(@*a)]*@( “oy ”’“)W_“(&W)_* fr
* Aplicaciones Dw dp 0 ou Jow d ov Jdw d ow _
pD—t=—E+alu<aZ+ax)]+ayl,u<az+ay>]+£<2ug+ldwu>+5}wz
i 2 a_u_l_ld +i a_u_|_@ _|_i a_u_|_a_w %
ax\“Fax T T oy 1M oy Tax )| T az|M\az T ax )| P De
0 ou 0 ou 0 ou 0 ou d dv d ow d ,
~5: () o (5 )+ )+ a5 () + 3 ) e astiow

-

= div(u grad u) + Sy,

=)
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* Introduccion

* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

« Aplicaciones

Navier-

Stokes

Forma util para los

Ecuacion de Navier- , .
volumenes finitos

Stokes [4]
DU _ % | div(u gradu) + S
P = gy T vl grad ) + Syx
BV _ 9 | div(u grad v) + 5
Por = 3y iv(u grad v My
P %\ div(u grad w) + S
Por = g, T dvlkgradw) + Sy,
Di
p—=-pdiva+div(k gradT) + ® + S; Reordenando

Dt
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Ecuaciones

* Introduccion

* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

« Aplicaciones

P

Ecuacion de Navier-
Stokes [4]

o=ufe[ 3+ () + ()]

—pdivu+div(k gradT) + ® + S;

Navier-

Stokes

Forma util para los
volumenes finitos

Funcion de
disipacion (Fte. de E)

ou o 2+ ou  ow 2+ ov  ow 2 + 2(div 0’
dy 0x dz Ox dz 0dy i

Reordenando
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* Introduccion

» Ecuaciones
de flujo y
calor

» Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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Navier-

Stokes

* Introduccion

» Ecuaciones
de flujo y
calor

» Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones




( Correas, F.
-, GIHCA

Navier-

Stokes

Introducimos una
* Introduccién :
e ——— variable general ¢

delflujo y (forma conservativa)
calor

« Ecuaciones Ecuacion de
de estado d(po) , . T t
+ div(pgu) = div(T grad ¢) + S, ransporte

* Ecuacion de

Navier- ot
Navier Ec. [5]

* Formas
integrales...

« Aplicaciones
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) Correas, F.
Ecuaciones

* Introduccién

» Ecuaciones
de flujo y
calor

» Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas

integrales...

* Aplicaciones

Navier-

Stokes

Introducimos una
variable general ¢
(forma conservativa)

Ecuaciéon de

0
(p9) + div(ppu) = div(T grad ¢) + Sy Transporte
ot Ec. [5]

Tasa de
incremento
de ¢ debido

a fuentes

Tasa de
incremento
de ¢ debido
a la difusion

Tasa neta de
flujo de ¢ que
sale del

Tasa de
incremento de

¢ en el elmento
fluido elemento fluido
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Navier-

Stokes

Introducimos una
* Introduccién .
N E—— variable general ¢

delflujo y (forma conservativa)
calor

« Ecuaciones Ecuacion de
de estado a(qu) . g T sporte
+ div(pgu) = div(T grad ¢) + S, ransp

* Ecuacion de

Navier- ot 5
Stokes Ec. [3]

* Formas
integrales...

* Aplicaciones Tasa de Tasa neta de Tasa de ~Tasade
incremento de flujo de ¢ que incremento incremento
¢ en el elmento sale del de ¢ qeb_iqlo de ¢ debido

fluido elemento fluido a la difusion a fuentes

Fuente o
sumidero

Conveccion
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* Introduccion
* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas

integrales...

» Aplicaciones

Navier-

Stokes

Introducimos una
variable general ¢
(forma conservativa)

(o) Ecuacion de
P + div(ppu) = div(T grad ¢) + Sy Transporte
ot Ec. [5]

Inicio de procedimientos computacionales (MVF, MEF, MDF)
Reemplazamos ¢ por (u,v,w,e,i,T, hy)
Seleccionamos TI" (ceof. difusion)

Para MVF, el paso clave es la Integracion de [5] en el volumen

de control CV tridimensional:
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Navier-

Stokes

« Introduccién Forma Integral

* Ecuaciones
de flujo y
calor

« Ecuaciones d(pe)
de estado j—dV+ Jdiv(pqﬁu)dV = jdiv(Fgrad¢)dV+ quﬁdV
v % cv

« Ecuacion de ot
Navier- 0474
Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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* Introduccion
* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones
de estado

* Ecuacion de
Navier-
Stokes

* Formas

integrales...

« Aplicaciones

Navier-

Stokes

Teorema de Gauss

Forma Integral (Stokes)

at
cv cv

Relaciona el flujo en un campo vectorial a traves de una superficie
cerrada con la integral de su divergencia en el volumen delimitado
por dicha superficie.

jMdV+ Jdiv( pu)dV = jdiv(Fgrad¢)dV+ qude
cv

cv

_ Correas, F.
Ecuaciones

72
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Navier-

Stokes

* Introduccién Forma Integral

* Ecuaciones
de flujo y
calor

« Ecuaciones j a(P¢) J

Teorema de Gauss
(Stokes)

de estado — 2 dV +

 Ecuacion de ot
Navier- cv cv
Stokes _ _ _ - o
« Formas Relaciona el flujo en un campo vectorial a traves de una superficie

. Z'Ffﬁf;;'(‘)’:es cerrada con la integral de su divergencia en el volumen delimitado
por dicha superficie.

div(ppu)dV = jdiv(Fgrad¢)dV+ qude
cv cv

0

pr jpcpdV +jn-(p¢u)dA = fn-(F grad¢)dA + qude

cv A A cv

- -,
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Navier-

Stokes

* Introduccion
» Ecuaciones
de flujo y
calor
» Ecuaciones 0
de estado — Jpq,')dV + j n- (ppu)dA = J n- (I' gradg)dA + de,dV
- Ecuacién de dat
Navier- (0474 A A cv
Stokes
* Formas
integrales...
* Aplicaciones
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Navier-

Stokes

* Introduccién

* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones

de estado 9 Jpgde +jn-(quu)dA = Jn-(F grad¢g)dA + jS(pdV

« Ecuacion de ot

Navier- cv A A v
Stokes
* Formas

integrales...

+ Aplicaciones fn . (ppu)dA = jn - (' grad¢)dA + qude

Estacionaria
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Navier-

Stokes

* Introduccién

* Ecuaciones
de flujo y
calor

* Ecuaciones

0
de estado 3 Jpgde +jn-(quu)dA = Jn-(F gradg)dA + jS(pdV

« Ecuacion de
Navier- Ccv A A (074
Stokes /

* Formas
integrales..

- Aplicaciones f 0

Jt

At

qude dt + ffn-(quu)dAdt: ffn-(Fgradqb)dAdt+ J qu,,dth

cv ) At A At A At CV

Transitoria (Gral.)
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Ecuaciones

* Introduccion

» Ecuaciones
de flujo y calor

« Ecuaciones
de estado

» Ecuacioén de
Navier-Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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Como problemas??

 Introduccién

» Ecuaciones
de flujo y calor

* Ecuaciones
de estado

» Ecuacioén de
Navier-Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones
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Aplicaciones de Ecuaciones

 Introduccién

» Ecuaciones
de flujo y calor

* Ecuaciones
de estado

» Ecuacioén de
Navier-Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones

Como problemas??

Resolu-cién Matema-tica

Interpretacién

y manejo de
resultados

Discreti-

Condiciones zacion
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de problemas: tpes de
@cuaciones y de rescluciones

Problemas de

« Introduccion Equilibrio — Estaticos Distr. de T°
+ Ecuaciones 4 Distr. de Tensiones
de flujo y calor .
+ Ecuaciones F|UJOS
de estado
* Ecuacion de _
Navier-Stokes General- Elipticos Ec. de Laplace
« Formas mente
integrales...
* Aplicaciones
’¢p 0%¢ Flujo irrotacional (incompresible)

ox2 Tz = 0 Conduccién del calor
Flujo potencial

Condicion inicial en todo el

Condicion dominio o
Problemas del valor inicial |
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 Introduccién

» Ecuaciones
de flujo y calor

* Ecuaciones
de estado

» Ecuacioén de
Navier-Stokes

* Formas
integrales...

* Aplicaciones

de problemas: ipes de
ecuaciones y Upos de rescluciones

Transf de T°

Problemas que TR
q —>  Transitorios  Flujos inestables

avanzan en el tiempo

Mucha disipacion (flujo viscoso o

Parabdlica conduccion de calor inestables)
Hiperbolica Vibracién poca disipacion (Ec. de la
Onda)
o9 _ 9% %9 _ ,0%¢
ot d0x? dt?2 dx2

Condicion inicial en todo el
Condicién dominio y de borde en todo t

borde

Problemas del valor inicial y de |
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Aplicaciones de Ecuaciones

* Introduccion

» Ecuaciones
de flujo y calor

* Ecuaciones
de estado

e Ecuacion de
Navier-Stokes

* Formas
integrales...

» Aplicaciones

Eliptica

Parabdlica

Hiperbdlica

divgrad ¢ =0

b _ di d
at—a iv grad ¢

2

otz

c?div grad ¢

Condiciones de Dominio

borde cerrado
Condiciones .
. Dominio
iniciales y de :
abierto
borde
Condiciones .
. Dominio
iniciales y de :
abierto
borde

Siempre suave

Siempre suave

Puede ser
discontinua

=)
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Turbulencia

Introduccioén
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Introduccioén

Todo depende del Numero de Reynolds Efectos
UcL, convectivos
1%

Relaciona fuerzas de inercia con fuerzas
viscosas. Bajos Reynolds (<2000) flujo
Laminar, Altos Reynolds flujo turbulento (en
distintas formas), que es un flujo cadtico.

La mayoria de los flujos en la Ingenieria son
Turbulentos!!

W
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Introduccioén

u(t) = U+ u'(t)

La componente variable, no solo cambia en intensidad y signo, sino
varia realmente tridimensionalmente. Incluso se generan estructuras
circulares denominadas remolinos turbulentos (eddies), con
distintos rangos de escala de longitudes (range of length sales).
Esos torbellinos tienen caracteristicas propias:

VA7

v
Estos torbellinos dominan para flujos donde la inercia es
relativamente mas importante que la viscosidad.
Estos torbellinos se estiran y provocan remolinos menores y cada
ves menores.
Todas las propiedades fluctuantes del flujo turbulento contienen
energia en un amplio rango frecuencias o numeros de ondas

. (= %,dondef = frecuencia) »
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Introduccioén

u(t) =U+u'(t)

El movimiento a escala menor en el flujo es manejado por la
viscosidad. El numero de Reynolds para estos pequefios torbellinos
son determinados por propiedades propias y aumentan su
frecuencia a medida que bajan el tamafio, por lo que el nimero es
bastante estable:

un

v
Esta energia de generacion de pequeios torbellinos se disipa por
aumentos de energia térmica interna y redunda en aumentos de
pérdidas de energia.
Los torbellinos grandes son muy anisotropicos (direccionales) e
interactian con la velocidad media. Los pequefios son isotropicos
(no direccionales).
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Turbulencia

Flujo de jet
(transiciones
turbulentas)

Flow P
—— [
f
$
/
Vinrtex
redl-up

*
o
I . -
] L
—— I
i
'l--
-
i '|r.
r Taamal
[
Fully
tutbulznt
flowa
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Flujos de
turbulencia libre

Eax

14‘"‘“
k‘”” T
m—n ek AL TEEIET ]

Jet Mixing layer

Capas limites

wwwa lLN
)
VTR
AL ki
I
-|r-|1r-|'|J; *mtf TITYTITY

T
£
£

Wake
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Turbulencia

Capa limite en
una superficie
plana

(y+)

Re=Reg

T -5 waves

A0 distortion
of T- & waves

In-phase amays
of hairpin
worties (K-repe)

Turbualent

Merging of
urbulent spots

Fully mirbalent flow
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Algoritmos

La turbulencia afecta a
todas las ecuaciones

au+d, W) = 1ap+ o dU+- ou'? ouv’ ouw'
gt T MV T T gy TV ara “ox o9y o0z |

v + dip(VU) = 10P o di Sy ou'v’ ov'Z Av'w']
gt V)T Ty TV aTa T ox  ox 0z |
ow 10P , ou'w’  dv'w’ ow’?
—+dw(WU)=—;£+vdwgradW+ - - —

dt dx dy 0z

Ecuaciones de Reynolds
(Tensiones de Reynolds)

- =
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Algoritmos
Todas las ecuaciones
Continuidad
dp .
% + div(pU) = 0
Navier-Stokes promediadas por Reynolds (RANS)
oU + div(UU) = 10P + div ( qU)+ [ Ju'?  ou'v' oJu'w'] s
gt T VNI T T g T AT T ox oy oz | oW
+divvu) = =292 4 i ugrad vy + |- 24T _9VE VW
MY M s T Tox  ox o0z | oW
ow + div(WU) = 10P + div (ugrad W) + ou'w’  Av'w’  ow'?] Lo
ac Y T T ey GrITd dx gy o0z | M
Ecuacion del transporte escalar
d(p®) dpp'u'  dpp'v'  dpp'w’|
v(p®U) = div(T. d — — —
m + div(p®U) = div(T'y grad @) + l % 3y e + S

-

=)
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Algoritmos

No es tan facil de resolver, se plantean modelos (simplificaciones)

Modelos Clasicos Basados en la Ecuacion de Reynolds
(promediada en el tiempo)
1. Modelo de ecuacion cero — modelo de
longitud mezcla (Mixing Length)

2. Modelo de dos ecuaciones, k-, k-w, SST
3. Modelos de la ecuacion de tension de
Reynolds
Modelos de tension algebraica

Simulacion de grandes  Basados en ecuaciones filtradas en el espacio
torbellinos

Simulacion Numeérica Es utilizado para bajos nimeros de Reynolds.

Directa (Direct Numerical  Se usa para verificar modelos de turbulencia.
Simulation DNS)

=)
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Algoritmos

No es tan facil de resolver, se
plantean modelos (simplificaciones)

Modelos Clasicos Usan la ecuacion de Reynolds y tratan de

resolver la ecuacion de turbulencia por
calculos numéricos

Simulacion de La ecuacion de flujo se resuelve para el flujo
grandes torbellinos medio, y se modelan los torbellinos grandes y los
(Large Eddy pequefios que tengan mayor influencia. Costo
Simulation LES) computacional altisimo.

- =
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Algoritmos

Modelos Modelos k- y mixing length, son los mas usados y validados. Se basan
£ en la asuncion de que existe una analogia entre la accion de las tensiones

Clasicos : : ; ; ;

viscosas Y las tensiones viscosas de Reynolds en el flujo medio. Las

tensiones viscosas de la ecuacion de cantidad de movimiento y en la ley

de Newton son tomadas como proporcionales a la tasa de deformacién de

los elementos.

Los modelos Mixing length describen las tensiones por medio de

formulaciones algebraicas la turbulencia viscosa u; como funcién de

posicion. (Gt = %) [;: difusividad turbulenta, o;: # de turbulencia de
t

Prandlt/Schmidt.

El modelo k-& es mas sofisticado y general. Se utilizan dos ecuaciones
diferenciales una para la energia cinética y otra para la tasa de disipacion
de la energia cinética turbulenta . Existen variaciones de este modelo.

El modelo k-w es otro modelo de dos ecuaciones donde w es una escala
de tiempo inversa que es asociada con la turbulencia.

El modelo SST (Shear Stress Transport) es un modelo de viscosidad
turbulenta que incluye dos novedades: 1. combina el modelo k-g y k-w
(interior y bordes). 2. se introduce una limitacion de las tensiones de corte
en regiones de gradientes de presion adversos.
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Modelos
Clasicos

Algoritmos

En el modelo de ecuacion de tension de Reynolds (Reynolds Stress
Equation model, RSM) se hacen suposiciones (simplificaciones) sobre
las tensiones turbulentas desconocidas en la Ecuacion de Reynolds y las
ecuaciones diferenciales que resultan se resuelven en conjunto con la
ecuacion de transporte para la tasa de disipacion de energia cinética
turbulenta . Esto implica un total de siete ecuaciones extra, con su
relativo costo computacional adicional.

El modelo algebraico de tensiones utiliza simplificaciones para reducir
las ecuaciones diferenciales descritas en las tensiones de transporte de
Reynolds a ecuaciones algebraicas que se resuelven en las ecuaciones k
y € del modelo k-¢. Esto reduce las ecuaciones del modelo RSM y tiene
un gran alcance de modelacion.
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