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Il. UNIDAD II

Hasta este momento se ha estudiado el comportamiento del agua en reposo, es decir, no hay
transporte de particulas liquidas, el fluido sélo ejerce presion sobre la superficie que la contiene,
0 ejerce un empuje sobre un sélido que se encuentra inmerso en él.

A partir de este Capitulo y en adelante, el estudio se centrara en el agua en movimiento, es decir
que, no solo actua la presion (como magnitud a tener en cuenta) sino también la velocidad y la
aceleracion, que son magnitudes netamente cinematicas, o sea, relacionadas al movimiento del

agua.

El objetivo principal de este tema es el entendimiento del fenomeno fisico del agua en
movimiento, que permite identificar cudles son las variables a tener en cuenta. Utilizando las
expresiones analiticas que se veran a continuacion, se identificara el tipo de movimiento que se
produce, bajo qué circunstancias y cuales son las variables independientes del mismo.

El estudio comienza con el movimiento del agua sin tener en cuenta qué origen tiene ese
movimiento, y para lo cual se requiere definir el concepto de cinematica.

1. Cinematica del agua

Recordando lo aprendido en la Materia Fisica |, se podran contestar las siguientes preguntas que
se refieren a cinematica de una particula en movimiento.

¢ Qué es y qué estudia la cinematica? ;Qué es la velocidad? ;Qué es la aceleracion? ;Cuales
son las variables que se estudian en la cinematica?

Recordando esos conceptos, es posible decir que la cinematica estudia el movimiento de una
particula sin tomar en cuenta las fuerzas que lo originan, ni las masas que intervienen.

Para empezar con el estudio analitico del movimiento del agua es necesario definir primero el
concepto de CAMPO DE FLUJO: que es cualquier region del espacio donde existe fluido en
movimiento y donde pueden determinarse magnitudes fisicas tanto escalares, vectoriales como
tensoriales.

La velocidad es una magnitud vectorial, que en los fluidos resulta distinta entre particula y
particula, y puede expresarse como una funcion del espacio y del tiempo:V = f(x; y; z; t)

Para el estudio del movimiento de las particulas liquidas referidas a una terna cartesiana de
coordenadas, existen dos métodos: el de Lagrange y el de Euler

A continuacion, se detallan ambos.

1.1. Método de Lagrange

Joseph-Louis Lagrange, (25 de enero de
1736, Turin - 10 de abril de 1813 en Paris)
fue un fisico, matematico y astronomo
italiano que después vivid en Prusia y
Francia. Lagrange trabajo para Federico Il
de Prusia, en Berlin, durante veinte afios.
Lagrange demostré el teorema del valor
medio, desarroll6 la mecanica Lagrangiana
y tuvo una importante contribucion en
astronomia.

[
1736 IAGRANGE 1813

Este método estudia el movimiento de las particulas a través del tiempo, mientras recorren una
trayectoria en el espacio, es decir que, estudia sucesivas posiciones de una determinada
particula a través del tiempo.
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Para interpretar este método, se adopta un sistema de ejes cartesiano (X, y, z) y se refiere la
posicion de la particula a través del vector de posicién r.

iz

\.

Figura 2.1

En funcion de la Figura 2.1 se puede responder a la siguiente pregunta: ¢;cual es el vector que
identifica el instante t,, 0 sea, la posicion inicial de la particula, y cuales son sus variables
independientes?

La particula en su posicién inicial, es decir en t,, estara identificada por el vector posicion 7y,
que sera: 7y = (xq; Yo; Zo), O S€a, que la posicion inicial de la particula es una funcién de las
coordenadas(xg; yo; Zo)-

Cuando pasa un tiempo t, la particula queda posicionada por el vector 7, siendor = (x; y; z), 0
sea una funcion de (x; y; z).

Si se determina la nueva posicion de la particula en funcion de la posicion inicial 7 y del tiempo
transcurrido a partir de t,, se tendra un vector posicion ¥ que es funcion de: ¥ = r (rg; t — tg), O
sea que es una funcion de la posicion inicial de la particula y del tiempo transcurrido. Lo que
puede expresarse segun las componentes X; y; z de la terna cartesiana de la manera siguiente:

x = x(x9;y0; Zo; t — tg)
y = y(xo; ¥o; Zo; t — to)
z = z(xg; Yo; Zg; t — tp)

Si transcurre un At, la nueva posicién quedara identificada por el vector ¥ + Ar, de coordenadas:
(x+Ax;y+ Ay; z + Az).

Para expresar la funcion velocidad instantanea, se tiene en cuenta que la velocidad es un vector
con cualquier orientacion en el espacio, y se lo puede descomponer en las tres direcciones de
los ejes cartesianos (x; y; z). La componente segun el eje x se denomina con u, la componente
segun el eje y se denomina con v, y la componente segun el eje z se denomina con w. De modo
que la suma vectorial de u, v y w, resulta ser el vector V=u+v + w.

Las componentes (u; v; w) pueden calcularse en funcién de la proyeccion del espacio recorrido
en cada uno de los ejes considerados: la variacion de la posicion de la particula en el eje x es
dx, mientras que en el eje y es dy, y por ultimo en el eje z es dz. Por lo tanto, y considerando
que la velocidad conceptualmente es la variacion del espacio en el tiempo, las componentes
mencionadas se calculan como sigue:
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At—0 At ot

En el Método de Lagrange la velocidad de una particula queda expresada por las derivadas
parciales de las coordenadas con respecto al tiempo, porque la velocidad depende de la posicion
inicial y del tiempo.

Si se quiere expresar la velocidad instantanea, el espacio esta dado por la variaciéon del vector
posicion 7 de la particula en el tiempo, la expresion matematica sera:

(2.2)

Como puede observarse en la Figura 2.1, la variacion del vector posicion A7 tiende a ser tangente
a la trayectoria, y por lo tanto el vector velocidad V, resulta también tangente a ella.

Con respecto al campo de las aceleraciones, considerando que, conceptualmente hablando, la
aceleracion es la variacion de la velocidad en el tiempo, y recordando que también es un vector,
por tanto, también se lo puede proyectar sobre los ejes (X,y,z), y obtener las componentes sobre
el eje x como ayx, la componente sobre el eje y como ay y sobre el eje z, a.. Las ecuaciones de
las componentes de la aceleracion son las 2.3.

. Au ou O°x
a, =lim—=—=
a0 Af Ot O
2
a, = lim Y = _0Y (2.3)
Toa0At Ot Ot
 Aw  ow 0%z
a. = lim— —

1.2. Método de Euler:

Leonhard Paul Euler (Basilea, Suiza, 15 de
abril de 1707 - San Petersburgo, Rusia, 18
de setiembre de 1783), conocido como
Leonhard Euler, fue un matematico y fisico
suizo. Fue el principal matematico del siglo
XVIII'y uno de los mas grandes y prolificos
de todos los tiempos.

Trabajo con los dos hijos de Johann , e —
Bernoulli, Daniel y Nicolas, en la Academia 7 i wa | 720 "N\ | Senroro
de las ciencias de Rusia en San ' . :‘ o [Evenitn
Petersburgo. También fue miembro de la i . | ;
Academia de Ciencias de Berlin.

Alumno destacado: Joseph-Louis de - o ' \ i
Lagrange. v Vg gl LIS

A diferencia del método anterior, éste toma un punto fijo de la corriente y estudia las velocidades
de las infinitas particulas que pasan por él en un tiempo t.

Tendremos entonces que el vector posicidn es una funcion de tres variablesr = 7(x; y; z), y por
lo tanto la velocidad que conceptualmente es la variacion del espacio en el tiempo, tiene cuatro
variable independientes, tres del espacio y el tiempoV = V(r;t), obienV =V(x;y; z; t).
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Como puede observarse en la Figura 2.2, por el punto cuyo vector de posicion es 7, pasaran
numerosas particulas con distintas velocidades V.

A 2
?—‘T g=wlrt)
-
|
/ ‘ ,,vm/«, A X;
X
Y
Figura 2.2

Recordando que la velocidad V se puede descomponer segun los ejes coordenados: X; y; z; se
obtienen las componentes %, ¥ y w. De modo que las componentes son funciones de cuatro
variables independientes, tres corresponden al espacio y la cuarta es el tiempo.
Vx =u=u(x,y,z,t)
Vy=v=v(x,y,z,1) (2.4)
Vz=w=w(x,y,z,t)
Si se diferencian las tres componentes (u; v; w), recordando que para obtener el diferencial total

de una funcién se suman las derivadas parciales de la funcion respecto de cada variable, se
obtienen las Ecuaciones (2.5), Dominguez (1999).

du = a—ua’l‘+a—udx+a—udy+g—udz
4

ot ox oy
dVZth+@dx+@dy+@dz (2.5)
ot ox oy oz

dw = a—Wdt+a—wdx+a—wdy+a—wdz
ot ox oy oz

La componente de la aceleracion en el eje x, ax, se obtiene como la variacion de la velocidad en
ese eje respeto del tiempo(du/dt), al ser la velocidad u = u(x;y;z; t) la derivada total de la
funcion es la suma de las derivadas parciales de la misma respecto de cada una de sus variables.
De idéntica manera se puede extrapolar a los otros dos ejes. Y teniendo en cuenta las
Ecuaciones (2.4), se puede obtener las Ecuaciones (2.6) siguientes, Dominguez (1999):
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du Ou Ou Ou  Ou
a =—=—+—u+—v+—w
Y odt o ox oy oz

dv ov ov Ov  Ov
a,=—=—+—u+—v+—w
Yoodt ot ox Oy oz

_dw_5w+6w ow _ ow

a, =—=—+—u+—v+—w
dt ot Ox oy oz

Considerando que X, y, z no dependen de las condiciones iniciales, son sélo funciones del tiempo,
las derivadas son totales.

¢Como se podria relacionar un sistema con otro?

Un ejemplo muy simple puede demostrar la relacion entre ambos, y es el siguiente. Cuando un
observador se sitda en un automovil que esté circulando por la Calle San Martin el estudio del
movimiento de dicho vehiculo a lo largo de su trayectoria (Calle San Martin), es decir, a lo largo
de las sucesivas posiciones del mismo, se realiza a través del Método de Lagrange, en el cual
se elige una particula y se estudia el comportamiento de la misma a través de su trayectoria.

Mientras que, si en lugar de que el observador se mueva, el observador esté fijo y ubicado en un
punto, por ejemplo, la interseccion de calles San Martin y Sarmiento, y el mismo estudia las
infinitas particulas, o vehiculos para el caso del ejemplo, que pasan por ese punto. Esta es una
aplicacion del uso del Método de Euler para el estudio del movimiento.

Se introduciran algunos conceptos que seran de mucha utilidad en el desarrollo de este tema.
Lineas caracteristicas de los movimientos.

Lineas de corriente o de flujo: Es toda linea trazada idealmente, de manera que la tangente
cada uno de sus puntos proporciona la direccion del vector velocidad. Por lo tanto, son las
envolventes de los vectores velocidad de una particula. Estas lineas pueden ser convergentes,
divergentes o paralelas, pero nunca cortarse, ya que implicaria que un punto posee dos vectores
velocidad, y eso representa una discontinuidad en el liquido perfecto que estamos estudiando.

Trayectoria: Es el camino que en el espacio y el tiempo recorre una particula, o también el lugar
geomeétrico ocupado por las sucesivas posiciones de una particula en el tiempo. La trayectoria
interpreta el movimiento segun el Método de Lagrange.

Tubo de flujo: Es el conjunto de lineas de corriente que pasan por una seccion transversal
determinada, constituyendo una superficie cilindrica o conica en el espacio, y que encierra una
porcion de volumen de liquido de magnitud diferencial (dVol). Figura 2.3.

Por lo anterior, es un volumen cilindrico que esta limitado por cierta cantidad de lineas de
corriente distribuidas en la superficie lateral del cilindro. La variacion de la velocidad en su interior
es despreciable.

Figura 2.3 Tubo de flujo
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Filete: se lo define como el lugar geométrico de los puntos que ocupan las particulas que han
pasado, estan pasando y pasaran por un punto determinado del espacio, a través del tiempo. Se
lo suele designar en la bibliografia como “lineas de humo”.

Para una mejor comprension, si suponemos que todas las particulas que han pasado por un
punto tienen un color caracteristico, y que en un instante tomamos una fotografia del
escurrimiento, en ella se distinguiran las particulas coloreadas en la posicion correspondiente al
momento en que fueron fotografiadas. Uniendo las posiciones instantédneas, se determina un
filete liquido.

En un analisis considerando que las condiciones son constantes en el tiempo, los conceptos de
linea de corriente, trayectoria y filete coinciden en el espacio.

Corriente liquida: es un conjunto de tubos de flujo, de modo que se puede considerar que un
conjunto de volumenes diferenciales (dVol) forman un volumen discreto AVol, y éste ultimo forma
una corriente liquida en movimiento.

1.3. Tipos de escurrimiento

Los distintos tipos de escurrimiento que se pueden presentar se clasifican de distintas maneras
a saber, Sotelo Avila (1997):

Clasificacion segun el comportamiento de las corrientes: segin el comportamiento se
definen dos tipos de movimientos: Movimiento Permanente y Movimiento Impermanente.

Esta clasificacion surge en funcién de las variaciones o no de las caracteristicas del escurrimiento
tales como velocidad, caudal, altura de agua, en el espacio y en el tiempo.

Movimiento Permanente es aquél en el que los parametros del escurrimiento no varian a lo largo
del tiempo, es decir son constantes. Pero pueden ser variables o constantes en el espacio, y es
entonces que dentro del Movimiento Permanente, pueden existir dos tipos: Movimiento
Permanente Uniforme(MPU): cuando los parametros no varian ni en el tiempo ni en el espacio,
es decir que, no hay variables independientes; y Movimiento Permanente Variado(MPV): cuando
no hay variacion de los parametros hidraulicos en el tiempo, pero si existe modificacion de los
mismos en el espacio, y por lo tanto hay una variable independiente, que es el espacio.

Movimiento Impermanente (Ml): varian los parametros hidraulicos en el tiempo y en el espacio.
Y a su vez se puede clasificar en Movimiento Lentamente Impermanente (MLI): cuando existe
una baja velocidad en la variacion de los parametros hidraulicos en el tiempo. Movimiento
Rapidamente Impermanente (MRI): cuando la velocidad de variacion de los parametros
hidraulicos es alta.

Esta ultima clasificacion es muy Util para simplificar el estudio del MI, ya que si se trata de un MLI
puede casi asimilarse a un MPV.

Clasificacion segun la fuerza predominante en el movimiento: segun este criterio se pueden
distinguir dos tipos de corrientes liquidas: Corrientes abiertas y Corrientes cerradas.

Las Corrientes Abiertas son aquéllas que presentan altura de agua en contacto con la presion
atmosférica, y pueden tener una conduccion de seccion transversal de escurrimiento abierta o
cerrada. Este ultimo es el caso de las secciones de las alcantarillas de desagiie de las rutas y
caminos que tienen seccién transversal con un perimetro cerrado, pero la seccion no esta
totalmente llena de agua, la altura de la misma es menor que el diametro y esta en contacto con
la presion atmosférica.
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Figura 2.4 Corrientes abiertas

Las Corrientes Cerradas son aquéllas que se desarrollan en secciones transversales cuyo
perimetro esta totalmente cerrado, y el fluido moja totalmente a éstas. El escurrimiento tiene una
presion de trabajo mayor que la presion atmosférica.

s N

Figura 2.5 Corriente cerrada

Clasificacion segun el tipo de escurrimiento: segun el tipo de escurrimiento los movimientos
se pueden clasificar en: Movimiento Laminar y Movimiento Turbulento.

El Movimiento Laminar es aquél que presenta escurrimiento ordenado, de lineas de flujo
paralelas, que s6lo se da en el caso de bajo caudales y velocidades pequefas, y en el cual
predominan las fuerzas tangenciales producto de la viscosidad del agua por encima de las de
gravedad.

El Movimiento Turbulento es aquél que se presenta cuando el escurrimiento es desordenado con
trayectorias tortuosas, existe pasaje de particulas de un tubo de flujo a otro, y en el cual
predominan las fuerzas tangenciales debidas al frotamiento del agua con las paredes de la

tuberia y entre tubos de flujo entre si.
/ﬂﬁ/‘o-s
w

Figura 2.6 Movimiento laminar (izquierda) — Movimiento turbulento (derecha)

YyYyvyvy

Clasificacion segun el comportamiento de las particulas liquidas: segun el comportamiento
de las particulas liquidas en el espacio y en escurrimientos de liquidos perfectos, puede hablarse
de Movimientos Rotacionales o Movimientos Irrotacionales.

El Movimiento Rotacional se produce cuando las particulas liquidas poseen componente de la
velocidad que produce una rotacion alrededor de su centro de gravedad.
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Mientras que es Movimiento Irrotacional cuando dichas particulas no rotan alrededor de su centro
de gravedad.

Clasificacion segun el comportamiento en el espacio: segun el comportamiento en el
espacio, el movimiento del agua se puede clasificar en: Movimiento Tridimensional, Movimiento
Bidimensional y Movimiento Unidimensional.

El Movimiento Tridimensionalse produce cuando los parametros hidraulicos varian en el espacio,
es decir que existen gradientes de los mismos en las tres direcciones (x; y; z).

El Movimiento Bidimensional se produce cuando dichas variaciones se verifican en dos
direcciones unicamente, es decir, en un plano, que puede ser: (x; z) o (y; z).

El Movimiento Unidimensional se produce cuando las variaciones de las magnitudes hidraulicas
se verifican a lo largo de una direccion, que coincide con la direccion del escurrimiento.

Clasificaciéon segun las condiciones hidraulicas: segun las condiciones hidraulicas, los
escurrimientos se pueden clasificar en: Régimen de Rio o Subcritico, y Régimen de Torrente o
Supercritico.

El Régimen de Rio o Subcritico es aquél en el cual la velocidad de escurrimiento resulta menor
que la velocidad critica (que es la que corresponde a la canalizacion cuando ésta se conduce
con la minima energia), y ademas la altura de agua es mayor que la altura critica. Predomina la
energia potencial sobre la energia cinética, y tiene un comportamiento mas tranquilo y estable
que el de torrente.

El Régimen de Torrente o Supercritico es aquél en el cual la velocidad de la canalizacion resulta
mayor que la velocidad critica, y la altura de agua menor que la altura critica. Predomina la
energia cinética, y por lo tanto su comportamiento es mas inestable que el anterior.

1.4. Campo de velocidades

En funcion de los conceptos ya vertidos anteriormente se comenzara a analizar las magnitudes
hidraulicas puestas en juego dentro de la cinematica del agua, usando el Método de Euler.

La finalidad de este analisis es determinar la expresion analitica que interprete las variaciones
que tiene la velocidad en un campo de flujo, es decir, cuando se pasa de un punto a otro en el
espacio.

La expresion general de la velocidad, segun se analizé en el punto 2.2., esta dada por una funcién
cuyas variables son el espacio en sus tres dimensiones y el tiempo, o sea, con cuatro variables
independientes: V = V(x; y;z; t). Si se analiza dicha funcion en un instante determinado, la
misma queda reducida a V = V(x; y; z).

Observando la Figura 2.7, y considerando dos puntos en el espacio: A y B, conociendo el valor
de la velocidad en A, a través de sus componentes, se determinara la velocidad en B.

Referido a un sistema de tres ejes de coordenadas y llamando a las componentes de la
velocidad: u, vy w, la componente en el eje xesu,enelejeyesv,yenelejezesw.

Para encontrar la velocidad instantdnea V se realiza la suma vectorial de sus componentes en

cada uno de los ejes coordenados, de la manera siguiente: V =u +v +w
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w+dw

Vtdv
ﬂ:_/ﬁ-d\/:\_/ +dV

v

Figura 2.7

La variacion de la velocidad V en el espacio, desde el punto A hasta el punto B, estara dada por
la variacion de sus componentes respecto del espacio recorrido (X; y; z,): du/dx, ou/dy, du/oz,
dov/ox, dv/dy, dv/dz, ow/dx, dw/dy, Ow/0z.

Conocido el valor inicial de la velocidad V en el punto A e igual a Va, en el punto B se incrementara
respecto de A un valor dV, y expresandolas en funcion de sus componentes en los tres ejes
(u; v; w), y teniendo en cuenta que se trata de vectores, el incremento de velocidad dV también
resulta ser la composicion vectorial de tres componentes: (du, dv, dw). Luego:

Vy=V,+dV =V+dV — Pero>V =ii+v+Ww (2.7)
Entonces:
iy =0 +di
Vy=t,+V,+W, =1V, =v+dv (= dV =di+dv+dw (2.8)

W, = W+ dw

El vector Vs se puede expresar como:

Vy=ty+v,+wy, =u+du+v+dv+w+dw=u+v+w+du+dv+dw 29
H—/ T (.)

<~

Si se desea expresarla en funcion de las componentes en cada eje, recordando las Ecuaciones
(2.5), el vector de variacion de velocidad, dV, queda expresado a través de nueves sumandos.
Las ecuaciones seran:

U —u+du—u+a—dx+a—udy+a—udz

Ox Oy 0z
V, =V +dv= i+ P s Dy s Vo SV, =i+v+w+dV =

Ox oy 0z %

Wy =w+dw= w+a—dx+a—wd +a—wdz
ox oy oz

dV = a_”d +a_”d +6 dz @dx+@dy+a dz +a—wd +a—wd +a—wdz (2.10)
ox oy oz ox oy oz ox oy oz
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La Ecuacion (2.10) representa el caso mas general de escurrimiento, en que las componentes a
derivadas parciales tienen valor distinto de cero.

Se podrian analizar casos particulares de acuerdo a cuales son las componentes distintas de
cero de los nueve sumandos del dV.

A continuacién, veremos algunos ejemplos mas sencillos, considerando siempre la ecuacién mas
genérica, la cual es:

17=ﬁ+\7+Vv+a—udx+a—udy+a—udz+@dx+@dy+@dz+a—wdx+a—wdy+a—wd2 2.11)
Ox oy oz Ox oy 0z Ox oy oz

Liquido en reposo: los 12 sumandos de la expresion de la Ecuacion (2.11), son nulos. Es decir
que no existe componente de velocidad, y por lo tanto no hay cambio en la posicién de la
particula.

Traslacién pura: en este caso, los tres primeros sumandos son los Unicos distintos de cero,
mientras que no hay incremento de los vectores velocidad componentes de V, o sea que se esta
en presencia de un movimiento de liquido cuyas caracteristicas son constantes en el espacio y
en el tiempo (MPU).

Si se toman 4 puntos del sistema que conforma un rectangulo en el plano o un paralelepipedo
en el espacio, tal como muestra la Figura (2.8):

| WA
Wi AW
DV C| @
// - .
Tl \/ ‘U/ \\/
dz \ ‘\
wy D'\ “ \\ G
A V\ B v \\/ -
U \/ v U\ Y
ax \ \
\ P |
X A= Y-
V V
Figura 2.8

Los puntos A, B, C, D se ubican por traslaciéon en A', B', C' y D'. El rectangulo formado por las
particulas que ocupaban una posicion ABCD, en otro instante se ubican en una posicion paralela
a la anterior, por lo que no se habra experimentado ninguna deformacion, ni cambio de tamaiio,
so6lo una traslacion pura.

Deformacion lineal pura: en este caso las Unicas derivadas distintas de cero son aquéllas que
estan contenidas en el eje correspondiente, o sea v respecto de y, w respecto de z.
ov ow

—#z0A—=0
oy oz
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En la Figura 2.9 se observa que el paralelogramo se ha trasladado w dt hacia arriba, y v. dt hacia
la derecha, esto corresponde a la traslaciéon pura. Pero también se ha dilatado, porque existen
las variaciones de las componentes en los ejes respectivos, y esas variaciones de velocidad en
el tiempo también producen traslado de particulas, la Ecuacion (2.11) queda:

7=+ Ly P
oy oz
Una vez trasladado desde ABCD hasta A'B'C'D’, se deforma en el plano zy, porque tiene
incrementos de velocidad en cada uno de dichos ejes (eje z - eje y). Dando lugar a los puntos

D”, C” y B”. La distancia entre D’y D” esta dada por el espacio recorrido por el incremento de
velocidad del eje z en el tiempo dt, y lo mismo para la distancia entre B’y B”.

dw dz dt
Z v dt Oz
DII C”
D' C
Ov dy dt
D G Oy
BII
| |
A B w dt
A B Y
Figura 2.9
Las deformaciones lineales de cada lado (AB, AC) seran:
D'D"= a—Wa'zdt =>Az=dz= a—Wdzdt
Z Oz

o (2.12)
B'B"= @dydt =>Ay=dy= o dydt
Oy y

La deformacion es la variacion de la longitud de los lados del cubo, en los tres ejes coordenados
(x;y; 2).

Ax=dx= @dxdt
Oox
Los valores de velocidad de deformacién seran:
ﬁ = a—Ma’x
dt Ox
b _ov
dt Oy
% = a—Wafz
dt Oz

Si llamamos deformacion especifica a la relacion entre la deformacion y la longitud inicial:

&g = Al/l, se puede expresar de la siguiente forma:
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ou ov ow
g =—di=>e =—di=>e =—dt (2.13)
ox oy 0z

En tanto que las velocidades de deformacion especifica resultan como la deformacién especifica

en la unidad de tiempo:
ue, =L —yve =L e =2 2.14
X a y ay z a ( . )

Si cada uno de estos gradientes resultan positivos, se tendra un alargamiento o dilatacion,
mientras que si son negativos se tendra un acortamiento o contraccion.

Rotacion en su plano: en este caso no resultan nulos:

a—w;«éO/\@;ﬁO

Y Z
Existe rotacion cuando la cara del paralelepipedo rota sin deformarse o sea que las aristas
cambian de orientacion en angulos iguales y del mismo signo.

Z.

4 By dz dt
0z
CIII
N
ol 4\
¢ D’ \ &
dY BIII
L Ow dy dt
ap Oy
Au / BII ‘
v dt w dt
! >
dy = dp Y
Figura 2.10

Deformacién angular simple: tiene lugar cuando las aristas del paralelepipedo cambian de
direccién, girando angulos iguales, pero de sentido contrario. Esto se observa en la siguiente

figura:
% A
D' o
D ¥ e =
7 ]/
T /'I /
N/ /
// A fffff = BI
A fap B
dy = - dp Y
Figura 2.11
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Desplazamiento completo: un movimiento sin restricciones de una masa liquida puede
considerarse como la suma de la traslacién, la deformacion lineal, la deformacién angular y la
rotacion.

Entonces en un punto A de coordenadas (x,y,z), la particula fija su posicion inicial, y luego de un
tiempo t la misma particula ocupa la posicién de otro punto A" de coordenadas (x+dx, y+dy,z+dz).
Se puede admitir que en el punto A las componentes del vector velocidad instantanea V son
u,v,w, mientras que en A" dichas componentes se ven incrementadas en u+du, v+dv, w+dw, y
se puede decir que: Va=Va + dV, y las componentes de la velocidad en A" seran:

u+du= u+a—dx+a—ud +a—udz

ox Oy oz

v+dv= v+a—dx+@d +@dz (2.15)
ox Oy Oz

w+dw= W+a—dx+a—wd +6—dz

Ox Oy oz

En el tiempo (t+dt) el punto A tendrd como coordenadas:

X +dx +udt
y+dy+vdt
z+dz +wdt

Mientras que las coordenadas del punto A" son:

x+dx+udt+(g dx+a—udy+a—ud jdl

oy oz
y+dy+vdt+ v dx+@dy+a—dz dt (2.16)
Ox oy 0Oz

z+dz +wdt + ow —dx +a—wd +a—dz dt
Oox Oy Oz

A continuacién, comenzaremos a estudiar el campo de las aceleraciones, es decir, que de la
misma manera que vimos las expresiones para las velocidades, estudiaremos las aceleraciones.
1.5. Campo de aceleraciones

Recordando el concepto de aceleracion, que es la variacion de la velocidad con respecto del
tiempo, aplicandolo del campo de Euler en el cual la velocidad resulta una funcion de (x; y; z; t),
podemos obtener la velocidad a través de la siguiente expresion:

_dv _or anx+any oV dz
dt az dx dt dy dt dz dt

ocal

a
total a,

convectiva

Aceleracion Total= Aceleracion Local + Aceleracion convectiva

En la aceleracion local, la variacién de la velocidad no proviene del cambio de posicién de la
particula, sino de la variacion de la velocidad en la posicion ocupada por la particula cuando
transcurre el tiempo. La aceleracion local es la que provoca la variacidon en el modulo del vector
aceleracion.

La aceleracion convectiva provocara la variacion en direccion y sentido del vector aceleracion.
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La aceleracion se puede descomponer en sus 3 componentes sobre X, y, z.
_du Ou Ou Ou  Ou

a,=—=—+u—+v—+w
dt ot ox oy 0z

B . -

Yodt ot ox Oy Oz 2.17)

_dw_ow Ow Ow 0w

_— y— _

a,=—=—+u
T odt ot ox Oy 0z

Segun exista 0 no la aceleracion local tendremos: ajecai = 0, movimiento permanente y aiocal # 0
movimiento impermanente.

En cuanto a la existencia o no de la aceleracion convectiva: aconvectiva = 0, movimiento permanente
y uniforme y aconveciva # 0, movimiento permanente variado.

¢, Como se analizan las componentes del vector velocidad?

Cuando se presentan vectores velocidad con distintos maédulo, direccion y sentido, estamos en
presencia del movimiento impermanente.

Mientras que, si el sentido y direccion del vector velocidad permanecen constantes, y el mismo
presenta modulos variables, estamos en presencia del movimiento permanente variado. De la
misma manera podemos decir que es movimiento permanente variado cuando el médulo y
sentido resultan constantes, pero no asi la direccién del vector velocidad.

Y, por ultimo, cuando el vector velocidad tiene médulo, direccidn y sentido constantes, entonces
el movimiento es permanente y uniforme.

Aceleracion en la terna intrinseca: en cada punto de una linea de corriente (curva) se puede
distinguir una direccion tangente a la misma que se indica con la letra T, y una direccién normal
a la tangente que se indica con la letra N, que junto con la anterior definen el plano que contiene
a la linea de corriente, y una tercera direccion que se llama binormal y que resulta normal al
plano formado por la tangente y la normal, y que se indica con la letra B (Figura 2.12). Asi queda
conformado un nuevo sistema de referencia, de modo que cualquier punto de la curva se puede
referir a este sistema local de coordenadas.

Donde:

~
Il
=)
Il
|~
[se)
Il
~3)
)

Kl
B

Si T es el versor tangente que tiene la direccién y el sentido del vector de velocidad V, se puede
escribir que:

V=vT

¥ 7s Y

Bit) L

J.z.
"‘--\.\___

Figura 2.12
Como la aceleracion resulta de la derivada de la velocidad en el tiempo:
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a=vV=VT)y=vT+VvT

Utilizando la expresion de la curvatura de flexién o curvatura principal:

=

K= H =@ puede despejarse ||T’|| = K V y recordando la expresion del versor normal resulta:
T =|T||N=KVN
Reemplazando en la ecuacion de la aceleracion:

a=V T+KV?N
En la ecuacion puede apreciarse que la aceleracion tiene dos componentes (ambas en el plano
de la linea de corriente), es decir:

a= aT+a,N (2.18)

Figura 2.13

No hay componente en la direccion de la binormal B. La componente tangencial mide la variacion
en el modulo de la velocidad y la normal en su direccién y sentido.

Pero también se puede obtener el vector aceleracion como la suma de las derivadas respecto

de la longitud de curva “s” y del tiempo “t”, quedando la ecuacion siguiente:

2 2 2
dv._ov di a@_a_m_VV_a_mia(V):a{a_Vm(V )}:J_N

_:__+_ = =
dt ot dt Os gL ot Os ot 2 Os ot 2 Os r
14

2. Hidrodinamica del agua
2.1. Ecuaciones fundamentales de la Hidrodinamica

Se pretende obtener las ecuaciones fundamentales de la hidrodinamica, para lo cual se recurre
a las ecuaciones de la aceleracion de Euler (2.17):

du ou ou ou ou
=—= +v—+

a, =—=—+u— w—
Yodt ot ox oy Oz
_dv_ov ov Ov v

a =—=—+uUu—+v—-=+w
Yoodt ot ox oy oz
_dw _ow ow  ow ow

a =—=—+u—+v—+w—
dt ot ox Oy Oz

(2.19)

A su vez, las ecuaciones de la hidrostatica o sea las Ecuaciones de Euler para liquidos en
reposos son:
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Py +X=0
ox

oP,

——+Y =0
oy
oP,
0z

(2.20)

+Z=0

Si el liquido esta en movimiento, las fuerzas por unidad de volumen del primer miembro se
igualan a las fuerzas por unidad de volumen que producen el movimiento, considerando el
segundo principio de la mecanica F=m x a; las ecuaciones quedan:

oF, +X =0a,
ox ’

oP

~+Y =0ua,
oy ’
oF, +7Z=0a,
0z

(2.21)

Es decir, que existe una componente de fuerza en cada eje igual al producto de la masa por
unidad de volumen por la aceleracién correspondiente.

Reemplazando los valores de ay, ay, a, las ecuaciones se transforman en:

OP,
ox

OP

oy
oP,
Oz

+X=§[—+u—+
L +Y:§(—+u—+v—+w

+Z=§[—+u—+v—+

ou ou Ou Ou
V—Fw—
ot ox Oy oz

ov ov ov 8vj
— (2.22)

oy oz
ow ow  ow ij

ot ox

W —
ot Ox oy 0z

Estas son las ECUACIONES DE LA HIDRODINAMICA obtenidas a partir de las Ecuaciones de
la Hidrostatica, pero este sistema es de 3 ecuaciones y tiene 4 incognitas (p, u, v, w).

La cuarta ecuacion se obtendra a partir de la condiciéon de incompresibilidad (liquido perfecto),
es decir, la invariabilidad de volumen o sea la Ecuacién de la Continuidad.

2.2. Ecuacion de la continuidad.

Suponemos un paralelepipedo diferencial ubicado a través de las coordenadas X, v, z.
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T 0+8U dx
5 > 2 Ox
/
/4
/ 4 /// 5
/// X // ?
/// y v /

rd X V+5Y dy ’ W
Y o

Figura 2.14
En el centro de gravedad del elemento, la velocidad tiene proyecciones u, v, w.

El volumen que circula en direccion de u entrara por la cara 1y saldra por la cara 2, y como es
un liquido incompresible, lo que ingresa es igual a lo que egresa.

El producto de la velocidad por el area sera el volumen por unidad de tiempo que esta pasando
por esa seccién transversal.

Volumen de ingreso: Ingreso = udzdy
Oou
Volumen de egreso: Egreso=|u +8—dx dzdy
X

Debido a la incomprensibilidad del agua: Volumen de egreso — Volumen de ingreso =0

a_u
Oox

(u + a—udz}l’zdy —udzdy=0= ou dzdxdy=0=—=0
ox ox

v
En forma analoga: %

w
Z_o
0z

Se puede expresar en forma definitiva, la ECUACION DE LA CONTINUIDAD como:

5_U+5_V+5_W_0 2.23
ox oy oz (2:23)

Esta es la cuarta Ecuacién que sumada a las otras tres, conforma un sistema de ecuaciones
valido para la hidrodinamica en un liquido perfecto.

2.3. Fuerzas intervinientes.

A diferencia de la Cinematica, la Hidrodinamica estudia el movimiento de los fluidos teniendo en
cuenta las fuerzas intervinientes, ya que son estas las causas que lo producen. Las fuerzas
pueden agruparse en:

¢ Fuerzas de superficie debidas a: presion (Fp), viscosidad (Fu)y tension superficial.
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é Fuerzas de masa debidas a la accion de la gravedad (Fm)y la inercia (Fi).
& Fuerzas Elasticas debidas a la compresibilidad del fluido.

Si se desprecian las fuerzas debidas al trabajo de deformacion elastica y las fuerzas de energia
superficial, la ecuacién de equilibrio dinamico resultaria:

Fm+Fu+Fp—-Fi=0

Es decir, las fuerzas de masa mas las fuerzas de viscosidad mas las fuerzas de presion deben
ser igual a las fuerzas de inercia.

2.4. Teorema de Bernoulli.

Recordando las ecuaciones fundamentales de la hidrodinamica:

oF, +X =¢a,
ox

oP,
@;+Y:&@ (2.24)

aPZ+Z:5a

z

Z
Y la ecuacién de la continuidad:
ou ov ow
—t—t—=

ox oy oz (2.29)

Si se estudia un Movimiento Permanente, las variables son constantes en el tiempo, y por lo
tanto todas las derivadas parciales respecto del tiempo son cero.

Si se toman las Ecuaciones 2.24, y se multiplican por dx, dy, dz a cada una de ellas,
reemplazando el valor de ax, ay, a;, se obtienen las expresiones siguientes:

oF, dx+de:5(a—u+ua—u+v8—u+wa—ujdx

Ox ot ox oy 0z

oP
—~dy+Ydy =9 @+u@+v@+w@ dy
Oy o Ox Oy oz

o, dz+Zdz =0 6_w+u8_w+vc’5_w+wc’5_w dz
oz ot ox oy oz

Si remplazamos u, v, w, con sus expresiones respectivas obtenemos:

deou,  dyou, . dsou j

o dx+——dx

X+
dt Ox dt oy dt o0z
dt ox dt oy dt oz
dedw ,  dvow,  dzow j

o Iz +——dz

di ox o di oy di ez

Luego reagrupando las derivadas nos queda:
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1) a—uuabc + a—uudy + a—uudz = oudu
Ox oy oz
1) @vdx+@vdy+ @vdzj = ovdv
X oy oz
1) a—Wwa’x +a—wwdy +a—wwdz = owdw
Ox oy oz

Reemplazando en las ecuaciones originales:

oF, dx + Xdx = oudu
Oox

OP,
—~dy + Ydy = évdv
oy

oF, dz + Zdz = Swdw

Z

Si sumamos miembro a miembro:

oP
ok, dx +—=dy + oF, dz + Xdx + Ydy + Zdz = &(udu + vdv + wdw)

ox ay oz

dp
dp + Xdx + Ydy + Zdz = §(udu +vdv + wdw)
Considerando que el vector velocidad instantanea V es la suma vectorial de sus componentes:

u, vy w, podemos considerar el cuadrado de la velocidad instantanea, aplicando el Teorema de
Pitagoras en el espacio, como un escalar de la siguiente manera:

— -

V=utviw= V2 =1+ +w’
d(V2)= 2(udu +vdv + wdw) = %d(Vz): (udu + vdv + waw)

Remplazando queda:

oP
oF, dx + ydy+apz dz+de+Ydy+Zdz=5(ld(V2)j
Ox oy 0z 2

dp

dp + Xdx +Ydy + Zdz = 5(udu +vdv+ wdw)

La unica accion es la gravitatoria y el eje z es ascendente, por lo tanto, el valor de las fuerzas
masicases: X=Y=0 ; Z=-3g

Por aplicacién, debe cambiarse el signo de p:
1
—dp—ogdz = 5(5d(V2)j
Integrando a lo largo de la linea de corriente, que en el movimiento permanente son coincidentes:

—p—08z= 5%1/2 + constante

Pagina 21 de 72



FACULTAD DE INGE[\IIERiA - UNCUYO
ASIGNATURA: HIDRAULICA GENERAL
CARRERA: INGENIERIA CIVIL UNIDAD I

p+5gz+§%V2 = constante

Dividiendo por y (peso especifico) y despejando la constante:
1

E + % + é_V
yov o r2

2 = constante

1 )
P + z+—V? = constante = Bernoulli

/4 2g
2

zZ+ P +— = constante = Bernoulli (2.26)
y 2g

La Ecuacion 2.26 es el TEOREMA DE BERNOULLI para liquidos perfectos y valido para una
linea de corriente.

Interpretacion energética del Teorema de Bernoulli: si se observan cada uno de los términos
de la ecuacioén precedente, se aprecia que las unidades son de longitud [L ]; es decir que tienen
unidades de energia por unidad de peso [F L / F ]. Los términos se interpretan de la manera
siguiente:

Z: representa la energia potencial por unidad de peso referida a un plano de comparacion.

- = [£.Potencial] = {f‘égg } =[]

p/ vy = representa la energia de presion por unidad de peso

f = [E.Presion] = [% =[n]=1]

V2 / 2g = representa la energia cinética o de velocidad por unidad de peso

Y- <lprecind<| 42| 2] L)

2.g Mg g T> L
Z A
v Ve ‘
T@ Linea piezométrica o 2@

o —
—

T EZ Ve

T Yy —"

Vi
1]
Linea de cornente

Z) Z2
Plano de referencia

@ @

Figura 2.15

=-<’:U

Xy
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De esta manera, graficamente se observa la constancia energética del Teorema de Bernoulli que
responde al Principio de Conservacion de la Energia. Por lo tanto, cada una de las energias
podra aumentar, disminuir o permanecer constante a lo largo de la trayectoria, de modo que se
cumpla el Teorema de Bernoulli, o sea que la suma de las energias permanece constante.

Caudal, gasto o descarga: definiremos como gasto, caudal o descarga de una corriente liquida
a la cantidad de liquido que circula en la unidad de tiempo.

Para encontrar la expresion matematica del caudal, suponemos un tubo de flujo de seccién
diferencial, por el cual circula un caudal elemental “dQ”, el cual sera la razén entre el volumen
elemental que circula y el tiempo que demora en hacerlo.

dVol
dt

Si el fluido circula con una velocidad instantanea V, el volumen encerrado por el tubo de flujo
resulta del producto de la longitud del mismo por su seccioén transversal.

dVol = Vdt dw =dQdt
——

dQ =

longitud
dO=Vdw
Figura 2.16
Si se quiere calcular el caudal total, se integra el dQ a toda la seccion transversal de la corriente:
0=[vdw
[}

Para resolver la integral se debe conocer la funcion matematica de la velocidad instantanea V en
toda la seccion transversal. También se puede definir la velocidad media de la corriente U,
definida como la velocidad que multiplicada por la seccion transversal total nos da el caudal Q, o
sea que:

0=U0Q
Y ya que el caudal también se puede calcular en funcion de la integracion de la funcion velocidad

en la seccidn transversal, también se pueden igualar las expresiones matematicas y encontrar
una expresioén de la velocidad media U:

Vdw
0= de=UQ:>U='["—=2
® Q Q

Si se quiere calcular el caudal en dos secciones transversales del tubo de flujo de la figura, se
puede expresar lo siguiente:

Q] = UIQI
0, =U,Q,
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Si no existen entregas o aportes de caudal, el volumen que entra en la seccion 1 debe salir en la
seccion 2, por lo que el caudal permanece constante:

0 =0,=UQ, =U,, =constante

Esta ultima ecuacion es la llamada Ecuacion de la Continuidad para movimiento permanente
(MPU y MPV) y liquido incompresible. Para el MPV un aumento de la velocidad implica una
disminucion de la seccion transversal liquida, y viceversa.

Ahora analizaremos la Ecuacién de la Continuidad para movimiento impermanente (Ml), la
expresion de la Ecuacién 2.23 ya obtenida considerando que los volimenes en peso permanecen
constantes (principio de conservacion de la materia), valida para cualquier movimiento:

8u+8v+6w_0 (2.27)
ox oy oz '

Si se analizan dos secciones de un tubo de flujo, que definen un volumen encerrado entre las
mismas, que llamaremos volumen de control, y si consideramos positiva la masa que sale y
negativa la masa de agua que entra al volumen de control, la expresion matematica del principio
de la conservacion de la materia es la siguiente:

Figura 2.17

m.,, —m,,. +Am =0

entra

La diferencia entre la masa que entra y la masa que sale debe ser igual a la contenida en el
volumen de control. Si expresamos las masas en funcion de la densidad y el volumen del agua,
las expresiones matematicas para dos secciones proximas en las cuales el caudal varia con el
espacio entre las mismas, son las siguientes:

mentr‘a = @dt
m,, = §(Q + 8_Qde xdt
Os

IncrementoQ

Si la distancia entre las secciones es suficientemente pequena, la seccién variara en el tiempo y

. - .. 0w
no en el espacio, entonces la variacién sera: a—dt
t

L , ow
La variacion del volumen de control sera entonces: —dt cj;v
longitud

. ow
La masa del volumen de control sera: Am, = 58— dtds
t

Remplazando las expresiones queda:
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m

sale cntra

+Am =0=> §(Q+8—stjdt 5th+5%—wdtds =0

o0 —=dsdt+6 Edtds =0= 6 =constante

0Os
a_Q + a_a) — 0
Os Ot
0Q OJw . o o .
8_ +— = 0Ecuacioén de la continuidad para Ml y fluidos incompresibles
N

Para el caso que el fluido sea compresible la densidad no es constante, sino que es funcién de
la presion, y no puede simplificarse en la expresion:

olQo) olwo
% + % =0 Ecuacién de la continuidad para Ml y fluidos compresibles
S

0
2
Si hay MP vy fluido incompresible: 6S 0O = constante = UQ
w
or
2.5. Generalizacion del teorema de Bernoulli para toda la corriente

Se procedera a la generalizacion del Teorema de Bernoulli a toda la corriente, no s6lo a una linea
de corriente, para un liquido perfecto y movimiento permanente uniforme:

Partiendo de la siguiente expresion:

2
Z+ P + \2/— = cons tante = Bernoulli
V4 .

El Bernoulli es la energia por unidad de peso, si se multiplica y divide por (dq x vy), se obtiene la
energia por unidad de tiempo asociada a un dq que corresponde a una linea de corriente.

Si se desea obtener la energia por unidad de tiempo de toda la corriente integramos en la seccion
transversal total y para el caudal total, y obtendremos la energia total de la corriente, tal como se
puede observar en la Figura 2.18:

Figura 2.18
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2

(z + Py V—J}/dQ
y 28

2

I 2+ 24 r 1dQ = Constante
e 2
El valor medio de la energia a lo largo de la seccion sera:

2
L (Z+£+V_J7dQ:Bmedio
Oy v 2g

O bien, remplazando el caudal por la ecuacion de la continuidad:
0=UQ=dq=Vdw

1 V?
— [ |z+2+— Vdow=8B, _,,
UQ) Jo y 2g

Hay que recordar, que cuando las lineas de corrientes son paralelas o de pequefia curvatura, en
la seccion transversal es valida la Ley Hidrostatica y podemos aplicar las Ecuaciones de Euler
de la forma siguiente:

a—p+X:0

ox

op

—+Y =0

oy (2.28)
a—p+Z=0

0z

Como se estudia el liquido en movimiento, en lugar de estar en reposo, el segundo miembro de
las ecuaciones 2.28 debe igualarse a las fuerzas que provocan el movimiento, que por el
Segundo Principio de la Mecanica resulta igual al producto de la masa por la aceleracion, si
considerando la fuerza por unidad de volumen, la expresion queda como:

F m
F=ma= — =—a

Vol Vol

— —

p.X.Y.Z 1
a—p+)(=§arr
Ox }
0
§+Y =da, (2.29)
a—p+Z =da,

V4

Estas ecugciones son las denominadas “ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA
HIDRODINAMICA”.

Y son las que se aplican para el estudio del agua en movimiento.
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En la Figura 2.19 puede verse un tubo de flujo, en el cual se fija una seccion transversal de un
tubo de flujo y en el centro de gravedad de la misma se ubican los ejes x, y, z, donde x resulta
perpendicular a la seccion de escurrimiento, y por lo tanto en la direcciéon del movimiento.

Aplicando las Ecuaciones de la Hidrodinamica, y considerando movimiento unidimensional, la
fuerza masica por unidad de volumen en el gje x: “X” se debe a la componente del peso en la
direccion del movimiento, mientras que la fuerza masica por unidad de volumen en el eje y: “Y”
es igual a cero; y la fuerza masica por unidad de volumen en el eje z: “Z” es el peso del agua en
movimiento. La aceleracion solo tiene componente en la direccion del eje x, las otras dos son
cero. Cambiando de signo del “dp” ya que cuando fue deducido se consideraron los vectores
presion saliendo de las caras del cubo elemental y en realidad entran a las caras.

Remplazando dichas componentes en las ecuaciones 2.29:

a—p+X=5aX:>—g—p+5gseni=5ax
x

Oox
6—p+Y:§aV:>—a—p+0:O (2.30)
oy : oy

a—p+Z=5aZ :—a—p—5gcosi=0
0z 0z

Z

P=vyxgxcos i

Figura 2.19

El vector velocidad tiene 3 componentes: u, v, w, como el movimiento es en el sentido del gje x:
v=w= 0, por lo que ay = a,= 0. Se puede pasar de derivadas parciales a derivadas totales, ya que
la presion varia soélo en funcion de “z”, y por lo tanto, es posible sélo considerar la tercer ecuacion,
la que se integra en forma indefinida, multiplicando por “dz”, y luego remplazando el peso
especifico y:
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d—p+5gcosz’=0
dz

d—pdz+§gcosidz =0
dz

dp +dgcosidz =0
Idp+j5gcosidz =0

p +0gcosiz=Constante
p +yzcosi = Cons tante

Si se considera: cos iz=7

p+yz'=Constante (2.31)

Volviendo a la integral original de la generalizacion del Teorema de Bernoulli, y aplicando
propiedad distributiva en la integral, remplazando la validez de la Ley Hidrostatica, y resolviendo:

2
L z+£+V— Vdw=B,,,,
UQdl” 4 2g
2
Lj P Vao+ [ | Vaw|=-8
UQ| e 14 o\ 2g

Constan te

2
|:[Z + ﬁj + ULQ (g_dea)} = Bmedin (232)
Y “\ <8

Si se considera que U es la velocidad media de la corriente, es decir, la velocidad que multiplicada
por la seccién transversal total provee el caudal total de escurrimiento, por lo tanto:

0 _Iqu _LVda)
a o o

U

La velocidad instantanea V puede expresarse en funcion de la velocidad media U, mediante la
expresion siguiente:
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V=UtAU
V_, AU
u U

Elevando la expresion al cuadrado y al cubo resulta:
2 2
Cuadrado : v = 1+£ =1+ 2M .
U U U U
3 2 3
Cubo : r = 1+£ =1+3 AU +3 AU + AU
U U U U U

U | AU

<lI
r

.\\.\. t \\\‘v |
/ & ) l |
5/ '\\.‘ /fl \
I i Y
i v ) l//
// “ﬁ
- ] |
U
» N7 —
‘ W vV = U B AU
<Y
Figura 2.20

Si se resuelven las integrales de la funcién velocidad instantanea en la seccion transversal para
los tres exponentes anteriores, se obtienen las ecuaciones siguientes:

1V 1 AU
Shode=5 w(u—j =—j j[ - )m:

=ixQ+iJ. ﬂa?a)=1+i A—Uda)
Q QU Qeo\ U

Considerando la definicion de velocidad media U, la integral de los incrementos AU en toda la
seccion transversal debe ser cero, ya que el area del diagrama de velocidades instantaneas debe
coincidir con el producto de la velocidad media U y la seccion transversal total o y, por lo tanto,

la integral del segundo sumando resulta ser cero. Esto implica que la suma de todos los AU
positivos se compensan con la suma de todos los AU negativos.

Por lo que: I da) 0 , la ecuacion resulta:
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L1 Y go=1 (2.33)
Qlbu

Para la segunda potencia de la integral la ecuacién queda:

2 2 2
Lz a’a):l l+£ a’a):l l+2£+ AU do
Q\U Qo U Qo U U

R e

0 n

AU

2
U j d®, puede definirse otro coeficiente de

1
Definiendo el coeficiente de velocidad: 77 = EL(

velocidad (B):

2
1 4
=—||—=|do=1+0+

p=1+n

Para la tercera potencia de la integral la ecuacién queda:
1¢(VY 1 AUY 1 AU AUY (AUY
—| | —=|do=—||1+—— | do=—]| | 1+3 +3 + do
Qle\ U Qo U Qo U U U
3 2 3
lj r da):ij (da))+lj SA—U dw+lj 3 AU da)+lj AU dow
QJlo\ U Qo Qdol U Qe \ U Qlo\ U

0 3. &
” “

Se define, a su vez, un nuevo coeficiente de velocidad, llamado “Coeficiente de Coriolis”, “Q”

(2.34)

a—ij (Kj3da)—l+0+3 +£&
Q®\U 7
a=1+3n+¢& (2.35)

El coeficiente a, “Coeficiente de Coriolis”, mide la mayor o menor diferencia que tiene la funcidn
velocidad instantanea respecto de una distribucion uniforme de velocidad en la seccion
transversal. Los valores que puede tomar el Coeficiente de Coriolis son 1, si la distribucion de
velocidades adopta una forma rectangular, muy parecida al Movimiento Turbulento y, 2, si el

movimiento es Laminar, con una distribucion parabdlica. El entorno de variacion de o sera:

ae1,2]

Recordando la Ecuacion 2.32:
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2

+2 +L 7 Vdw |=B,,...,
y ) UQr»\ 2g
3

z+2 +L r do|=B,,,,
y ) UQo\ 2g

De la Ecuacion 2.35 se despeja la integral de V3:

3
i (KJ da)=1+0+3n+§=a:>jV3dw=aU3w
Qo\ U @

Reemplazando en la ecuacion del Bernoulli medio:

(2.36)

Esta ultima expresién nos representa la “GENERALIZACION DEL TEOREMA DE BERNOULLI
A TODA LA CORRIENTE”, para liquidos ideales y en movimiento permanente uniforme.

A continuacién, se presentan algunos valores experimentales de Ol y B cuya fuente es Apuntes
de Hidraulica Il, de Gilberto Sotelo Avila, de la Universidad Auténoma de Méjico, Facultad de
Ingenieria, 1997:

Tabla 1. Valores de a y B propuestos por Kolupaila. Sotelo Avila (1997)

Valores de a Valores de

Tipo de canalizacién
Minimo | Medio | Maximo | Minimo | Medio | Maximo

Canales rectangulares, acueductos, vertederos | 1,10 1,15 1,20 1,03 1,05 1,07

Rios naturales y torrentes 1,15 1,30 1,50 1,05 1,10 1,17
Rios bajo una cubierta de hielo 1,20 1,50 2,00 1,07 1,17 1,33
Rios de valle con cauce de inundacion 1,50 1,75 2,00 1,17 1,25 1,33

2.6. Movimiento permanente variado
En el Movimiento Permanente Variado, las condiciones de escurrimiento varian en el espacio.
La Ecuacion 2.26, expresion del Teorema de Bernoulli en una linea de corriente:
p 2
z ++— = constante = Bernoulli
r 28

Derivando respecto del camino:

dx ydx 2g dx

de, 1dp 2V dV
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Si se integra en la secciodn transversal, para obtener la energia total por unidad de peso:

_.[ ldpd 1 Kﬂdm 0
w;/dx Qf”g dx

Considerando la validez de la Ley Hidrostatica en la seccion transversal, los dos primeros
sumandos pueden sacarse de la integral:

z+ 4 = constante
Ve

1(dz ldp
dx y dx
L(@gd_pjg Lpyar

+—| ———dw=0
Q Qe g dx

jd +— ijd—Vd

@

dx ydx
Si se tiene en cuenta que:

v d
o=
= )

Aplicando la propiedad de cambiar la integral de la derivada, por la derivada de la integral,
podemos expresar la anterior ecuacion como:

1 L ypn=o
dx ydx) Qgdx-

£+ld_p +Li Vzda):()
dx ydx) Qgdxe

En esta ultima ecuacion la integral del segundo sumando se puede remplazar con la Ecuacion
2.34:

é L(gjzda) =f= LVzda) = fQU’

2
L[£+id_PjQ+Ldﬁ'9_ULo

Qldx ydx Qg dx

0
(%+ld_Pj+L_=(%+ld_PJ+LM=O

dx ydx) Qg dx dx ydx) Qg dx
%_Fld_p +2M: %+ld_p +EM:O
dx ydx) Qg dx dx ydx) g dx
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%+ld_p +£M:0 (2_37)
dx ydx) g dx

Si se recuerda la Ecuacion del Teorema de Bernoulli para Movimiento Permanente Uniforme
generalizado a toda la corriente, Ecuacion 2.36:
2
p _
z+—+a 2 _Bmedio
4 g

Derivando respecto del camino el resultado puede igualarse a la Ecuacién 2.37:

2
£+ld_P+i(aU J:(&id_p}zm

dx ydx dx Z dx ydx) g dx
(vt _vdip)
dx\ 2g) g dx

d(a UTZJ =Ud(pU)
Considerando :

a=1+3n+¢&

B=1+n

Sa(1+3n+ W)= val0+ )

La(? + 3907 + &v?)=vd(U +qU)

\®)

Considerando : £ =0
(2UdU +3dnU* + 3772UdU)% =U(dU +dnU +ndU)

%UdU + %dnUz + gnUdU ~UdU - dnU? -UndU =0

Udu(3n —n)+ dn(%Uz - UZJ =0

2WdUn + %dnUz — 0= 2UdUp = —%dnUz — 44U __dn
n
Al integrar esta ultima expresion se encuentra la relacion entre U y n:
j4d_U = _Id_ﬂ
U n
4InU = —Inzy + Constante = 4InU + In7 = Constante = U *5 = constante
U*n = constante (2.38)
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La Ecuacion 2.38 se denomina “Ecuacién de la Continuidad para Movimiento Permanente
Variado”.

En sintesis, existen dos ecuaciones utiles para resolver casos especificos, la Ecuacion 2.38 y la
2.39:

UQ = Q = constante (2.39)

La Ecuacion 2.39 se denomina “Ecuacion de la Continuidad para Movimiento Permanente”.

2.7. Teorema de Bernoulli en liquidos reales

El estudio que realiza la hidrodinamica es aplicable a liquidos perfectos, que son homogéneos,
isotropos e incompresibles. La hidraulica, en cambio aplica los conocimientos obtenidos en la
hidrodinamica a los liquidos reales. Estos ultimos son homogéneos (existe una continuidad en el
liquido, no hay fisuras en toda la masa), pero debido a la viscosidad del agua (resistencia al
movimiento), se generan tensiones tangenciales que hacen que la resultante no sea normal a la
superficie. Por lo tanto, se generan frotamientos entre los tubos de flujo y las paredes de la
canalizacion, tal como aparece en la Figura 2.21.

presion normal
/ presion tangencial
desviacion’ i

X
|| [x pared de la
’ canalizacion

Figura 2.21

La otra condicion que no cumplen los liquidos reales es la compresibilidad, es decir que, si se
aplica un esfuerzo, se deforma, pero si se retira dicho esfuerzo recupera su forma inicial.

Esto es posible gracias a la energia potencial elastica, ya que al deformarse el cuerpo se modifica
la distancia relativa entre puntos, produciéndose un trabajo de deformacion y que se traduce en
energia acumulada para el caso de los sdélidos, que es la que permite la restitucién inicial. En los
sélidos esta energia es considerable, pero en el caso de los liquidos resulta despreciable.

Con respecto a la viscosidad, que se ha definido como la oposicién al movimiento, es la
responsable de las pérdidas de energia.

Pérdidas de carga o pérdidas de energia: se clasifican en:

é continuas (originadas por la viscosidad del agua y la aspereza de las paredes de la
canalizacion).

é localizadas o singulares (originadas por distorsiones del escurrimiento normal puntuales).

A su vez las pérdidas de carga continuas pueden ser generadas por frotamientos internos o bien
por frotamientos parietales.

A efectos de lograr una cuantificacién se identificara como J a la pérdida de carga por unidad de
peso y por unidad de longitud. Por consiguiente la pérdida de carga continua (Ac) sera:
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[
Ac = jo Jds (2.40)

En cuanto a las pérdidas de carga localizadas, seran calculadas en funcion del cuadrado de la
velocidad, a través de un factor de resistencia A, que es caracteristico de la singularidad. Por lo
tanto:
U2
AS=1— (2.41)
29

Por lo tanto, la generalizacion del Teorema de Bernoulli a liquidos reales (por unidad de peso)
resulta:

2 / n 2
z+£+a£+]st+ZlU— (2.42)
y 28 o 28

La Ecuacion 2.42 se denomina “Teorema de Bernoulli generalizado a toda la corriente y para
liquidos reales”.

El Bernoulli se aplica a lo que se conoce habitualmente como eje hidraulico, el cual depende de:

é Canalizaciones abiertas: es el lugar geométrico de los puntos medios de la traza que el
nivel del agua va originando en las sucesivas secciones transversales, o sea que, es la
superficie del agua a lo largo de la canalizacion.

é Canalizaciones cerradas: el eje hidraulico coincide con el baricentro de las sucesivas
secciones transversales de la tuberia, y puede ascender o descender porque esta
sometido a presion.

Plano de Carqga // Plano de Comparacion

- -
aUs A =I(;Jd5+27\ Ua
29 29
.Uz
Sk\‘\ 2@
T ¢je hidréulico
Fi
! P2
Y
Tt fondo de la canalizacion
Zi >

Z2

Plano de Comparacion

Figura 2.22

Observando la Figura 2.22, para mantener la constancia del Bernoulli habra que sumar las
pérdidas de carga, tanto las singulares como las continuas (frotamiento).

En realidad, las alturas de agua deberian ser perpendiculares al fondo de la canalizacion, pero
se toman verticales porque es muy poca la diferencia debido a las bajas pendientes. A modo de
ejemplo las pendientes de las canalizaciones naturales son del 1% = 0.01 y como maximo se
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tendra pendientes del 10% = 0.10. Por lo tanto, el error es despreciable, considerando la altura
h en vertical y h” perpendicular al fondo de la canalizacion, la relacion que las une es la siguiente:

tgi =0,01= cosi = 0,99995
h'= h.cosi = 0,99995.h

De modo que, la altura en vertical “h” tiene casi el mismo valor que la altura perpendicular al
fondo “h™ de la canalizacion.

Por eso es que se toman las alturas de agua en vertical directamente, simplificando las alturas
de referencia.

2.8. Curva Energia — Altura a caudal constante

Recordando la Ecuacién 2.36 que provee la “GENERALIZACION DEL TEOREMA DE
BERNOULLI A TODA LA CORRIENTE”, para liquidos ideales y en movimiento permanente
uniforme:
2
z+£+a—:Bmedio
y o 2g

Para el escurrimiento en canalizaciones abiertas, tales como las utilizadas para las actividades
agricolas, cuyas pendientes son bajas, por lo que el escurrimiento sera de rio o subcritico, frente
al cual, la altura de agua y su masa, representan el mayor componente de la energia frente a la
energia de velocidad, la ecuacion anterior para una seccion rectangular (de ancho b y altura h)
tomando la energia (Bernoulli) al fondo de la canalizacion se transforma en:

Al ser el movimiento turbulento a sera sensiblemente igual a 1, por lo que

2
B/‘bnafo:h-i_(]_;QZU(E:[.th:>U:g
| 2g bh
Reemplazando la velocidad media en la ecuacion de Bernoulli respecto del fondo se tiene:
2 2
1
Bfond0:h+ 2Q2 :h+ Q2—2
b"h"2g 2gb° h

1
Bio =N+ cte?

Esta ultima ecuacion es la suma de dos expresiones. La primera es h, que es una recta a 45° y
la segunda corresponde a una hipérbola equilatera. La suma de ambas corresponde a la energia
por unidad de peso, con respecto al fondo del canal, para un caudal constante. Debido a que, de
la representacion y resolucion de la expresién, para cada elemento del dominio le corresponde
dos imagenes, por lo que la expresion estudiada, no es una funcién matematica, sino una
expresion matematica:
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hm]

AB

g—lha positivos

RIOS (corrientes tranquilas)

h CRISIS

A
TORRENTES (corrientes disparadas)
h
el et h t Ah. B g? negativos
h t
Y A 4 -
5 B [m]
cr
B
Figura 2.23

De la ecuacion anterior, puede observarse que si h tiende a infinito, B tiende también a infinito.
Para el caso que h tienda a cero, B vuelve a tender a infinito.

Esto implica, de acuerdo a lo estudiado en Analisis Matematico |, que existe un extremo relativo
de B respecto de h. Este punto es el que se identifica como “Escurrimiento Critico”. En este caso,
se debera buscar el valor de h para que la derivada de B respecto de h sea nula.

2.9. Escurrimiento critico

Para una seccioén genérica: dada una seccion genérica, tal como la mostrada por la jError! No
se encuentra el origen de la referencia.Figura 2.24.

Figura 2.24

Llamando “I” al ancho superficial de la canalizacion:
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de = ldh
do _, (2.43)
dh

Entonces el Bernoulli de fondo sera:

2
Bf=h+U—=B
2g

Derivando la ecuacion anterior respecto de la altura h:

dBf 1, 2U4dU_

= 244
dh 2g dh ( )
Para el movimiento permanente la ecuacion de la continuidad es:
0 = UQ = constante
Derivando el caudal e igualando a cero, ya que es constante, y considerando que:
U=f(h)yo=f(h)
49 _dU . ydo_
dh  dh dh
Reemplazando por la Ecuacion 2.43:
Z—% = CZ—ZQ +Ul=0
24
w__u =
dh w

Reemplazando la Ecuacion 2.45 en la 2.44 y considerando que el extremo del Bernoulli de fondo
se da para las condiciones criticas:

U,= (2.46)

La Ecuacion 2.46 permite calcular la velocidad critica para una seccion genérica.

Para una seccion rectangular: de ancho b y altura h, tal como la mostrada por la figura
siguiente, aplicando la ecuacion de continuidad al escurrimiento que se da en esa seccion:
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A

Figura 2.25
UQ =0 =Ubh

“ N

Si se define con la letra “q” el caudal por unidad de ancho, la ecuacion del mismo queda:

q= % = Uh = constante (2.47)
El Bernoulli referido al fondo de la canalizacion se indica con Bf, y su valor sera:
2
Bf =h+a v
2g

Considerando que a=1, y remplazando la velocidad despejada de la Ecuacion 2.47:

2
9
h 1 (qY
Bf =h+~—=h+—| =
2g 2g\ h
Si se deriva respecto de h, y se iguala la expresion a cero para encontrar el valor maximo o
minimo de la funcién:

L/ S R
dh 2g hc’ ghc’

Despejando la altura de agua que hace minimo el valor del Bernoulli, obtenemos la “altura critica”:

2 2
1=9 5 =L (2.48)
g \g

La altura critica, entonces, es aquella a la que le corresponde el Bernoulli minimo, que también
se llama “Bernoulli Critico”. El Bernoulli critico (Bc) es la minima energia con la que puede circular
el agua para el caudal Q dado.

También se puede calcular la velocidad critica que es la que corresponde a una altura critica,
usando la ecuacion de la h¢ (2.48):

2
h=3t=q¢=n'g
g
: ¢ _h'g
U == _=-¢ :h
¢ h>2 hz g
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U =./gh (2.49)

La Ecuacion 2.49 es la que permite calcular el valor de la velocidad critica para seccion
transversal rectangular y un caudal constante Q. U. es la velocidad critica cuando el agua escurre
con una altura critica hc.

2.10. Interpretacion grafica del escurrimiento critico:

Recordando que:

dBf | UUL_,
dh g Q
Remplazando la Uc en dicha expresion nos queda:
2 2
lov-lcom1- Y g9 U
gQ U, dh U,

—_—
Uc?

Considerando una canalizacion de ancho unitario que escurre con movimiento permanente y

caudal constante Q = cte.

Si se varia la altura y se calcula el Bernoulli de fondo correspondiente, se puede graficar:

h =f (B); o bien B =f (h).

E.i se Ilezvgg a ordenadas los distintos valores de h y en abscisas los valores de Bf, se obtiene la
igura 2.26.

hml 4
B =Y B = h B=p + B
29
hr
RIO
hcr'< hcr i %@ 3 N B B _ L
TORRENTE
h, —
S
) B, g B [m]
|< | 2

Figura 2.26
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h [m]a
UZ
h +5-
29
h,
hcr B B -
TORRENTES
L deci%\
45°
B B.. B, [m]
Q = cte
Figura 2.27
El menor valor de la energia resulta ser:
2
Bc=h, + Y
2g
Para una seccion rectangular la ecuacién queda:
h, 2
Be—p + W& 3, (2.50)

2g 2

La funcion Bf=f(h) resulta ser una parabola equilatera asintética al eje de las abscisas y a una
recta a 45° que representa la ecuacién: Bf=h. De modo que trazando una horizontal por una
altura genérica h, la parte del segmento formado comprendida entre el eje de ordenadas vy la
recta a 45° mide la altura de agua, mientras que la parte comprendida entre la recta a 45° y la
funcion Bf=h mide la altura de velocidad.

Si se traza una recta horizontal por el punto de minima energia, los escurrimientos tendran 2
alturas posibles con la misma energia Bf:

é hr (altura de rio), mayor que la altura critica, y velocidad menor que la velocidad critica.

é ht (altura de torrente), menor que la altura critica, y velocidad mayor que la velocidad
critica.

Por encima de dicha recta horizontal, se ubica el régimen de rio, con baja velocidad y gran altura,
por el contrario, el ubicado por debajo resulta de gran velocidad y baja altura, llamado régimen
de torrente.

Por encima de la horizontal de hc la parabola equilatera (Bf=f(h)) se acerca a la recta a 45°,
haciendo que la energia cinética (o sea las velocidades) disminuyan; mientras que por debajo de
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la horizontal mencionada la funcién Bf=f(h) se aleja de la recta a 45°, haciendo que la energia
cinética y por consiguiente la velocidad aumente.

2.11. Relacion de Froude

William Froude fue el primero a establecer leyes confiables respecto a la resistencia que el agua
ejerce al avance de los navios, y a calcular su estabilidad. En la mecanica de los fluidos un
parametro adimensional lleva su nombre: el Namero de Froude (Fr).

La Relacion de Froude es adimensional y relaciona el efecto de las fuerzas de inercia y las
fuerzas de gravedad que actuan sobre un fluido. Como ya se dijo, debe su nombre al ingeniero
hidrodinamico y arquitecto naval inglés William Froude (28/11/1810, Dartington, Devon,
Inglaterra-04/05/1879, en Simonstown, Sudafrica).

De esta forma la Relacion de Froude se puede escribir como:

7 Fuerzas de Inercia
2

" Fuerzas de Gravedad

Ing. William Froude

Las fuerzas de inercia (Fi), en base al segundo principio de la dinamica, se definen como el
producto entre la masa por la aceleracion (a), aplicado a un fluido se entiende como el producto
de la densidad por el volumen. En forma dimensional se escribe:

[Fi]=[m(a)]=[6(Vol)a] = {Mﬁ } ) {ML}

crel |

Para simplificar la definicidon de fuerzas de inercia en el Sistema Internacional, puede expresarse
como:

3 4
Fizma:%ZL:%

Donde L y T seran, respectivamente, una distancia y un tiempo caracteristicos del sistema.

El peso(P) resulta ser el producto entre la masa y la aceleracién de la gravedad.
ML
[P}~ etron) - 22

Que igualmente, para simplificar puede expresarse asi:

[P]= (5L

Entonces la relacion entre las fuerzas de inercia y de gravedad se puede escribirse:
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2 Puerzas de Tnercia _ o' F_ L
Fuerzas de Gravedad T’dgl’ P gT’
2
Fr’ = r
gL
En donde:

d es la masa volumétrica o densidad [kg/m?]
“L” es el parametro de longitud [m]

T es el parametro temporal [s]

V es el parametro de velocidad[m/s]

g es la aceleracion de la gravedad[m/s?]

De esta relacion se deduce el numero de Froude que, en canales abiertos informa del estado del
flujo hidraulico. El Fr en un canal se define como:

Vv
Fr = HZV
g
O también:
Fr= v
/ Q (2.51)
g Hl"
Siendo:

U:velocidad media de la seccién del canal [m/s]
Q: seccion transversal del flujo para la velocidad del numerador, [m?]
“I’: ancho superficial de la lamina libre para la velocidad del numerador, [m]

Es claramente visible que todas las magnitudes se refieren al escurrimiento que se produce en
una circunstancia especifica y no respecto de dos situaciones distintas. Ello lleva a poder calificar
a la relacion entre las Fuerzas de Inercia y las Fuerzas de Gravedad para un mismo estado de
escurrimiento y no para dos distintos.

Si se recuerda la Ecuacion 2.46, el denominador puede llegar a convertirse en la velocidad critica
U, UNICA Y EXCLUSIVAMENTE S| EL ESCURRIMIENTO ES CRITICO vy, por lo tanto, el Fr
resulta igual a la unidad.

Repitiendo el concepto anterior: para el calculo del Numero de Froude se efectia mediante el
cociente entre la velocidad media del escurrimiento y una expresion que puede parecerse, en
magnitud de una velocidad, que incluye a la secciéon normal y el ancho superficial normal,
pareciéndose solamente, en apariencia, a la critica.

Es por lo anterior que, si se realiza la operacién indicada, se puede concluir qué tipo de régimen
tiene la canalizacién y, consecuentemente relacionarlo al valor del Fr:
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)

Fril=U),| g% — TORRENTE

Fr<1:>U<‘/g% = RIO (2.52)

SOLO:

Fr=1=U, = /g ? = CRITICO

3. Ejercitacion y casos de aplicacién

Ejercicio 2.1. Sotelo Avila (1997)

Los tanques de la figura estan conectados por una tuberia de 1220m de longitud y 0,25 m de
diametro. El nivel del recipiente del tanque inferior esta a 37 m por encima del nivel del tanque
inferior. El gasto que transporta la tuberia es de 0,128 m3/s. Determinar:

e La energia disponible, para ser disipada, entre los extremos de la tuberia.
e La presion que existe en la seccion 3 ubicada a la mitad de la longitud de la tuberia, si
dicha seccién se encuentra a la misma elevacion que el nivel del tanque inferior.

L =1220m
D =0,25m

,
p3=? z2=0
U,=0
p2=0

1) Considerando que a1 = a2 = 1, la ecuacién de la energia se puede aplicar entre los puntos 1
y 2, considerando el plano de referencia coincidente con la superficie libre del tanque 2:

P

2 2
zl+—+alU—‘:zz+&+a2(2]—;+Zhr

4 2g 4
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37+0+0=0+0+0+Y . h, = > h, =37m

El desnivel de 37m puede ser consumido por las pérdidas de energia del escurrimiento de agua.
2) La velocidad media en el tubo vale

m3 m3
0,128—  0,128—
Y s

U=<-= = S_—2,6077
Q %(0’25’”)2 0,0491m s

Se aplica la ecuacion de energia de la misma forma que en el item anterior, ahora entre el tanque
1y la seccion 3. Como la seccion 3 se ubica a la mitad de la longitud de la tuberia L, y la pérdida
de energia resulta proporcional a la longitud recorrida por el agua, entonces desde la seccion 1
y hasta la seccién 3 se pierde la mitad de la energia disponible entre las secciones 1y 2, y por
lo tanto, Ahr=18,50 m. La expresion matematica es la siguiente, que permite calcular ps:

2
m
(2,607)
37+0+0=0+2 45— 5L A= p, = 1815358 28N _ 197 0N/ m?
7/ 2(9 81’”) 18,50m m lkg
b S2

Esta presion, obviamente, cambia si se modifica zs.

Ejercicio 2.2. Sotelo Avila (1997)

El ancho de un canal rectangular abierto se reduce de 1,8 a1,5 m y el fondo se eleva en 30 cm,
de la primera a la segunda seccion. El tirante en la primera seccion es de 1,2 m y la caida de

nivel piezométrico es de 0,08 m. Determinar el caudal de agua en el canal, despreciando las
pérdidas de energia.

b1 b2
Seccion 1 Seccion 2
A
h1 h2

§ Afjle\”

W

Si se calcula el Bernoulli de fondo en las secciones 1y 2:
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2
\
B, =h +U—1
2 2 2 2
B, +e=B,, \ h2+£+e=hl+U—13hl—(h2+e):u
2g 2g 2g
2
B,, =h, +£
' 2g J
Uz2 _Ulz —

Ademas h1:e+h2+A3hl—(h2+e):A3 5 A
g

Calculando h, se puede encontrar la relacion entre U y U, usando la ecuacién de continuidad:

hy =h —A—e=120m-0,08m—0,30m =0,82m

0=UQ =U,Q,=U, =, b _y 982mbsm _, o0,
hb, 1,2m1,8m

9.81".0,08m
S

U2 (0,570, =2gA = U, = =1,5252
S

s
1-0,57°

Una vez conocida la velocidad se puede calcular el caudal.

3 3

0=0,U, = hbU, =082ml,5m1,525 2 = 1876 = 0 =188 "
S S S

Ejercicio 2.3. Sotelo Avila (1997)

El agua fluye en un canal rectangular de 3 m de ancho, tal como lo muestra la figura. Sin
considerar las pérdidas, calcule el tirante en la seccion 2.

Ui=49m/s
h1 = 1,2 m
z1=2,4m h
U1 -~
- h1
4
A
Z1
ho—» U2
Y ________>
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2 2
zl+hl+U—1=h2+&
2g 2g
0=QU, =Q,U,=U, PhU, _ﬁUl
bh,  h,
h 2
i )
z + b+ = hy 42
2g 2g
m ? m ?
bos) [0
24m+12m -~ g o ST LT
9,817 2 gg1 ™ M
S S
hs = -0,5714 m
3
4.82m = Iy, + 1270
h] — h, =4,6496 m

h —4.82mh2 +1,76m’ =0
ho = 4,7417 m

La raiz negativa del polinomio de tercer grado no tiene significado fisico, la altura menor
corresponde al régimen de torrente y la altura mayor al régimen de rio.

Ejercicio 2.4. Streeter&Wylie (1986)

En la figura siguiente se indican las caracteristicas de un tubo Venturi por el que circula nafta, y
el manémetro conectado al mismo es de mercurio. Despreciando las pérdidas de carga, calcular:

La velocidad en la seccioén 1, en la seccion 2 y el caudal.
YNAFTA= 6470 N/m3
ymercurio= 133000 N/m?3
d4=10cm y d>=5cm

Aplicando Bernoulli a las secciones 1y 2:

Py Ulz ) U%
81:82:>A:0:>z1+—+2—:22+—+2—
Yy 8 YNy 8

S AR o o
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w?  md? d,Y 5V 1
Q:U1Q1:U2923U172U273U1=U2 71 =U, m :ZUzzUl

Por otro lado, trabajando con las presiones

ps=D +(z+0.5m)y/N =p, +(z+Az)7N +0.5my,, =

p—p,=(z+Az)y, +0.5my, —(z+0.5m)y, =0.5m(y, —y, )+ Azy,

Ph—P Az = O,SW{MJ = O’Sm(wJ =9,78m

Vn Vn 6470
2 2 2 2
us u 2\ U U
978m=—2 -1 _1 Uz—(lU j :2[1—1}:0,942:9,7&”:
2¢ 2g 2g| 2 \4 2 2¢| 16 2g
U, = [278m28) 14 59,
0,94
2
%UZ —U, =3,5Tm/s = Q=UgQ, =3,57ﬂM =0,028m° /s
S
3
U, =14,29m/s U, =3,5Tm/s 0=0,028"—
S

Ejercicio 2.5. Giles (1969) y Sotelo Avila (1997)

En una tuberia circular se conoce la ley de variacion de la velocidad. Calcular la velocidad media
y los coeficientes de velocidad.

dr
\J

U, 2 2
u= 1’;‘2”“ (R —-r ) Distribucion parabdlica
Velocidad media:

0
U== = |udw

5 0=]

_ umdx 22 _ 2 —

0= IQ—RZ (R r )da) = do=2mdr
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Q= IO —mlx R2 )27zrdr = —27Z]:lg'd" IOR (Rzr - r3)dr

Q:% R2R_2_R_4 27mmaxR l_l :27zuma'xR2
4

R? 2 4 R? 2 4
zgzuma’sz UZM
Q 27 2
Calculo de los coeficientes de velocidad:
— 3
a=1+3n+¢ a= a)U3I uwdo
_ _ 2
n=p-1 ﬁ_a)Uzj udw
_ 1 ou’ R N 1 R”z@ 2 2
ﬂ—; QFdCO—a)UZ J.lel da)——ZJ.O F(R —-r )27/zrdr
AR =
2
8
ﬂ:FO(R 2R2r2+r)rdr——J. rR* 2R2r3+r)d
8 | R* , ,R* R®
= | =_R-2RP T+
d R“‘[z 176
8 4
ﬂ_6_3
4 1
n=p 3 =3
e 1 o, fRuy (b
a—; Qﬁdw_ U3 '[QM d@—ﬁj‘o F(R —-r )327,t7"dl”
¢R2L
8
= % OR (R2 — rz)ardr = %J.OR(RW — 3R P r+ 3R — ré)dr
2 4 6 8
a=LO| R po g R e R_K =16[l—i+§—l}
R 2 4 6 8 2 4 6 8
12-18+12-3 3
=16 ————|=16—
“ [ 24 } 24 a=2
! =0
§=a—1—377:2—3§—1 ¢ =

En casos como el presente, donde la distribucion de velocidades en la seccion transversal es
parabdlica (escurrimiento laminar) los valores de a y 8 alcanzan los valores maximos de 2y 1,33
(4/3). En cambio, cuando el escurrimiento es turbulento la distribucién de velocidades se

aproxima a la media a y  tienden a 1.
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La evaluacion de los coeficientes requiere el conocimiento previo de la distribucion de
velocidades en cada seccion, en la mayoria de los problemas de la hidraulica el escurrimiento es
turbulento y es comun considerar a=f = 1.

Ejercicio 2.6.

En un canal rectangular de ancho b la ley de variacion de la velocidad en la altura de agua es
lineal. La altura aguas arriba es hi. Se coloca en el mismo una grada (o escalon) de subida,
calcular la altura de agua aguas abajo hz, recordando que se produce un movimiento permanente
variado. Calcular los coeficientes: a, B, ¢ y n. Indicar el tipo de régimen y dibujar a escala la curva
de energia a caudal constante.

DATOS:
hi=15m a=0,30m
b=3mV=18hi-1,2z[m/s]

BERNOULLI CONSTANTE

. |
o Ul o Us
29 29
B,
5 S
h, h.
/

=== ==

1T
Q)

PLANO REFERENCIA

Calculo del caudal Q

dg =Vdz
Iy
= Q = j Vdz
b D
2 M
q= j (1,8, —1,2z )= _j 1,8h,dz — j 1,22dz = 1,8h2]! 127~
2 0
1 2 3 3 3
q=18n>— _27— 0=gb=27""3m=81""
ms ms ms S
Calculo de la velocidad media U en la seccion 1
3
Q0 _BIms s
bh,  3ml,5m
Calculo del coeficiente de velocidad de la seccién 1 (au).
a=1+3n+¢& o= QU3dea)
g = QU2 IV do

Pagina 50 de 72



FACULTAD DE INGE[\IIERiA - UNCUYO
ASIGNATURA: HIDRAULICA GENERAL

CARRERA: INGENIERIA CIVIL UNIDAD Il
=t "V o= Y ! jh‘vzdz
Loyl bh % U? hU? %

V2 =(18h -12z) =18’ —2(1,84),(1,22)+1,2% 2>

n=p-1=1083-1=0,083 =7, =0,083

h h
1 h 7| 2|
B = 1857 2| —2(1,84 1,27 +1.2°=~
UM | 2|, 3,
3
B = ﬁ{lﬁhﬁ 180,25 )+ 1’32 hﬁ} 1,083
171

3
L % joh‘(1,8h1—1,2z)3bdz

0(1:— - =
Qhu bhU,

v =18k —12z) =184 - 3(1.8k J(1,22)+3(18h)1,22) —1,2° 2

1
= o 130 F 0220022 122 e
2 3 3
o == %|:1,83 h14 - 3(1,82 )E h14 + 3(1’8)£ h14 - L2 x h14:| = 2’16h_]3
U'h 2 3 4 U,
a, =125

& =a,—1-3n, =1,25-3(0,083)-1= 0,001

Calculo del Bernoulli de la seccién 2 (B2) y la altura h».

B =B,+ta=B,=B -a
2 2
B =h+¢ U—l = 1,5m+l,25£m =1,706m =1,71m
2g 2g
2

B,=h, +a212]—2 =1,71m-030m = 1,41m
g

2

h+a, (;—2 =1,41m = BERNOULLI
g

La altura critica es:

2 262
ho=3| L =22 60.906m
g 9,81ls"m

En el planteo hay tres incognitas (o2, hoy Uz), de modo que se necesitan tres ecuaciones para
resolverlas. La primera surge de aplicar el teorema de Bernoulli entre las secciones 1y 2, la
segunda de aplicar la ecuacién de la continuidad en movimiento permanente y la tercera de
aplicar la ecuacion de la continuidad al movimiento permanente variado entre las mismas dos
secciones 1 y 2. El escalén de subida en el fondo del canal implica una singularidad, lo que
significa que el movimiento que se produce alli es movimiento permanente variado.
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0=UQ, =U,Q,=U,= QQ 2 . ECUACION CONTINUIDAD

2 2

U*n = constante = ECUACION CONTINUIDAD MPV

U'n
4

U14771 = U24772 =1, =
U,

a, =14+3n,+&,
0

Los calculos se ordenan en la tabla siguiente, aplicando el método de aproximaciones sucesivas,
se adoptan valores de hzpara luego calcular U, los coeficientes n2y a2y el Bernoulli B2, para
luego compararcon B>=1,41m. Se usan valores de h, por encima y por debajo de h.. Los mismos
se ordenan a través de una tabla de calculo.

hy (m)|Uy(m/s)| ma | ap [Ba(m)| Fr OBSERVACIONES
1,20 | 2,25 |0,034|1,102| 1,46 | 0,66
1,15 | 2,35 |0,029|1,086| 1,43 | 0,70
1,10 | 2,45 |0,024(/1,072| 1,41 | 0,75|REGIMEN RiO
1,05 | 2,57 |0,020|1,060{ 1,39 | 0,80
1,00 | 2,70 |0,016|1,049| 1,37 | 0,86
0,95 | 2,84 |0,013(1,040( 1,36 | 0,93
0,90 | 3,00 |0,011{1,032| 1,36 | 1,01
0,85 | 3,18 |0,009(1,026( 1,36 | 1,10
0,80 | 3,38 |0,007{1,020{ 1,38 | 1,20
0,75 | 3,60 [0,005/1,016| 1,41 | 1,33|REGIMEN TORRENTE
0,70 | 3,86 |0,004(1,012| 1,46 | 1,47

Se han encontrado dos valores de h, que cumplen el valor de B, uno es mayor que hc y el otro
es menor. El valor a adoptar, dependera de las condiciones de aguas abajo

Por ejemplo, si el régimen es subcritico o de rio, entonces la altura hy, sera la mas alta, es decir
1,10m para este caso, en tanto que si el régimen es supercritico o de torrente, la altura h; sera
la menor, o sea 0,75m.

Nota: Que o, sea menor que a4, significa que la distribucion de velocidades es mas uniforme en
la seccion 1-1, que en la 2-2. Al aumentar a la distribucion de velocidades se asemeja mas a la
parabdlica, y por dicha razén £&— 0, o sea que hemos supuesto bien. Al acelerarse la corriente
o— 1, ello ocurre cuando hay una rapida aceleracion en las zonas cercanas al escurrimiento
critico, y también cuando se presentan profundidades menores y velocidades grandes.

También se ha calculado el nimero de Froude para saber si es régimen de RiO o de TORRENTE.

Fr— v U U
3
S
a) Aguas Arriba
Fr=2810S _ o 470 = rio
A gl5m
b) Aguas Abajo
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Fr=23M0S 6950 = RIO

A gL10m
Fr= 2008 331 TORRENTE

7/ £0,75m

O sea que aguas abajo del escaldon puede producirse un escurrimiento de Rio o uno de Torrente,
de qué depende que se produzca uno U otro, de las condiciones aguas abajo del canal (sobre
todo de la pendiente de fondo).

Calculo de los parametros criticos:

3 2
ho=09m=U =S _soem gy Uy 8 3 36
3m0,91m S 2g 2g 2

Trazado de la curva de Energia

Derivando la funciéon Bernoulli respecto de la altura de agua se obtiene:

i—i:ﬂzlzu‘i—g Q=00
g 9 _,_dVg, , aQ,
dB_1 1U2b dh dh dh
2y v __Udo
dh Q dh
Q
ero U,=,g—
p c gb
a_,_ U
dh U’
interpretacion grafica
U? gh,
B =h +—<=h +—~ : ’
c°° 2g ° 2g hL,:B\/QTZB\/(i“ b'h’
g \bg
3 th
Bczhg"'ﬂ_éhc hg:UU_C:UL’: ghc
2 2 g

» Energia minima, escalén maximo
° B1 - Bc= amax

Dibujar a escala el grafico h = h (B) para caudal constante, utilizando la siguiente expresion:

2 2
B:h+U—=h+ Z

2
= B=h+ o 1
2g Q°2g

2gb’ "

Utilizando la férmula anterior (donde a = 1) puede obtenerse la tabla y los graficos siguientes:
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h (m)(B (m)|h (m)

B (m)

h (m)

B (m)

h (m)

B (m)

h (m)

B (m)

1,60/ 1,75| 3,05

3,09

4,50

4,52

5,95

5,96

7,40

7,41

1,65 1,79| 3,10

3,14

4,55

4,57

6,00

6,01

7,45

7,46

1,70 1,83] 3,15

3,19

4,60

4,62

6,05

6,06

7,50

7,51

1,75/ 1,87| 3,20

3,24

4,65

4,67

6,10

6,11

7,55

7,56

1,80/ 1,91] 3,25

3,29

4,70

4,72

6,15

6,16

7,60

7,61

1,85 1,96| 3,30

3,33

4,75

4,77

6,20

6,21

7,65

7,66

1,90 2,00] 3,35

3,38

4,80

4,82

6,25

6,26

7,70

7,71

1,95/ 2,05| 3,40

3,43

4,85

4,87

6,30

6,31

7,75

7,76

2,001 2,09 3,45

3,48

4,90

4,92

6,35

6,36

7,80

7,81

2,05 2,14 3,50

3,53

4,95

4,97

6,40

6,41

7,85

7,86

2,10 2,18 3,55

3,58

5,00

5,01

6,45

6,46

7,90

7,91

2,15 2,23| 3,60

3,63

5,05

5,06

6,50

6,51

7,95

7,96

2,20| 2,28 3,65

3,68

5,10

5,11

6,55

6,56

8,00

8,01

2,25 2,32 3,70

3,73

5,15

5,16

6,60

6,61

8,05

8,06

2,30 2,37 3,75

3,78

5,20

5,21

6,65

6,66

8,10

8,11

2,35| 2,42 3,80

3,83

5,25

5,26

6,70

6,71

8,15

8,16

2,40 2,46 3,85

3,88

5,30

5,31

6,75

6,76

8,20

8,21

2,45 2,51 3,90

3,92

5,35

5,36

6,80

6,81

8,25

8,26

2,50| 2,56 3,95

3,97

5,40

5,41

6,85

6,86

8,30

8,31

2,55| 2,61 4,00

4,02

5,45

5,46

6,90

6,91

8,35

8,36

2,60| 2,65 4,05

4,07

5,50

5,51

6,95

6,96

8,40

8,41

2,65| 2,70 4,10

4,12

5,55

5,56

7,00

7,01

8,45

8,46

2,70| 2,75 4,15

4,17

5,60

5,61

7,05

7,06

8,50

8,51

2,75| 2,80 4,20

4,22

5,65

5,66

7,10

7,11

8,55

8,56

2,80 2,85 4,25

4,27

5,70

571

7,15

7,16

8,60

8,61

2,85 2,90 4,30

4,32

5,75

5,76

7,20

7,21

8,65

8,65

2,90 2,94 4,35

4,37

5,80

5,81

7,25

7,26

8,70

8,70

2,95 2,99 4,40

4,42

5,85

5,86

7,30

7,31

8,75

8,75

3,00 3,04 4,45

4,47

5,90

5,91

7,35

7,36

8,80

8,80

12

10

hec = 0.906

Bernoulli

h=h(B)

6

12
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135
110 RO 7
1.05
1.00 /
0.95 //
hc
090 ==
Este segundo grafico es un detalle del primero donde 0.85 ‘\
pueden apreciarse los dos valores de h,. Debe 0.80 \
tenerse en cuenta que tanto la tabla como los graficos ) h: TORRENTE
fueron desarrollados para o. = 1 por lo que los valores 0.75
de Bernoulli resultantes son un poco menores a los 0.70
calculados. 0.65

0.60

Be
1.30 1.35 1.40 145 1.50

Ejercicio 2.7

Un tubo de 7,5 cm de diametro y 1,20 m de longitud se llena con un aceite de peso especifico
relativo 0,822 y se cierra en sus dos extremos. En posiciéon horizontal se lo gira a 27,5 rad/s
alrededor de un eje que dista 30 cm de uno de sus extremos. ;Qué presion se desarrollara en el

extremo mas alejado del tubo medida en kgf/cm?? Graficar para mayor claridad.

2
v, =2 (1,5m) =86,8m
2g

y -
C()2 2 /
y, =—1(0,30m) =3,47m /
2g //
p2 = }/acyZ /
2
p, = 08221000k oo, m 51388 /
m 10°cm cm / Y,
F 4
Ap:yac(yZ_yl) /,
X 7
Ap = o,szzw(sasm ~3,47m) x
m AlLL B
kgf 1m’ [
Ap = 6849772 .
P m* 10%cm® 0.3 m .2 m Yl -
k
Ap = 6,852
cm

Ejercicio 2.8. Streeter&Wylie (1986)

El agua contenida en un depdsito fluye a través de la boquilla de la figura. Calcular la velocidad
de salida y el caudal que se eroga a través de la boquilla.
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U; U,
zl+ﬁ+—1=zz+&+—2:

y 2g vy 2g
—— —

%/_J
H 0 0
U, =[2gH = [2981°24m =8,86m/s
N H=4m

2 2

0-U, 7D _ 8,86ﬂ 7(0,1m)
A

m3

0=00695s2> L )
s | OO mm
0=695"
S

Ejercicio 2.9. Giles (1969)

A través de una tuberia de 15cm de diametro esta fluyendo aceite de peso especifico relativo
0,75 a una presion de 1,05kgf/cm?. Si la energia total respecto de un plano de referencia situado
a 2,40m por debajo del eje de la tuberia es de 17,6kgfm/kgf. Determinar el caudal de aceite en
m3/s.

’ 2
p=nersia _ygeheim_ P U, _ Ve _0752 5, =075y, =750
peso kef y 2g 7 agua ) m

4 2 3 2
p _LOSkg 107em™ _ m” 0 9 am =17.6°™ _ 2 am v 14m+ Y =

14 cm®  1m*  750kgf kgf 2g
U= \/2(9,81ﬂzj(17,6 ~16,4)m
S
2 2
U=a85m/s=0=U"D" _ 4,85ﬂw = 0,086m° /s =861 /s
S

0 =0,086m" /s
Ejercicio 2.10
En un canal rectangular se conoce en una seccion 1-1, la ley de variacién de velocidades, dada

por la expresion siguiente: u = 2 —%zz [m/s], la profundidad z se mide desde la superficie libre.

La profundidad en la seccion 1-1 es h1= 1,5 m.
Calcular la profundidad en otra seccién 2, en la que el fondo ha subido 0,4 m, considerando

ancho unitario.
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BERNOULLI CONSTANTE

o U oz Us
29 29
B.
B
h, h
(] Hfl Hmlllr] ’*"J \f‘ A T T | = ;]\ \‘*H T
‘w
=EEEEEEEELE PLANO REFERENCIA
m
0=225"—
sm
Respuestas: &= 1089 A1 =0.089 A& =~0017 A =125

h,, =0,98m = RIO
h,, =0,66m => TORRENTE

Ejercicio 2.11. Giles (1969)

Si la distribucion de velocidades en un conducto circular esta dada por: L. —[%) donde R
umdx

es el radio de la conduccidn, y umax es la velocidad en el centro del mismo. Calcular el caudal y
la velocidad media U, como funciones de Umax y N.

Respuestas: O=u, =

Ejercicio 2.12

Un canal de seccion rectangular tiene un estrechamiento como el de la figura. Conociendo hq =
0,8 m y b1=b,=2 m, calcular la altura h; en el estrechamiento para un caudal de 1m?3/s.
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h1

Seccion 1 Seccion 2

Respuestas: h, =-0,117m h, =0,800m h, =0,136m

Ejercicio 2.13

Un canal de gran ancho, y con una altura de agua h = 2,4 m, presenta la siguiente ley de variacion

de velocidades:u = O,6+1,2\/% u(m/s) y h(m)

Segun esta misma ecuacion la velocidad superficial es de 1,8 m/s y la de fondo 0,6 m/s. Calcular:
1. El caudal por unidad de ancho q
2. La velocidad media U

3. El Bernoulli medio Bm

3
m

Respuestas: ¢ =3,36— U= 1,40ﬂ Bm =250m
sm s

Ejercicio 2.14. Sotelo Avila (1997)

El agua fluye por una canalizacién abierta con un escalon de fondo de 0,15 m y un ancho
constante. Las velocidades medias son U1 = 3 m/s y U2 = 4,5 m/s. Calcular las alturas de agua
hs y h2 para el movimiento permanente variado que se produce, suponiendo que no hay pérdida
de energia en el escalén de fondo

A

U4
— h1 ha — U2

Respuestas: 5, =2,17m h, =1,45m

Ejercicio 2.15

Calcular los coeficientes o, B, n y &, y determinar la energia de la corriente de las siguientes
caracteristicas.
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V'=05h —%Z dy Dy,
h=12m "
b="5m
- b
Respuestas: a =1,063 £ =1,021 n=0,021 =0 Bm=1212m

4. Corrientes bidimensionales. Rouse (1960)

Por definicién las corrientes bidimensionales son aquéllas que tienen dos dimensiones
predominantes frente a una tercera, de modo que las magnitudes hidraulicas que se estudian
seran funcion de dos variables espaciales y del tiempo.

Si se toma un tubo de flujo en el espacio definido por dos secciones transversales que se
llamaranm1 y w2, el mismo define una superficie tubular limitada por lineas de corriente que
encierran una porcion elemental de la corriente, y por lo tanto la seccion transversal es lo
suficientemente pequefia como para que el vector velocidad instantanea V esté aplicado en el
baricentro y represente la velocidad media de la misma.

El caudal que pasa por este tubo de flujo se calcula con el producto de la velocidad V y el area
de la seccion transversal y es valida la ecuacion de la continuidad también.

dQ =Vdw =V,do, =V,dw,

La velocidad instantanea resulta inversamente proporcional a la seccion transversal del tubo de
flujo. Las magnitudes mencionadas son magnitudes diferenciales, mientras que en el analisis del
fluido estas magnitudes tienen caracter de magnitudes finitas, muy pequefias, pero finitas,
mientras la curvatura del tubo de flujo y la variacion de la velocidad instantanea en la seccién
transversal no sean excesivas.

¢ V2

dw2

-‘
dw1

V4

Figura 2.28

Suponiendo que en la seccién transversal solo hay variacion de la velocidad instantanea en una
direccion, podemos asimilar la corriente tridimensional de la figura anterior a una corriente
bidimensional, y que esta contenida en el plano longitudinal del escurrimiento, tal como aparece
en la figura siguiente. Las secciones transversales pasan a ser distancias lineales, que se
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llamaran “An”, porque estan en la direccion normal de la corriente tangencial y la ecuacion de la

continuidad se simplifica, indicando con la letra “q” al caudal por unidad de ancho del tubo de
flujo.

dq =VAn =V ,An, =V,An, Ecuacion de la  continuidad para  movimientos
bidimensionales

Figura 2.29

Si se supone un trazado de lineas de corriente se puede evaluar la velocidad instantanea en
cada punto, referida a la de una seccioén inicial. Si se conoce la distribucion de velocidades en la
seccion transversal inicial, que se indica como 0, se puede calcular la misma en la seccion 1 o
en cualquier seccion n, aplicando la ecuacién de la continuidad para movimientos
bidimensionales, tal como puede verse en la Figura 2.30, midiendo las distancias normales que
separan las lineas de corriente en las secciones, y por lo tanto, la ecuacién queda:

dg = Vyhn, = Vidn, =V, An, = ¥, =V, 22

Figura 2.30. Rouse (1960)

Debe destacarse que las lineas de corriente divergentes incrementan la variacion de la velocidad
en la seccion transversal, mientras que las convergentes tienden a igualar las velocidades en la
seccion, y por lo tanto la funcion velocidad tiende a la forma rectangular. Esto se debe a que las
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corrientes convergentes incrementan la aceleracion de las lineas de corriente y las mas rapidas
arrastran a las mas lentas para uniformar el diagrama en la seccién transversal, tal como puede
comprobarse en la Figura 2.30.

Para el céalculo del caudal total se integra la distribucion de velocidades instantaneas en la
seccion transversal, que para el movimiento bidimensional queda asi:

qzden

Se puede resolver la integral en forma analitica, si se tiene la expresion algebraica de la
velocidad, si no, se puede resolver graficamente por incrementos de producto (VxAn) cuando la
distribucion de velocidad es irregular, o considerar velocidad constante, o casi uniforme, en la
seccion transversal y se multiplica la velocidad en cada punto por el area de la seccion normal.

La velocidad media U resulta el cociente entre el caudal total Q y la seccion total
4.1. Redes de Corriente

Segun lo visto en el apartado anterior, mediante el trazado de las lineas de corriente se puede
determinar la distribucién de velocidades en las mismas y en las secciones transversales. Por lo
tanto, se requiere determinar la forma de dichas lineas de corriente para cada contorno
geométrico dado, mediante un proceso grafico simple basado en los principios matematicos de
la hidrodinamica clasica. Estos principios dan idea de la manera general de aproximar la forma
de una red de corriente, sin necesidad de mediciones de campo, ni de laboratorio, por ello se
debe tener especial cuidado en su representacion grafica.

Para un movimiento bidimensional esta representacion grafica se conoce como red de corriente
y consiste de dos sistemas de lineas, unas son las lineas de corriente y el otro sistema es
perpendicular a las lineas de corriente. Las primeras deben estar espaciadas de tal manera que
la porcion de caudal Ag sea la misma entre cada sucesivo par de lineas, y las segundas deben
estar espaciadas de modo tal que en cualquier punto la distancia entre ellas sea igual a la
distancia entre las primeras; y por lo tanto se forman mallas cuadradas entre ambos sistemas de
lineas.

La velocidad seria inversamente proporcional a la distancia entre las lineas de corriente (An), o
lo que es lo mismo a la distancia entre las lineas normales (As), y la ecuacién de la continuidad
queda asi:

Entonces se puede trazar la red de corriente de un contorno fisico dado, considerando que las
lineas de corriente siguen la forma del mismo y las lineas normales se trazan formando mallas
cuadradas entre ambos sistemas.
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Figura 2.31

Figura 2.32

Figura 2.33

Por ejemplo, la Figura 2.31, tiene dos
contornos paralelos, y siguiendo los
mismos las lineas de corriente también
seran paralelas entre si y paralelas a los
contornos y considerando las mallas
cuadradas de tamafo constante, la
velocidad sera la misma en cada punto.

Mientras que el ejemplo de la Figura
2.32, indica que al tener contornos
convergentes las mallas no serian
exactamente cuadradas, sino que
disminuyen sus dimensiones y por lo
tanto aumenta la velocidad en el
sentido del escurrimiento.

Y por ultimo el ejemplo de la Figura
2.33 en el cual los contornos son
superficies cilindricas concéntricas y
cuya red de corriente tiene mallas
cuadradas decrecientes hacia el
interior de la curva, lo que implica que
la velocidad varia inversamente con el
radio de curvatura de la linea de
corriente, pero no varia a lo largo de la
misma.
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4.2. Movimiento Irrotacional

Cuando en el flujo el campo rotor de ¥ (velocidades del fluido) tiene en alguno de sus puntos
valores distintos de cero el flujo es rotacional. En cambio, si el campo rotor de ¥ es cero para
cualquier punto e instante el flujo es irrotacional.

Exceptuando las singularidades vorticosas (producidas fundamentalmente por la viscosidad del
fluido) el movimiento de fluidos ideales puede considerarse irrotacional.

La caracteristica principal de los modelos de flujo representados mediante redes de corriente, es
que corresponden a movimientos irrotacionales, o sea que, no existen componentes del vector
velocidad instantdnea que produzcan un giro de la particula liquida alrededor de su centro de
gravedad.

Por ello es importante entender con claridad el concepto fisico de irrotacionalidad.

Aun cuando el término rotaciéon implica un giro de las particulas, esto no significa que es
rotacional todo movimiento efectuado segun una trayectoria curva o bien que es irrotacional
cualquier movimiento rectilineo.

Observando macroscépicamente un escurrimiento sera irrotacional si la distribucion de
velocidades es tal que las lineas medianas o las diagonales no modifican su orientacion durante
el movimiento.

Para el caso de la Figura 2.31 el movimiento es irrotacional, ya que las lineas medias del
elemento A (o las diagonales) no cambian de orientacién en el escurrimiento. Lo mismo sucede
para el elemento B de la Figura 2.32, se deforma durante el movimiento, debido al aumento de
velocidad, pero las lineas medias no varian en su orientacion.

Por ultimo, el elemento C de la Figura 2.33, puede verse que rota y se deforma, sin embargo, la
trayectoria de la orientacion promedio de las lineas medias permanece constante y por ello el
movimiento es irrotacional.

En la Figura 2.34 pueden apreciarse dos flujos de contornos paralelos. En el primero la velocidad
es constante, no hay deformacion ni rotacion, el flujo es irrotacional; en el segundo si bien los
contornos siguen siendo paralelos la velocidad decrece de arriba a abajo, no soélo se deforma el
elemento cuadrado, sino que, también rota alrededor de su centro de gravedad, por lo anterior
para este flujo rectilineo rotacional es imposible la construccién de una red de mallas cuadradas,
porque la velocidad cambia de tubo de flujo en tubo de flujo en la seccidn transversal.

—  —)
— | s e
I—_:! G i I__'f r/\' ¥ i
- s |__1__|,,,_ — = I -7 /__,
T - ‘7/7
el | I_____L_r__f
— —
Flujo rectilineo irrotacional Flujo rectilineo rotacional

Figura 2.34

En la Figura 2.35 se muestran dos flujos curvilineos, el de la izquierda irrotacional y el de la
derecha rotacional.
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Figura 2.35
4.3. Trazado de redes de corriente

La utilidad principal de una red de corriente esta en interpretar y relacionar las formas de los
contornos que generalmente no estan sujetas al analisis matematico. Si las lineas de corriente
en los contornos coinciden con los mismos, solo puede producirse un régimen Unico de
movimiento irrotacional, es decir, de un movimiento cuyas componentes del vector velocidad no
produzcan la rotacion de la particula liquida alrededor de su centro de gravedad.

La red de corriente bajo el movimiento irrotacional se puede obtener construyendo un sistema
de lineas de corriente y un sistema de lineas normales a las de corriente, de modo que ambos
sistemas formen una red de mallas cuadradas.

Suponiendo que el contorno es la primera linea de corriente, se trazan las restantes en forma
paralela y se suaviza su curvatura hacia el eje de simetria, luego, tanteando graficamente, se
trazan las normales formando mallas cuadradas. Lo anterior puede verificarse mediante la
ortogonalidad de las diagonales de dichas mallas, Figura 2.36.

La red de corriente de la Figura 2.36 presenta un estrechamiento de la corriente, debido a la
convergencia de los contornos. Las primeras mallas son cuadrados perfectos, mientras que
aquellas que se encuentran en el estrechamiento tienen mas curvatura, y la ortogonalidad de sus
diagonales es la que verifica la existencia de mallas cuadradas.

I 2
ST T
[
A
B
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Figura 2.36. Rouse (1960)
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Las velocidades mayores corresponden a las mallas mas pequenas, mientras que las
velocidades menores a las mallas mas grandes, mientras mayor es el cambio de curvatura de
las lineas de corriente, mayor es la aceleracién de las mismas y mayor serd la velocidad del agua
en ellas.

Si disminuyera a cero el radio de curvatura del contorno, Figura 2.37, la distancia entre las lineas
de corriente de contorno exterior aumenta respecto de la distancia entre las lineas de corriente
del contorno interno, lo cual significa que en el lado externo del cambio de direccion la velocidad
disminuye, mientras que en el contorno interno aumenta. Un contorno anguloso como el de la
Figura 2.37 produce una zona de estancamiento de agua o también denominada “aguas
muertas”.

Figura 2.37. Rouse (1960)

4.4. Corriente divergente

Como se ha explicado, la red de corriente de mallas cuadradas se puede aplicar al movimiento
irrotacional, pero puede usarse también en movimientos rotacionales siempre y cuando la forma
de los contornos sea rapidamente convergente, entonces la distribucién de velocidades serd muy
aproximada a la de un movimiento irrotacional, y la red de mallas cuadradas representara mas
aproximadamente el estado real de la corriente, Figura 2.30 y Figura 2.36.

Si se tiene una red de corriente como la de la Figura 2.38, que representa la conexion entre un
depdsito y un conducto, en la cual si la corriente es de izquierda a derecha los contornos son
convergentes y la red de corriente es la trazada en linea llena. Mientras que, si el escurrimiento
es de derecha a izquierda, la red de corriente resulta con la misma forma geométrica, pero el
agua no ingresa dispersandose en el depdsito, sino que lo hace en forma de chorro de entrada,
tal como aparece en linea punteada de la misma figura, en este ultimo caso no puede trazarse
la red de mallas.

O sea que, cuando el movimiento es rotacional necesariamente los contornos deben ser
convergentes para poder trazar la red de corriente de mallas cuadradas. Mientras que, si el
movimiento es irrotacional, no hay problema con la forma de los contornos que sirven de guia
para el trazado de la mencionada red.

Pagina 65 de 72



FACULTAD DE INGE[\IIERiA - UNCUYO
ASIGNATURA: HIDRAULICA GENERAL
CARRERA: INGENIERIA CIVIL UNIDAD I

Figura 2.38. Franzini&Finnemore (1999)

4.5. Propiedades de la red de corriente

1) Lared de corriente se aproxima bastante al régimen real, siempre y cuando las lineas de
corriente no sean muy divergentes cerca del contorno.

2) Cuanto mas uniforme sea la distribucidon de las velocidades en zonas de movimiento
paralelo, y cuanto mas rapidamente converjan los contornos, las lineas de corriente
representaran mas exactamente la distribucion real de las velocidades.

3) No se puede usar la red de corriente de mallas paralelas para determinar la velocidad en
los contornos divergentes, si no se conoce la forma de la superficie de separacion de las
aguas muertas.

4) La presencia de aguas muertas representa una reduccién de la eficiencia hidraulica del
contorno, el disefio mas apropiado es aquél para el cual la red representa lo mas
aproximada la forma real del movimiento.

4.6. Numero de Euler

Se tratara el caso del movimiento irrotacional generado por un cambio presiones en el
escurrimiento del agua. Aplicando el Teorema de Bernoulli en dos secciones transversales de la
Figura , en la cual el eje hidraulico de ambas secciones coincide:

2 2 _ 2 12
z+£+V—=zo+&+V—°:>z=zoz>p 4
y 28 y 2g y 2g
2 2 2 2
g 2 2

Esta ultima expresion es valida para movimiento permanente e irrotacional. Si se sigue operando
matematicamente:
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=2 1-2 5Ap S
2 Vo 5 V02 Vo

Con esta ultima expresioén se puede calcular la distribucion de presiones en funcién de la relacion
de velocidades instantaneas elevadas al cuadrado. Y tal como se explicd oportunamente, la
relacion de velocidades también se puede calcular mediante la relacion entre el espaciamiento
de las lineas de corriente (An) o los espaciamientos de las normales a las lineas de corriente
(As).

Ap v

Esta relacion matematica =1- 2 es adimensional y caracteriza el movimiento en cada

9y Vs
2 0

punto del flujo, independientemente de las magnitudes absolutas que intervienen.

Entonces se puede decir que dicho cociente es un nimero que representa la relacion entre las
fuerzas de presion y las fuerzas inerciales, y la constancia de dicho numero implica que
predominan las fuerzas de presion. Dicho numero se llama Numero de Euler, se indica con la
letra E y su expresidon matematica es la siguiente:

L_, V' _ % _ . W

-]l == S F=_—"0
E2 VO2 5V02 2Ap
2 )

Cuando predominan las fuerzas de presion en el escurrimiento del agua, el E permanece
constante, por ejemplo, la descarga de un orificio. Mientras que si otras propiedades del agua,
tal como la viscosidad, la accion de la gravedad, causan alguna influencia en el escurrimiento, el
E deja de ser constante.

4.7. Ejemplos de trazado de redes de corriente para singularidades comunes

En la Figura 2.30 y Figura 2.36 se ha visto la red de corriente construida para el caso de un
estrechamiento en una conduccion cerrada, en la Figura 2.38 la conexion entre un depdsito y
una conduccion de descarga. A continuacion se vera la red de corriente de un orificio
bidimensional (Figura 2.39), con la distribucién relativa de velocidad y presion; la red de corriente
para un orificio practicado en un deposito con salida libre, Figura 2.40Figura ;la red de corriente
de un vertedero con descarga libre, Figura 2.41; y la red de corriente de un orificio bajo
compuerta, Figura 2.42.
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Figura 2.42. Rouse (1960)

4.8. Aplicacion practica del trazado de una red de corriente. Rouse (1960)

Si se trabaja con la red de corriente trazada en la Figura 2.36, a parte de la verificacion grafica
de la ortogonalidad de las diagonales de las mallas cuadradas es posible determinar y graficar a
escala el cociente entre la velocidad genérica V y la velocidad inicial Vopara el tubo de flujo que
mas se deforma, que es el que experimenta mayor aceleracion, tanto tangencial, como normal.

La relacidn de velocidades es inversamente proporcional a la relacién de las distancias normales
entre lineas de corriente o las distancias tangenciales entre las lineas del sistema normal.

Si se miden las sucesivas distanciasAs se pueden calcular los valores de las velocidades de
acuerdo a la ecuacion anterior. Tomando el tubo de flujo A de la Figura 2.36 y midiendo las
distancias tangenciales entre lineas normales se obtienen los datos de la tabla siguiente:

Tubo de Flujo A | As/Aso | VIVo | (V/IVo)? | Tubo de Flujo A | As/Aso | V/Vo | (V/Vo)?
1-2 1,000 | 1,000 | 1,000 8-9 0,463 | 2,160 4,665
2-3 1,010 | 0,990 | 0,980 9-10 0,416 | 2,404 5,778
3-4 1,030 | 0,971 | 0,943 10-11 0,448 | 2,232 4,982
4-5 1,080 | 0,926 | 0,857 11-12 0,484 | 2,066 4,269
5-6 1,340 | 0,746 | 0,557 12-13 0,495 | 2,020 4,081
6-7 1,030 | 0,971 | 0,943 13-14 0,500 | 2,000 4,000
7-8 0,588 | 1,701 | 2,892 14-15 0,500 | 2,000 4,000
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Graficando la columna de la relaciéon de velocidades elevadas al cuadrado a lo largo del tubo de
flujo A, y progresivando los distintos segmentos de las mallas cuadradas que se incluyen en el
mismo, se obtiene el gréafico de la Figura 2.43, el cual es adimensional, debido a que la red de
corriente se determiné para cualquier caudal y tamafio de seccién, ya que las proporciones del
contorno no han cambiado.

A-l A2 A3 A4 AD A6 A78 2 1011 1213141516

6

; A
/

© i
/Fg=tan3,75
0 \ST
| 2 3 4 5 6 7 & 9 10 ||
5

As
O
Figura 2.43. Rouse (1960)

El gréfico anterior permite calcular la aceleraciéon tangencial maxima y la aceleracién normal a lo
largo del tubo de flujo A, y para ello se recuerda la ecuacion de la aceleracion referida a la terna
intrinseca para movimiento permanente y aplicandola al grafico, considerando que la derivada
es igual a la tgP que es la pendiente de la recta de mayor pendiente, y que da el mayor valor de
la aceleracion tangencial.

_ (10 L VE
a=|-=—W)|T+ —N
S r

20

14
A6’ s, [dVZ]

S =72 | g9«
d(E) . VO ds max
2] _ 1[dV? _ 1 Voz ;
atmax—z ds _ZASO gB

max

Aplicando los valores obtenidos, suponiendo una velocidad inicial de 3m/s, un n¢=3,6m y del
grafico una tgp=3,75 queda:

Om? /s>

1 3,75=28,125m/s*
2 n,/6

1V}
@] = 1=
IMAX . 2 .
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Para la aceleracion normal se debe medir el radio de curvatura del tubo de flujo A en la seccion
que mas se deforma, ello ocurra entre las secciones 9 y 10, cuyo valor de relacion de velocidades
es de 5,75, y al cual le corresponde un radio de curvatura de 0,35 ng

2 2
a, A N 575V = a, =M= 41,071m/ s>
T 0,35(3,6m)

a,
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